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1 はじめに
本修士論文は, 数論的関数の平均の漸近挙動についての Chandrasekharan, K.と

Narasimhan, Raghavanの論文 [1] の一部の解説で, その部分の内容は E. Landauの
論文 [2], [3] が元となっている. なお，Chandrasekharan 等は、Landau も使った方法
で『分母』の部分の因子の数を十分大きくしたとき、得られた密度定理がある意味で
最良であることも示しているが、それについては、本修士論文ではふれないことにす
る. 数論的関数とは定義域が正整数である複素数を値に持つ関数のことであり, 例え
ば正整数 nの約数の個数を表すディリクレの約数関数 d(n)などがある. 本論文の目
的は, ある種の関数等式をみたす数論的関数の xまでの平均の振る舞いを調べること
である. 古典的な予想として次のようなものがある.

予想 1.1. (ディリクレの約数問題).

R(x) =
∑
n<=x

d(n) − x log x− (2γ − 1)x

とおく. ただし, γはオイラー定数である. このとき, R(x) = O(x1/4+ε)である. ただ
し, εは任意の正数で, Oはランダウ記号である.

ディリクレ自身はR(x) = O(x1/2)を証明した ([4]). その後, このR(x)のオーダー
を 1/4に近づける試みが行われ, この論文の目的もそうである. 主定理からはR(x) =

O(x1/3+ε)が得られる. しかしこの結果はE. Landauの論文 [2], [3] ですでに得られて
いて, [1] ではその証明の中で誤差項を評価するときにベッセル関数を使うなどの工夫
がなされている. 現在のところ, R(x)の最良の評価はR(x) = O(x131/416+ε)(131/416 =

0.3149 · · · )である (Huxley [5]). 一方でR(x) = O(x1/4)ではないことは示されている
(Hardy [6]). また, 本論文では, 最後に

∑
n<=x d(n)とその主要項 x log x+ (2γ − 1)xは

xが大きいときどのくらいの差があるかをコンピュータによる数値計算によって求め
た結果を紹介する.

[1]のアイディアは, 数論的関数 anのxまでの和A0(x) :=
∑

n<=x anの主要項は anを
係数にもつディリクレ級数ϕ(s) =

∑
n>=1 anλ

−s
n の留数によって表すことができるとい

うことである. ただし λnは狭義単調増加列で n→ ∞のとき λn → +∞となるもので
ある. さらにϕ(s)の極から得られるある関数をQ0(x)とすれば誤差項はA0(x)−Q0(x)

で表され, これの評価も与えられる.

本論文では ϕ(x)に関するある積分を与えるとき, 積分路を動かすために十分大き
い整数 ρによるAρ(x), Qρ(x)といったものを考える. このAρ(x)というのは, 後で定
義を述べるが, おおざっぱにいうと anと λnから定まる有限和で, Qρ(x)とは, その有
限和の主要部を表す関数であり, ϕ(x)から定まる関数の留数の和で表される. そして,

Aρ(x)−Qρ(x)を評価した後, 差分してA0(x)−Q0(x)に関する評価を得るをいう方針
で話を進める.

まずは本論文内で用いる記号の紹介をする.
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定義 1.2. 関数f(s), g(s)に対してf(s)～g(s)はsがある極限に近づくときf(s)/g(s) →
1を表す.

定義 1.3. 2つの数列 {λn}, {µn}を正の狭義単調増加で無限大に発散する数列とする.

また, {an}, {bn}を全ての項が 0ではない複素数列とする. これに対し 2つのディリク
レ級数 ϕ(s)と ψ(s)を次のように定義する. ただし s = σ + iτ は複素数である.

ϕ(s) =
∞∑

n=1

an

λs
n

, ψ(s) =
∞∑

n=1

bn
µs

n

.

ただし, ϕ(s), ψ(s)はそれぞれ σ > α, σ > βで絶対収束し, 全平面に解析接続でき,

真性特異点はなく極は有限個であるものとする.

定義 1.4. N >= 1, 1 <= ν <= N に対し, βνは任意の複素数, αν > 0とする. これに対し,

∆(s) =
N∏

ν=1

Γ(ανs+ βν)

と定義する. さらに, A =
∑N

ν=1 ανとし, A >= 1と仮定する.

定義 1.5. 0以上の整数 ρに対し,

Aρ(x) =
1

ρ!

∑′

λn<=x

an(x− λn)ρ

と定義する. ただし
∑′

は ρ = 0かつ λn = xのときに最後の項を 1/2倍にする記号
である.

定義 1.6. 0以上の整数 ρに対し,

Qρ(x) =
1

2πi

∫
C

ϕ(s)

s(s+ 1) · · · (s+ ρ)
xs+ρ ds

と定義する. ただし, Cは被積分関数の極を全てまわる路である.

ρ = 0としたQ0(x)が数論的関数 anの xまでの和 A0(x)の主要項である. 例えば
ϕ(s) = 1/(1 − s)2とするとQ0(x)がどのような形をしているか計算してみる. この
ϕ(s)はディリクレ級数ではないが, ϕ(s)は有理型関数なので本質は同じである. 被積
分関数の極は s = 0と s = 1だから,

Q0(x) =
1

2πi

∫
C

xs

s(1 − s)2
ds

=
xs

s− 1

∣∣∣∣∣
s=0

+
( xs

s

)′ ∣∣∣∣∣
s=1

= −1 +
xs(log x) − xs

s2

∣∣∣∣∣
s=1

= −1 + x log x− x.
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ϕ(s)は真性特異点はなく極は有限個であるから, 一般のϕ(s)に対しても, このよう
な計算でQ0(x)は xa(log x)bの線形結合で表されることがわかる. ただしこの aと b

は ϕ(s)の極の情報によって定まる数である.

定義 1.7. (ベッセル関数 [7, p.40]).ベッセル関数 Jν(z)を次で定義する.

Jν(z) :=
∞∑

m=0

(−1)m(z/2)2m+ν

Γ(m+ 1)Γ(m+ ν + 1)
, ν ∈ C. (1.8)

定理 1.9. (ベッセル関数の性質 [7, pp. 192, 199]). (1.8)で定義した Jν(z)に対し
て次の (1),(2)が成立する.

(1)
1

2πi

∫ c/2+i∞

c/2−i∞

22z−νΓ(z)

Γ(ν + 1 − z)
x−2z dz =

Jν(x)

xν
, 0 < c <= Re(ν + 1),Re(ν) > 0.

(2) Jν(x) = O(x−1/2) : x→ ∞.

最後に本論文の主定理を述べる.

定理 1.10. 定義 1.3,1.4で定義した ϕ(s), ψ(s),∆(s)は次の関数等式を満たすと仮定
する.

∆(s)ϕ(s) = ∆(δ − s)ψ(δ − s). (1.11)

ただし δは正の実数である. さらに任意の vertical stripで一様に

lim
|τ |→∞

|∆(s)ϕ(s)| → 0 (1.12)

であると仮定する. このとき任意の 0以上の実数 ηに対して次が成立する.

A0(x) −Q0(x) = O(x(δ/2)−(1/4A)+2Aηu)

+O(xq−(1/2A)−η(log x)r−1)

+O

 ∑
x<n<=x′

|an|

 . (1.13)

ただし x′ = x+O(x1−η−1/(2A)), 任意の ε > 0に対し u = β − (δ/2)− (1/4A) + εで
あり, qは ϕ(s)の極の実部の最大値, rは実部が qである ϕ(s)の極の位数の最大値で
ある.

(1.11)の関数等式としてリーマンゼータ関数の関数等式を考えることを見据えて
るいため本論文内では任意の ε > 0に対して u > 0と仮定する. 次章で詳しく述
べるが, 実際, リーマンゼータ関数の関数等式を用いると β = 1, δ = 1, A = 1より
u = 1/4 + ε > 0(ε > 0)である.
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2 具体的な例
この章では実際に主定理を具体的な数論的関数に対して適用させる.

例 2.1. an = cn =

{
1, nが平方数

0, その他
のとき.

はじめに最も自明な例 an = 1に対して定理 1.10を直接適用したいがそれはできな
いことに注意しておく. その理由を述べる. an = 1を係数にもつディリクレ級数は
リーマンゼータ関数

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns

であり, これは次の関数等式をみたす.

π− s
2 Γ
( s

2

)
ζ(s) = π− 1−s

2 Γ

(
1 − s

2

)
ζ(1 − s). (2.2)

これが定理 1.10の条件の関数等式 (1.11)に相当するならば∆(s) = Γ(s/2)である
が, このときA = 1/2であるので, 定義 1.4の仮定A >= 1に反する. したがって最も自
明な例 an = 1に対して定理 1.10を適用できない. そこでその条件に引っかからない
ようなものとして上記の cnを考える.

明らかに
∑

n<=x cnは, x以下の平方数の個数となる. よってこの有限和の主要項は√
xになるはずである.

この cnを係数にもつディリクレ級数は
∑

n>=1 1/n2s = ζ(2s)であるから, 定理 1.10

の仮定の関数等式 (1.11)は (2.2)において sを 2sに変えたものが相当する. すなわち,

π− 2s
2 Γ

(
2s

2

)
ζ(2s) = π− 1−2s

2 Γ

(
1 − 2s

2

)
ζ(1 − 2s).

これと仮定の関数等式を見比べると, これには π−2s/2や π(1−2s)/2が余計に付いてい
るので ϕ(s) = π−sζ(2s) =

∑
n>=1 cn/(πn)sとしなければならない.

さて, 定義より δ = 1/2である. さらに, (1.11)と (2.2)が同値になるように順に
an = bn = cn, λn = µn = πn,∆(s) = Γ(2s/2)と決めていけばこれらは関数等式 (1.11)

と同値である. すると定義よりA = 1, q = 1/2, r = 1, β = 1/2, u = εである. ここで,

ζ(s)は s = 1でただ一つの位数 1の極を持つことを使った. また, ηは 2つの誤差項の
指数が同じになるようにとればよいので計算すれば,

δ

2
− 1

4A
+ 2Aηu = q − 1

2A
− η

より, η = 0である. よって, 誤差項の指数は,

q − 1

2A
− η + ε =

1

2
− 1

2
− 0 + ε = ε
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である. ここで任意の正数 εに対して log x = O(xε)であることを使った. また, 定義
1.5よりA0(x) =

∑
πn<=x cn =

∑
n<=x/π cnであるから, 定理 1.10より∑

n<=x/π

cn = Q0(x) +O(ε).

すなわち, ∑
n<=x

cn = Q0(πx) +O(ε)

を得る. また, Q0(πx)は次のようになる.

Q0(πx) =
1

2πi

∫
C

ζ(2s)

s
xs ds

= Ress=0

(
ζ(2s)

s
xs

)
+ Ress=1/2

(
ζ(2s)

s
xs

)
= − 1

2
+

(
s− 1

2

)
ζ(2s)

s
xs

∣∣∣∣∣
s=1/2

= − 1

2
+

1

2
(t− 1)ζ(t)

1

t/2
xt/2

∣∣∣∣∣
t=1

= − 1

2
+
√
x.

4番目の等号では 2s = tとおいた. また, limt→1(t−1)ζ(t) = 1を用いた. したがって∑
n<=x

cn =
√
x+O(ε)

となり確かに辻褄が合っていることが分かる. また,
√
x = yとおくと左辺は y2以下

の平方数の個数, すなわち y以下の正整数の個数である. よって, 定理 1.10より次の
最も自明な結果を得る. ∑

n<=y

1 = y +O(ε).

例 2.3. an = d(n)のとき.

d(n)は正整数 nの正の約数の個数である. よく知られているように

∞∑
n=1

d(n)

ns
= ζ(s)2

であるから, (2.2)の両辺を 2乗した式

π−sΓ
( s

2

)2

ζ(s)2 = π−(1−s)Γ

(
1 − s

2

)2

ζ(1 − s)2
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が定理 1.10の仮定の関数等式 (1.11)と同値になるように数式を定めていく.

今度は δ = 1である. これに注意して例 2.1と同様に ϕ(s) = ψ(s) = π−sζ(s)2 =∑
n>=1 d(n)(πn)−s, an = bn = d(n), λn = µn = πn,∆(s) = Γ(s/2)2と決めていけばこ

れらは関数等式 (1.11)を確かに満たす. 一方, 定義よりA = 1, q = 1, r = 2, β = 1, u =

1/4 + εであり, ηは例 2.1と同様の計算を行うことにより η = 1/6を得る. よって, 誤
差項の指数は,

q − 1

2A
− η + ε = 1 − 1

2
− 1

6
=

1

3
+ ε

である. また,定義 1.5よりA0(x) =
∑

πn<=x d(n) =
∑

n<=x/π d(n)であるから,定理 1.10

より ∑
n<=x/π

d(n) = Q0(x) +O(x1/3+ε).

すなわち, ∑
n<=x

d(n) = Q0(πx) +O(x1/3+ε)

を得る. また, Q0(πx)は次のとおりである.

Q0(πx) =
1

2πi

∫
C

ζ(s)2

s
xs ds.

これを求める. 被積分関数を f(s)とおく. Q0(x)は f(s)の留数の和である. f(s)の
極は s = 0, 1の 2つ.

Ress=0 f(s) = lim
s→0

s · ζ(s)
2

s
xs = ζ(0)2 =

(
− 1

2

)2

=
1

4
.

Ress=1 f(s) = lim
s→1

d

ds

(
(s− 1)2f(s)

)
.

ここで ζ(s)は全平面で正則な関数 g(s)を用いて次のようにかける.

ζ(s) =
1

s− 1
+ g(s).

よって,

(s− 1)2f(s) = (s− 1)2 x
s

s

(
1

s− 1
+ g(s)

)2

=
xs

s
(1 + (s− 1)g(s))2 .

log(s− 1)2f(s) = s log x− log s+ 2 log (1 + (s− 1)g(s)) .

((s− 1)2f(s))′

(s− 1)2f(s)
= log x− 1

s
+ 2

g(s) + (s− 1)g′(s)

1 + (s− 1)g(s)
.
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Ress=1 f(s) = lim
s→1

(s− 1)2f(s)

(
log x− 1

s
+ 2

g(s) + (s− 1)g′(s)

1 + (s− 1)g(s)

)
= x(log x− 1 + 2g(1))

= x log x+ (2γ − 1)x .

最後の等号では次の事実を用いた.

g(1) = lim
s→1

(
ζ(s) − 1

s− 1

)
= γ (γはオイラー定数).

よって,

Q0(πx) =
1

4
+ x log x+ (2γ − 1)x

となるから, d(n)の xまでの和の評価は次のようになる.∑
n<=x

d(n) = x log x+ (2γ − 1)x+O(x1/3+ε).

第 1章でも述べたとおりこの誤差項の評価は最良ではない.

例 2.4. an = d3(n) := ]
{
(j, k, l) ∈ Z3

>0|jkl = n
}
のとき.

すなわち d3(n)は正整数 nを 3つの正の整数の積に表す方法の個数である. これを
係数にもつディリクレ級数は

∞∑
n=1

d3(n)

ns
= ζ(s)3

であるから, 例 2.3と同様のやり方で (2.2)の両辺を 3乗した式

π− 3s
2 Γ
( s

2

)3

ζ(s)3 = π− 3
2

(1−s)Γ

(
1 − s

2

)3

ζ(1 − s)3

が定理 1.10の仮定の関数等式 (1.11)と同値になるように数式を定めていく.

δ = 1であり,例2.3と同様にϕ(s) = ψ(s) = π−3s/2ζ(s)3 =
∑

n>=1 d3(n)(π3/2n)−s, an =

bn = d3(n), λn = µn = π3/2n,∆(s) = Γ(s/2)3と決めていけばこれらは関数等式 (1.11)

を確かに満たす. 一方, 定義よりA = 3/2, q = 1, r = 3, β = 1, u = 1/3 + εであり, η

は例 2.1と同様の計算を行うことで η = 1/6を得る. よって, 誤差項の指数は,

q − 1

2A
− η + ε = 1 − 1

3
− 1

6
+ ε =

1

2
+ ε

である. また, 定義 1.5よりA0(x) =
∑

π3/2n<=x d3(n) =
∑

n<=π(−3/2)x d3(n)であるから,

定理 1.10より ∑
n<=π(−3/2)x

d3(n) = Q0(x) +O(x1/2+ε).
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すなわち, ∑
n<=x

d3(n) = Q0(π
3/2x) +O(x1/2+ε)

を得る. また, Q0(π
3/2x)は次のとおりである.

Q0(π
3/2x) =

1

2πi

∫
C

ζ(s)3

s
xs ds.

これを例 2.3と同様に求めると次のようになる.

Q0(π
3/2x) = − 1

8
+
x

2
(log x− 1 + 3γ)2 +

x

2
(1 + 6γ1 − 3γ2).

ただし, γ1とは ζ(s)を s = 1のまわりにテイラー展開をしたときの (s − 1)の係数
である. よって, d3(n)の xまでの和の評価は次のようになる.∑

n<=x

d3(n) =
x

2
(log x)2 + (3γ − 1)x log x+ (3γ1 + 3γ2 − 3γ + 1)x+O(x1/2+ε).

d3(n)を一般化して dm(n) := ]
{
(a1, · · · , am) ∈ Zm

>0|a1 · · · am = n
}
と定義すれば

∞∑
n=1

dm(n)

ns
= ζ(s)m

である. よって, 例 2.3, 2.4と同様のやり方で dm(n)の xまでの和の評価が得られる.

しかし, このとき誤差項はO(x(m−1)/(m+1)+ε)となり, mが大きいほど精度は悪くなる.

例 2.5. an = σk(n) =
∑

0<d|n d
kのとき.

σk(n)は正整数 nの正の約数の k乗の和である. σ0(n)は d(n)と同じだから k > 0

とする. σk(n)を係数にもつディリクレ級数は

∞∑
n=1

σk(n)

ns
= ζ(s)ζ(s− k)

である. したがって, (2.2)と (2.2)の sを s − kに置き換えた式の両辺を掛け合わせ
た式

π−sΓ
( s

2

)
Γ

(
s− k

2

)
ζ(s)ζ(s− k)

= π−(1+k−s)Γ

(
1 − s

2

)
Γ

(
1 + k − s

2

)
ζ(1 − s)ζ(1 + k − s).

が定理 1.10の仮定の関数等式 (1.11)と同値になるように数式を定めていく.

δ = 1+kであり,例2.3と同様にϕ(s) = ψ(s) = π−sζ(s)ζ(s−k) =
∑

n>=1 σk(n)(πn)−s,

an = bn = σk(n), λn = µn = πn, ∆(s) = Γ(s/2)Γ((s − k)/2)と決めていけばこれ
らは関数等式 (1.11)を確かに満たす. 一方, 定義より (また, k > 0より) A = 1, q =
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1 + k, r = 1, β = 1 + k, u = (1/4) + (k/2) + εであり, ηは例 2.1と同様の計算を行う
ことで η = (1/2) − 1/(2k + 3)を得る. よって, 誤差項の指数は,

q − 1

2A
− η + ε = k +

1

2k + 3
+ ε

である. また, 定義 1.5よりA0(x) =
∑

πn<=x σk(n) =
∑

n<=x/π σk(n)であるから, 定理
1.10より ∑

n<=x/π

σk(n) = Q0(x) +O(xk+(1/(2k+3))+ε).

すなわち, ∑
n<=x

σk(n) = Q0(πx) +O(xk+(1/(2k+3))+ε)

を得る. また, Q0(πx)は次のとおりである.

Q0(πx) =
1

2πi

∫
C

ζ(s)ζ(s− k)

s
xs ds.

被積分関数を f(x)とおくと, f(x)の極は s = 0と s = 1と s = 1+kの 3つで, k > 0

よりこれらはすべて相異なる. それぞれの留数をそれぞれ計算すると次のようになる.

Ress=0 f(s) = ζ(s)ζ(s− k)xs

∣∣∣∣∣
s=0

= − 1

2
ζ(−k).

Ress=1 f(s) = (s− 1)ζ(s) · ζ(s− k)

s
xs

∣∣∣∣∣
s=1

= ζ(1 − k)x.

Ress=1+k f(s) = (s− k − 1)ζ(s− k) · ζ(s)
s

xs

∣∣∣∣∣
s=1+k

=
ζ(1 + k)

1 + k
x1+k.

したがって,

Q0(πx) = − 1

2
ζ(−k) + ζ(1 − k)x+

ζ(1 + k)

1 + k
x1+k

となり, k > 0のとき k + 1/(2k + 3) > 1/3だから,∑
n<=x

σk(n) =
ζ(1 + k)

1 + k
x1+k + ζ(1 − k)x+O(xk+(1/(2k+3))+ε).

特に k = 1とすると σ1(n)は nの正の約数の和で, その xまでの和は ζ(2) = π2/6

より, ∑
n<=x

σ1(n) =
π2

12
x2 +O(x6/5+ε)

11



となる.

一方, k < 0のときは条件 δ > 0より−1 < kのときしか考えられないが, k > 0の
ときと同様の方法で

∑
n5x σk(n)の評価が得られる. ただし, q = 1, β = 1に変更しな

くてはならない. したがって誤差項の指数は 1/(3 − 2k) + εとなり, −1 < k < 0のと
きの結果は次のようになる.∑

n<=x

σk(n) = ζ(1 − k)x+
ζ(1 + k)

1 + k
x1+k +O(x1/(3−2k)+ε).

例 2.6. an = r(n) = ]
{
(a, b) ∈ Z2|a2 + b2 = n

}
のとき.

r(n)は正整数 nを 2つの平方数の和としてあらわす方法の個数である. たとえば,

1 = 02 + 12 = 02 + (−1)2 = 12 + 02 = (−1)2 + 02であるから r(1) = 4である. このと
き, r(n)/4は乗法的で, r(n)/4を係数にもつディリクレ級数は

∞∑
n=1

r(n)/4

ns
= ζ(s)L(s)

で与えられる. ここで

L(s) =
∞∑

n=1

χ(n)

ns
= 1 − 1

3s
+

1

5s
− · · ·

は主指標でないディリクレ指標 (mod 4), すなわち,

χ(n) =


1, n ≡ 1 (mod 4)

−1, n ≡ −1 (mod 4)

0, n ≡ 0 (mod 2)

を係数にもつディリクレ級数である. この L(s)は全平面で解析的であることが知ら
れている. また, この L(s)は次の関数等式を満たすことが知られている.

π− s
2 4

s
2 Γ

(
s+ 1

2

)
L(s) = π− 1−s

2 4
1−s
2 Γ

(
2 − s

2

)
L(1 − s).

これと (2.2)の両辺を掛け合わせた式

π−s2sΓ
( s

2

)
Γ

(
s+ 1

2

)
ζ(s)L(s)

= π−(1−s)2(1−s)Γ

(
1 − s

2

)
Γ

(
2 − s

2

)
ζ(1 − s)L(1 − s).

が定理 1.10の仮定の関数等式 (1.11)と同値になるように数式を定めていく.

δ = 1であり, ϕ(s) = ψ(s) = π−s2sζ(s)L(s) =
∑

n>=1(r(n)/4)/{(π/2)n}−s, an =

bn = r(n)/4, λn = µn = (π/2)n, ∆(s) = Γ(s/2)Γ((s + 1)/2)と決めていけばこれら
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は関数等式 (1.11)を確かに満たす. 一方, 定義より A = 1, q = 1, r = 1, β = 1, u =

(1/4) + ε (> 0)であり, ηは例 2.3とまったく同様で η = 1/6である. よって, 誤差項
の指数は,

q − 1

2A
− η + ε =

1

3
+ ε

である. また, 定義 1.5よりA0(x) =
∑

(π/2)n<=x r(n)/4 =
∑

n<=(2/π)x r(n)/4であるから,

定理 1.10より ∑
n<=

2
π

x

r(n)/4 = Q0(x) +O(x1/3+ε).

すなわち, ∑
n<=x

r(n) = 4Q0((π/2)x) +O(x1/3+ε)

を得る. また, Q0((π/2)x)は次のとおりである.

Q0

( π
2
x
)

=
1

2πi

∫
C

ζ(s)L(s)

s
xs ds.

被積分関数を f(x)とおくと, L(s)は全平面で解析であるから, f(x)の極は s = 0と
s = 1との 2つである. それぞれの留数をそれぞれ計算すると次のようになる.

Ress=0 f(s) = ζ(s)L(s)xs

∣∣∣∣∣
s=0

= − 1

4
.

Ress=1 f(s) = (s− 1)ζ(s) · L(s)

s
xs

∣∣∣∣∣
s=1

=
π

4
x.

途中, L(0) = 1/2, L(1) = π/4である事実を使った. したがって,

Q0(πx) = − 1

4
+
π

4
x

となるから, r(n)の xまでの評価は次のようになる.∑
n<=x

r(n) = πx+O(x1/3+ε).
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3 Aρ(x)の積分表示
定理 1.10の証明に移る. 証明の第一歩はAρ(x)を積分の形にすることである. この
章ではそれについて述べる. それを命題の形で書くと次のようになる.

命題 3.1. ([8, p.81]). ρ >= 0, c > αに対して, 次が成立する.

Aρ(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

ϕ(s)

s(s+ 1) · · · (s+ ρ)
xs+ρ ds. (3.2)

A0(x)の評価が目的であるが, 証明では助変数 ρを導入している. この ρは十分大
きいものとする. ρを導入した理由は, 次章でこのAρ(x)の積分表示の積分路をReal

partが δ − βより左側の半平面に移すのだが, そのためには (3.2)の右辺の分母を増
やす必要があるからである. δ − βというのは ψ(δ − s)の収束軸である. ϕ(s)は関数
等式 (1.11)より (ガンマ関数/ガンマ関数)×ψ(δ − s)という表示を持つ. したがって
(3.2)の右辺は δ − βより左側の半平面で評価ができ, これが誤差項にあたる部分とな
る. また, (3.2)の右辺の被積分関数の極は有限個であるから, cを大きくすれば移す前
の積分路と移した後の積分路で被積分関数の極をすべて囲むことができる. これが主
要項にあたる部分である. そして第 5章では差分により ρを 0に落として元の情報を
引き出す.

さて, 命題 3.1の証明について述べる. 注目すべき点はAρ(x)は有限和であるがϕ(s)

は無限和であることである. すなわち ϕ(s)から積分によって有限個の項のみを取り
出すという操作が必要になる. その肝心な部分は次の補題 3.3である.

補題 3.3. ([8, p.79]). c > 0, r >= 0に対して, 次が成立する.

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

xs

s+ r
ds =


x−r, x > 1

1/2, x = 1

0, 0 < x < 1

.

証明. s = σ + iτ とおく.

・x > 1のとき.

留数定理を用いて示す. 次のページの図のような積分路 C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4を考え
る. 欲しいのはRと T が無限大にしたときのC1である. C2とC4の評価は同じであ
るからC3とC2が消えることを示す. 積分の絶対値を上から評価する.∣∣∣∣∫

C3

xs

s+ r
ds

∣∣∣∣ <=

∫ −R−iT

−R+iT

xσ

|s+ r|
|ds|

= x−R

∫ −R−iT

−R+iT

|ds|
|s+ r|

<= x−R

∫ −R−iT

−R+iT

|ds|
| −R + r|

=
x−R

R− r

∫ −R−iT

−R+iT

|ds|
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O c−R

iT

−iT

−r

C1

C2

C3

C4

=
x−R

R− r
| − 2iT |

= 2x−R T

R− r
.

一方, ∣∣∣∣∫
C2

xs

s+ r
ds

∣∣∣∣ <=

∫ −R+iT

c+iT

xσ

|s+ r|
|ds|

<= xc

∫ −R+iT

c+iT

|ds|
|s+ r|

<= xc

∫ −R+iT

c+iT

|ds|
|T |

=
xc

T

∫ −R+iT

c+iT

|ds|

= xc R + c

T
.

C4の場合も同様で
∣∣∣∣∫

C4

∣∣∣∣ <= xc R + c

T
である.

そこで, T = R2という関係をもたせてRと T を同時に+∞に飛ばすと x > 1であ
るから, ∣∣∣∣∫

C3

∣∣∣∣ <= 2x−R R2

R− r
→ 0 (R → ∞).
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∣∣∣∣∫
C2

∣∣∣∣ <= xc R + c

R2
→ 0 (R → ∞).∣∣∣∣∫

C4

∣∣∣∣ <= xc R + c

R2
→ 0 (R → ∞).

極 s = −rでの留数は x−rである. よって留数定理より,

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

xs

s+ r
ds = x−r

である,

・x = 1のとき.

このとき積分は直接求められる. 実際,

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

xs

s+ r
ds

=
1

2πi

∫ c+∞

c−i∞

1

s+ r
ds

=
1

2πi
[log(s+ r)]c+i∞

c−i∞

=
1

2πi
[log |s+ r| + i arg(s+ r)]c+i∞

c−i∞

=
1

2πi

[
lim

T→∞
log

∣∣∣∣ c+ r + iT

c+ r − iT

∣∣∣∣+ i lim
T→∞

{
arg(c+ r + iT ) − arg(a+ r − iT )

}]
=

1

2πi

(
log |1| + i

{ π
2

−
(
− π

2

)})
=

1

2
.

・0 < x < 1のとき. ∫ c+∞

c−i∞

xs

s+ r
ds = 0

であることを示す. 部分積分より,∫ c+i∞

c−i∞

xs

s+ r
ds =

1

log x

[
xs

s+ r

]c+i∞

c−i∞
+

1

log x

∫ c+∞

c−i∞

xs

(s+ r)2
ds.

第 1項目の絶対値は 0である. 実際,∣∣∣∣∣ 1

log x

[
xs

s+ r

]c+iT

c−iT

∣∣∣∣∣ =
1

log x

∣∣∣∣ xc+iT

c+ r + iT
− xc−iT

c+ r − iT

∣∣∣∣
<=

xc

log x

(
1

|c+ r + iT |
+

1

|c+ r − iT |

)
→ 0 (T → ∞).
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一方, 第 2項目の絶対値は次のように上から評価できる.∣∣∣∣ 1

log x

∫ c+i∞

c−i∞

xs

(s+ r)2
ds

∣∣∣∣ <= xc

log x

∫ c+i∞

c−i∞

ds

|s+ r|2
.

被積分関数の極は s = −rのみであるから右半平面 Re(s) > −rでは被積分関数は
正則である. したがって cはいくらでも大きくできる. 今, 0 < x < 1であるから xcは
いくらでも小さくできる. また, 積分は絶対収束し cに依らない定数で抑えられるた
め右辺はいくらでも小さくできる. よって, この第 2項は 0である. したがって,∫ c+∞

c−i∞

xs

s+ r
ds = 0

となる. 以上により補題 3.3が示された.

積分の値が x = 1を境に消えるという性質が積分によって無限級数の項が有限個の
項を除いて 0になることのポイントである. Aρ(x)の積分表示のため, さらにもう 1つ
の補題を示す.

補題 3.4. ([8, p.79]). ρ > 0, c > 0に対して,

I(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

1

s(s+ 1) · · · (s+ ρ)
xs+ρ ds

とおく. このとき次が成立する.

I(x) =

{
(1/ρ!) (x− 1)ρ, x >= 1

0 , 0 < x < 1
.

証明.

ρ!

s(s+ 1) · · · (s+ ρ)
=

Γ(ρ+ 1)Γ(s)

Γ(s+ ρ+ 1)

= B(s, ρ+ 1)

=

∫ 1

0

ts−1(1 − t)ρ dt

=

∫ 1

0

ts−1

ρ∑
r=0

(−1)r

(
ρ

r

)
tr dt

=

ρ∑
r=0

(−1)r

(
ρ

r

)∫ 1

0

ts+r−1 dt

=

ρ∑
r=0

(−1)r
(

ρ
r

)
s+ r

.
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2つ目の等号では, ベータ関数が次のようにガンマ関数で表されるという事実を
使った.

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1 − t)q−1 dt =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
, p > 0, q > 0.

また,
(

ρ
r

)
は二項係数である. これより,

I(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

1

ρ!

ρ∑
r=0

(−1)r
(

ρ
r

)
s+ r

xs+ρ ds

=
xρ

ρ!

ρ∑
r=0

(−1)r

(
ρ

r

)
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

xs

s+ r
ds.

最後の式変形で積分と級数の順序を交換できたのは, 各々の積分が収束しているか
らである.

よって 補題 3.3より x > 1のときは,

I(x) =
xρ

ρ!

ρ∑
r=0

(−1)r

(
ρ

r

)
x−r =

xρ

ρ!

(
1 − 1

x

)ρ

=
1

ρ!
(x− 1)ρ.

また
∑ρ

r=0(−1)r
(

ρ
r

)
= 0であるから, x = 1のときは I(x) = 0. さらに 0 < x < 1の

ときは補題 3.3より I(x) = 0である. よって 補題 3.4が示された.

注意 3.5. 補題 3.4の I(x)で ρ = 0のときを考える. x > 1, 0 < x < 1のときは補題
3.4の結果に ρ = 0を代入したものと同じであるが x = 1のときは結果が違う. ρ = 0

かつ x = 1とすると補題 3.3の x = 1での結果より I(1) = 1/2となる.

補題 3.4を用いて命題 3.1を示す.

命題 3.1の証明. (3.2)の右辺の式から出発する. c > αとすると ϕ(s)は絶対収束し,

ρ > 0のとき積分は絶対収束するので順序を交換できる. よって,

(3.2)の右辺 =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

1

s(s+ 1) · · · (s+ ρ)

∞∑
n=1

an

λn
s x

s+ρ ds

=
∞∑

n=1

anλ
ρ
n

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

1

s(s+ 1) · · · (s+ ρ)
(λ−1

n x)s+ρ ds

=
∞∑

n=1

anλ
ρ
n I(λ

−1
n x).

補題 3.4より λ−1
n x < 1, すなわち, x < λnでは I(λ−1

n x) = 0である. つまり有限個
を除く無限個の項が消えて無限級数が有限級数になった. ここが補題 3.3の x = 1を
境に積分の値が消えるという性質がうまく機能している部分である.
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一方, λ−1
n x >= 1, すなわち, λn <= xでは I(λ−1

n x) = (1/ρ!)(λ−1
n x− 1)ρ. よって,

(3.2)の右辺 =
∑
λn5x

anλ
ρ
n

1

ρ!
(λ−1

n x− 1)ρ

=
1

ρ!

∑
λn5x

an(x− λn)ρ

=: Aρ(x).

ρ = 0のときは注意 3.5より I(1) = 1/2であるから, ρ = 0かつ λn = xのときに限
り
∑

n<=x anの最後の項が 1/2倍される.
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4 Aρ(x) −Qρ(x)の級数表示
前章の冒頭にも述べたとおり, この章ではAρ(x)の積分表示の積分路を δ − βより
左側の半平面に移す. そこで下図のような積分路を考える.

cαOδ − βδ − c

すると評価ができない vertical strip δ − β <= Re(s) <= αでの Imagnary partが無
限大にいくときの振る舞いを調べる必要がでてくる. そのために Lindelofの定理と
Stirlingの公式を使う.

定理 4.1. (Lindelofの定理 [9, p.118]). s = σ + iτ, F =
{
s ∈ C|ν1 <= σ <= ν2

}
とす

る. f(s)は F を含む開領域で正則で, 次の (1), (2)をみたすものとする：
(1) ある正の定数 aが存在して, F で一様に |f(s)| = O(e|τ |

a
) : |τ | → ∞.

(2) F の境界で |f(s)| = O(|τ |b) : |τ | → ∞.

このとき f(s)は F で一様に |f(s)| = O(|τ |b)となる.

証明. まずはじめに b = 0のときを証明する. 仮定 (2)より, あるM > 0が存在して,

F の境界上で |f(s)| <= Mである. mを 4で割ると 2余る正整数とする. このときF で
一様に

Re(sm) = Re((σ + iτ)m)

= −τm +O(|τ |m−1) : |τ | → ∞

であるから, Re(sm)はF 上で上界をもつ. m,N としてm > δ,Re(sm) <= N とすれば,

任意の ε > 0に対して,

F の境界上で |f(s)eεsm| <= MeεN

かつ
F で一様に |f(s)eεsm | = O(e|τ |

δ−ετm+K|τ |m−1

) → 0 : |τ | → ∞
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となる. ただしKはある定数である. すなわち,

|f(s)eεsm| <= MeεN , (s ∈ F )

である. ε → 0とすれば |f(s)| <= M , すなわち |f(s)| = O(|τ |0)である. これで b = 0

の場合は示された.

b 6= 0のときは b = 0の場合に帰着させて証明する.

g(s) = (s− ν1 + 1)b = eb log(s−ν1+1)

とする. ただし対数は主値をとることにする. Re(log(s− ν1 + 1)) = log |s− ν1 + 1|だ
から g(s)は F で一様に

|g(s)| = |s− ν1 + 1|b～|τ |b : |τ | → ∞

である. ここで, f1(s) = f(s)/g(s)とおく. このとき, この f1(s)は定理の b = 0の場
合の仮定をみたす. 定理の b = 0の場合はすでに示されているので f1(s)は F で有界
関数である. よって |f(s)| = O(|τ |b)である.

定理 4.2. (Stirlingの公式 [10, p.201]).任意の vertical stripで一様に次が成立する.

|Γ(σ + iτ)|～
√

2π|τ |σ−1/2e−(π/2)|τ | : |τ | → ∞. (4.3)

証明. 出発点は log Γ(s)の 2階微分に関する公式

d

ds

(
Γ′(s)

Γ(s)

)
=

∞∑
n=0

1

(s+ n)2

の右辺の部分和

1

s2
+

1

(s+ 1)2
+

1

(s+ 2)2
+ · · · + 1

(s+ n)2

を線積分で表すことである. それには整数点 s = νで留数 1/(s+ ν)2をもつ関数が必
要であるが, その関数として,

Φ(ζ) =
π cotπζ

(z + ζ)2

を選ぶ. ただし, cot s = 1/ tan sである. ここで ζが変数で, 助変数 s = σ + iτ に関し
ては σ > 0とする. その後 n→ ∞とし, 2回積分して主張を示す.

垂直辺が ξ = 0と ξ = n+ 1/2の上にあり水平辺が η = ±Y の上にある長方形を考
え, そこで留数定理を用い, Y, nの順に∞にもっていく. この長方形の周をKとおく
と, これは原点で極を通るが, 積分は主値をとり原点での留数を半分にすれば留数定
理を使うことができる. また, σ > 0としているのでKで囲む極は s = 0, 1, 2 · · · , nで
ある. ゆえに,

p.v.
1

2πi

∫
K

Φ(ζ) dζ = − 1

2s2
+

n∑
ν=0

1

(s+ ν)2
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を得る. ただし, p.v.とは積分の主値を表す記号である. Y, nをこの順に∞にもって
いくと, Kの水平面および ξ = n + 1/2上の積分はともに 0に収束する. したがって
虚軸上の−∞から∞への積分の主値を計算することにより次を得る.

d

ds

(
Γ′(s)

Γ(s)

)
=

1

s
+

1

2s2
+

∫ ∞

0

4ηs

(η2 + s2)2
· dη

e2πη − 1
.

この式を積分する. log sは主値をとることにし, Cを積分定数として(
Γ′(s)

Γ(s)

)
= C + log s− 1

2s
−
∫ ∞

0

2η

η2 + s2
· dη

e2πη − 1
(4.4)

となる. 注意点としては右辺の積分が, 積分記号の中で微分できることは確かめなく
てはならないが, これは sを半平面 σ > 0の任意のコンパクト集合上に限ればこの積
分は一様収束するからこれは正しい.

もう一度積分する. そうすると積分の中に arctan(s/η)が表れる. 多価関数を用い
ることを回避するために (4.4)の積分を部分積分する.

−
∫ ∞

0

2η

η2 + s2
· dη

e2πη − 1
dη =

1

π

∫ ∞

0

s

η2 + s2
log

1

1 − e−2πη
dη.

ここで対数は実数である. これより次を得る.

log Γ(s) = C ′ + Cs+

(
s− 1

2

)
log s+ J(s). (4.5)

ただし,

J(s) =

∫ ∞

0

s

η2 + s2
log

1

1 − e−2πη
dη (4.6)

である. C ′は新しい積分定数で, 便宜上C − 1をCにとりかえた.

最後にCとC ′決める. そのためには J(s)の振る舞いを調べる必要があるがこれは
σ >= c > 0のとき s→ ∞で J(s) → 0となる. 実際,

J(s) =

∫ |s|/2

0

+

∫ ∞

|s|/2

= J1 + J2

とかく. J1では |η2 + s2| >= 3|s|2/4より,

|J1| <=
4

3π|s|

∫ ∞

0

log
1

1 − e−2πη
dη

を得る. J2では |η2 + s2| > c|s|より,

|J2| <
1

πc

∫ ∞

|s|/2

log
1

1 − e−2πη
dη

を得る. log(1 − e−2πη)の積分は収束するから, s→ ∞で J1, J2は 0に収束する.
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Cの値は log Γ(s+1) = log s+ log Γ(s)に (4.5)を代入することにより求める. 実際,

C = −
(
s+

1

2

)
log

(
1 +

1

s

)
+ J(s) − J(s+ 1)

となりs→ ∞よりC = −1を得る. 一方, C ′の方はs = (1/2)+iτとしてΓ(s)Γ(1−s) =

π/(sin πs)を適用することによりC ′ = (1/2) log 2πを得る. これにより,

log Γ(s) =
1

2
log 2π − s+

(
s− 1

2

)
log s+ J(s) (4.7)

を得る. ただし, J(s)の表示 (4.6)は右半平面で成立し, 半平面 s >= c > 0において
s→ ∞のとき 0に収束する. この結果と Γ(s+ 1) = sΓ(s)により (4.3)を得る.

Stirlingの公式 (4.3)により (ガンマ関数/ガンマ関数)という形の関数は分母と分子
で変数 sの Imagnary partが等しければ評価式の exponentialの部分が打ち消しあっ
て |τ | → ∞で高々多項式増加であることが分かる.

ϕ(s)の極は有限個しかないから適当な多項式 P (s)をかけるとそれは全平面で正則
な関数となる. このP (s)ϕ(s)に定理 4.1を適用する. そのためP (s)ϕ(s)が定理 4.1の
条件 (1), (2)を満たしていることを確かめる.

(1) 任意の vertical stripで |∆(s)ϕ(s)| → 0, |τ | → ∞という仮定 (1.12)より |ϕ(s)| =

O(1/|∆(s)|)である. ∆(s)はN個のガンマ関数の積であったから Stirlingの公式 (4.3)

より, ϕ(s)は |τ | → ∞で高々指数増加である. よって, |P (s)ϕ(s)|もそうである.

(2) σ > αではϕ(s)は絶対収束するから |ϕ(s)|は定数で抑えられる. 一方で, σ < δ−β
では関数等式より |ϕ(s)| = |∆(δ − s)/∆(s)||ψ(δ − s)|で, |ψ(δ − s)|は定数で抑えら
れ, |∆(δ − s)/∆(s)|は分母分子で Imagnary partが同じだから Strlingの公式 (4.3)よ
り |ϕ(s)|は |τ | → ∞で高々多項式増加である. したがって |P (s)ϕ(s)|は σ > αおよび
σ < δ − βにおいて |τ | → ∞で高々多項式増加である.

以上より |P (s)ϕ(s)|は定理 4.1の仮定をすべてみたすことが確かめられたので適用
できて, |P (s)ϕ(s)|は vertical strip δ − β <= σ <= αにおいて |τ | → ∞で高々多項式増
加であることがわかった. P (s)は多項式だから |ϕ(s)|は |τ | → ∞で高々多項式増加
である. この事実を用いてAρ(x)の積分路の vertical lineを σ = δ − βの左側に移す
ということを考える. Aρ(x)の積分表示 (3.2)を見てみると分母に s(s + 1) · · · (s + ρ)

があるので ρを十分大きくとって Imagnary partを無限大に飛ばせは水平辺での積分
は消える. よって, ϕ(s)の極は有限個しかないから cを十分大きくとれば,

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

ϕ(s)

s(s+ 1) · · · (s+ ρ)
xs+ρ ds+

1

2πi

∫ δ−c−i∞

δ−c+i∞

ϕ(s)

s(s+ 1) · · · (s+ ρ)
xs+ρ ds

= 被積分関数のすべての極に対する留数の和

= Qρ(x)

となる. 左辺の第 1項目がAρ(x)で第 2項目が誤差項である. この第 2項目を評価す
る. しかし, この積分の積分路のReal partは δ− cでϕ(s)は絶対収束しないから評価
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ができない. そこで δ− sを sに移して, 関数等式を使うと評価できる形となる. 実際,

Aρ(x) −Qρ(x)

= − 1

2πi

∫ δ−c−i∞

δ−c+i∞

Γ(s)

Γ(ρ+ 1 + s)
ϕ(s)xs+ρ ds

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(δ − s)

Γ(δ − s+ ρ+ 1)
ϕ(δ − s)xδ−s+ρ ds

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(δ − s)

Γ(δ − s+ ρ+ 1)

∆(s)

∆(δ − s)
ψ(s)xδ−s+ρ ds.

いま,

g(s) :=
Γ(δ − s)

Γ(δ − s+ ρ+ 1)

∆(s)

∆(δ − s)

I(x) :=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
g(s)xδ−s+ρ ds (4.8)

とおく. cと ρが十分大きければ積分も ψ(s)も絶対収束するので
∫
と
∑
が交換でき

て次のようになる.

Aρ(x) −Qρ(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
g(s)

∞∑
n=1

bn
µn

s
xδ−s+ρ ds

=
∞∑

n=1

bn
µn

δ+ρ

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
g(s)(µnx)

δ−s+ρ ds

=
∞∑

n=1

bn
µn

δ+ρ
I(µnx). (4.9)

この等式は cと ρが十分大きいときしか成り立たないことに注意しておく.

この I(x)を評価することがこの章の目標であるが, その前に I(x)が絶対収束する
ような cの範囲を求めておく. 再び Stirlingの公式 (4.3)より,∣∣∣∣ Γ(δ − s)

Γ(δ − s+ ρ+ 1)

∣∣∣∣ ～ |τ |(δ−σ−1/2)−(ρ+1+δ−σ−1/2)

= |τ |−ρ−1 : |τ | → ∞.

また, |∆(s)/∆(δ − s)|～O(|τ |A(2c−δ))であるから,∣∣∣∣ Γ(δ − s)∆(s)

Γ(δ − s+ ρ+ 1)∆(δ − s)

∣∣∣∣～O(|τ |A(2c−δ)−ρ−1) : |τ | → ∞

である. よって, I(x)が絶対収束するような cの範囲はA(2c− δ) − ρ− 1 < −1, すな
わち c < (Aδ + ρ)/(2A)である. よって以下, c = cρ = (Aδ + ρ)/(2A) − ε (ε > 0は ρ

に依存しない定数)とおく. ρが十分大ならば cも大きくとれることに注意しておく.

また, 被積分関数の極と積分路が重ならないように cをとるものとする.

では I(x)を評価する.

24



命題 4.10. (4.8)で定めた I(x)に対し, 次が成立する.

I(x) = O(x(δ/2)−(1/4A)+ρ(1−1/2A)).

証明の前に方針を述べる. I(x)をベッセル関数を使って評価を行いので, 被積分関
数の (たくさんのガンマ関数)/(たくさんのガンマ関数)というガンマファクターを (1

つのガンマ関数)/(1つのガンマ関数)にまとめることが最初の仕事である. そうすれ
ば I(x)をベッセル関数を用いて表すことができ定理 1.9(2)によって評価できる. そこ
で I(x)を次のように変形し, 第 1項目と第 2項目をそれぞれ評価する. 第 2項目がま
とめあげた項である.

I(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

[
g(s) − h(s)

]
xδ−s+ρ ds+

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
h(s)xδ−s+ρ ds. (4.11)

h(s)は次で定義される.

h(s) :=
Γ(As+ µ)

Γ(λ− As)
eB+Θs.

ここで, µ, λ,Θ, Bは ϕ(s), ψ(s)と関数等式から定まる定数で, 具体的に書くと次で
ある.

µ =
1

2
+

N∑
ν=1

(
βν −

1

2

)
.

λ = µ+ Aδ + ρ+ 1.

Θ = 2
N∑

ν=1

αν logαν − 2A logA.

B = −δ
N∑

ν=1

αν logαν + (Aδ + ρ+ 1) logA.

本命は第 2項目であり, この第 1項は第 2項に吸収されるようにうまく定めている.

では (4.11)式の第 1項の評価をする.

命題 4.12. ((4.11)の第 1項の評価).

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

[
g(s) − h(s)

]
xδ−s+ρ ds = O(x(δ/2)−(1/2A)+ρ(1−1/2A)+ε).

証明. まず Stirlingの公式 (4.3)より次が成り立つことに注意しておく.

g(s) − h(s) = h(s) ·O
(

1

|s|

)
: |τ | → ∞.
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第 1項の積分路を右に 1/2Aだけずらす. するとずらす前と後で, もし被積分関数の
極をまたいでいたら積分の値が変わってくる. そこでまたぐ極の評価も考える必要が
ある. g(s) − h(s)の極は,

−Re
( µ
A

)
, −Re

(
βν

αν

)
, δ + n n ∈ Z>=0

であるが cを十分大きくとれば前半の 2つは積分路の左側にあるので考慮しなくて
良い. 問題は s = δ + nである. この整数 nは ρに依存しているので以下この極を
s = δ + nρ(nρ ∈ Z>=0)と書く. ただしこのような極は必ず存在するとは限らない.

これより,

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

[
g(s) − h(s)

]
xδ−s+ρ ds

=
1

2πi

∫ cρ+(1/2A)+i∞

cρ+(1/2A)−i∞

[
g(s) − h(s)

]
xδ−s+ρ ds+R

=
1

2πi

∫ cρ+(1/2A)+i∞

cρ+(1/2A)−i∞
h(s) ·O

(
1

|s|

)
xδ−s+ρ ds+R

となる. Rは積分路の移動によってまたいだ極 s = δ + nρの留数.

h(s)の作り方より
∫
h(s)xδ−s+ρ dsは絶対収束しているから,∣∣∣∣∣
∫ cρ+(1/2A)+i∞

cρ+(1/2A)−i∞
h(s) ·O

(
1

|s|

)
xδ−s+ρ ds

∣∣∣∣∣
<= xδ+ρ−cρ− 1

2A

∫ cρ+(1/2A)+i∞

cρ+(1/2A)−i∞

∣∣∣∣h(s) ·O( 1

|s|

)∣∣∣∣ ds
= O(xδ+ρ−cρ−(1/2A))

= O(x(δ/2)−(1/2A)+ρ(1+(1/2A)+ε)).

また, 極 s = δ + nρは 1位の極だから,

R = O(δ + ρ− (δ + nρ)) = O(ρ− nρ).

細かい計算により nρ >= (ρ+ 1 − Aδ)/(2A)であることがわかる. よって,

R = O(xρ−nρ)

= O(xρ−(ρ/2A)−(1/2A)+δ/2)

= O(x(δ/2)−(1/2A)+ρ(1−1/2A))

となり ε > 0よりRの方は無視できる. したがって,

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

[
g(s) − h(s)

]
xδ−s+ρ ds = O(x(δ/2)−(1/2A)+ρ(1−1/2A)+ε)

となる.
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次に第 2項の評価ををベッセル関数を用いて評価をする.

命題 4.13. ((4.11)の第 2項の評価).

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
h(s)xδ−s+ρ ds = O(x(δ/2)−(1/2A)+ρ(1−1/2A)).

証明. ベッセル関数の形になるように左辺を式変形をして, 定理 1.9を適用する.

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
h(s)xδ−s+ρ ds

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(As+ µ)

Γ(λ− As)
eB+Θsxδ−s+ρ ds

= A1x
δ+ρ

∫
c

Γ(As+ µ)

Γ(µ+ Aδ + ρ+ 1 − As)
eΘsx−s ds

= A2x
δ+ρ

∫
Ac+µ

Γ(z)

Γ(2µ+ Aδ + ρ+ 1 − z)
eΘz/Ax−(z/A)+(µ/A) dz

= A2x
δ+ρ+(µ/A)

∫
Ac+µ

Γ(z)

Γ(2µ+ Aδ + ρ+ 1 − z)

{
(xe−Θ)1/2A

}−2z

dz

= A3x
δ+ρ+(µ/A)

∫
Ac+µ

22z−νΓ(z)

Γ(ν + 1 − z)
(2y1/2A)−2z dz

= A3x
δ+ρ+(µ/A) Jν(2y

1/2A)

(2y1/2A)ν

= A4x
δ+ρ+(µ/A)−(ν/2A) Jν(2y

1/2A)

= O(xδ+ρ+(µ/A)−(ν/2A)−(1/4A))

= O(xδ+ρ+(µ/A)−(µ/A)−(δ/2)−(ρ/2A)−(1/4A))

= O(x(δ/2)−(1/4A)+ρ(1−1/2A)).

3番目の等号ではAs+µ = zと変数変換をした. また, 5番目の等号では2µ+Aδ+ρ =

ν, xe−Θ = yとおいた. さらに 6番目と 8番目の等号でそれぞれ定理 1.9の (1), (2)を
適用した. また,A1, · · · , A4は定数である.

定理 1.9(1)を適用したのだから定理 1.9(1)の条件

0 < c <= Re(ν + 1),Re(ν) > 0

を満たしているかどうかを議論しなくてはならない.

積分路の実部の 2倍は 2Ac+2Re(µ)で, ν = 2µ+Aδ+ρ, 0 < c = cρ < (Aδ+ρ)/(2A)

であるから第 1の条件はみたす. また, Re(ν) > 0については ρを十分大きくとれば成
り立つ. したがって命題 4.13が示された.

命題 4.10の証明. 命題 4.12と命題 4.13より,

I(x) = O(x(δ/2)−(1/4A)+ρ(1−1/2A)+ε) +O(x(δ/2)−(1/2A)+ρ(1−1/2A))
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となる. εは任意だから ε < 1/4Aとすれば,

I(x) = O(x(δ/2)−(1/4A)+ρ(1−1/2A))

となる.
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5 主定理の証明の完結
前章の (4.9)式でAρ(x) − Qρ(x)が I(x)の級数という形で得られたが, これは ρが
大きいときしか成り立たない. 欲しいのは ρが 0のときの評価であるのでこの章では
A0(x) −Q0(x)を出すために両辺を差分して ρを 0に落とす.

定義 5.1. (差分). ρを 0以上の整数とし, y > 0とする. 関数 F (x)の ρ階差分は次で
与えられる.

∆ρ
yF (x) :=

ρ∑
ν=0

(−1)ρ−ν

(
ρ

ν

)
F (x+ νy) (5.2)

=

∫ x+y

x

dt1

∫ t1+y

t1

dt2 · · ·
∫ tρ−1+y

tρ−1

F (ρ)(tρ) dtρ. (5.3)

F (ρ)は F の ρ階微分である. (5.2)が定義で (5.3)は特に F がCρ級のとき成り立つ
式である. しかし Cρ級でなくとも階段関数のような積分可能なものであれば成り立
つことに注意しておく. これは帰納法によって証明できる. また以降 y = O(x)と仮
定する.

では実際に (4.9)式の両辺を差分する.

命題 5.4. (Aρ(x)の ρ回差分の評価).

∆ρ
yAρ(x) = yρA0(x) +O

yρ
∑

x<n<=x+ρy

|an|

 .

証明. 差分の定義式 (5.2)より,

∆ρ
yAρ(x) =

ρ∑
ν=0

(−1)ρ−ν

(
ρ

ν

)
1

Γ(ρ+ 1)

∑
λn<=x+νy

an(x+ νy − λn)ρ

=

ρ∑
ν=0

(−1)ρ−ν

(
ρ

ν

)
1

Γ(ρ+ 1)

∑
λn<=x

+
∑

x<λn<=x+νy

 an(x+ νy − λn)ρ

=

ρ∑
ν=0

(−1)ρ−ν

(
ρ

ν

)
1

Γ(ρ+ 1)

∑
λn<=x

an(x+ νy − λn)ρ

+

ρ∑
ν=0

(−1)ρ−ν

(
ρ

ν

)
1

Γ(ρ+ 1)

∑
x<λn<=x+νy

an(x+ νy − λn)ρ

=
∑
λn<=x

an

∆ρ
y(x− λn)ρ

Γ(ρ+ 1)

+

ρ∑
ν=0

(−1)ρ−ν

(
ρ

ν

)
1

Γ(ρ+ 1)

∑
x<λn<=x+νy

an(x+ νy − λn)ρ.
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(x− λn)ρの ρ階微分は ρ! = Γ(ρ+ 1)であるから (5.3)より,

∆ρ
y(x− λn)ρ

Γ(ρ+ 1)
=

∫ x+y

x

dt1

∫ t1+y

t1

dt2 · · ·
∫ tρ−1+y

tρ−1

dtρ

= yρ.

一方, 第 2項の方は, x < λn <= x+ νyのとき x+ νy − λnは yの定数倍だから

ρ∑
ν=0

(−1)ρ−ν

(
ρ

ν

)
1

Γ(ρ+ 1)

∑
x<λn<=x+νy

an(x+ νy − λn)ρ = O

yρ
∑

x<λn<=x+ρy

|an|


となる. したがって,

∆ρ
yAρ(x) = yρ

∑
λn<=x

an +O

yρ
∑

x<λn<=x+νy

|an|


= yρA0(x) +O

yρ
∑

x<λn<=x+ρy

|an|

 .

よって, 命題 5.4が示された.

次にQρ(x)を差分する.

命題 5.5. (Qρ(x)の ρ回差分の評価).

∆ρ
yQρ(x) = yρQ0(x) +O(yρ+1xq−1(log x)r−1).

ただし qは ϕ(s)の極の実部の最大値で, rはその位数の最大値である.

証明. 定義式 (5.3)で

Qρ(x) :=
1

2πi

∫
C

ϕ(s)

s(s+ 1) · · · (s+ ρ)
xs+ρ ds

を差分する. Qρ(x)の ρ階微分が必要だが, 微分は積分の中で行える. なぜなら極は有
限個だから積分路はコンパクトだからである.

よって

Q(ρ)
ρ (x) =

1

2πi

∫
C

ϕ(s)

s
xs ds = Q0(x)

となる. 第 1章の例のように, 被積分関数の極 s = ξにおける留数は xξ(log x)rξ−1の
スカラー倍でかける. ただし, rξは極 s = ξの位数である. したがって,

Q0(x) =
∑

ξ

O(xξ(log x)rξ−1)

= O(xq(log x)r−1)
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とかける. ただし
∑

ξは被積分関数の極すべてにわたる和で, qは ξのReal partの最
大値で, rは rξの最大値である.

また, 平均値の定理から∫ x+y

x

Q0(t) dt = y Q0(x+ y0) : 0 < y0 < y (5.6)

となるが y = O(x)ならば再び平均値の定理よりQ0(x+ y0) = Q0(x) +O(y0Q
′
0(x))と

かける. よって,

y Q0(x+ y0) = y Q0(x) +O(y2Q′
0(x)) (5.7)

となる. (5.6)の左辺と (5.7)の右辺をそれぞれ ρ回積分するとQ′
0(x) = xq−1(log x)r−1

より
∆ρ

yQρ(x) = yρQ0(x) +O(yρ+1xq−1(log x)r−1).

ただし qはϕ(s)の極の実部の最大値で, rはその位数の最大値である. よって, 命題
5.5が示された.

次に (4.9)式の右辺を差分する.

命題 5.8.

∆ρ
y

(
∞∑

n=1

bn
nδ+ρ

I(nx)

)
= O(yρ−2Aux(δ/2)−(1/4A)+(2A−1)u).

ただし u = β − (δ/2) − (1/4A) + ε > 0である.

証明. I(x)の差分を考える. (5.2), (5.3)の定義式をそれぞれ使って 2種類の評価を考
える. まず, (5.2)の方で考えると, y = O(x)であるからそのまま

∆ρ
yI(x) = O(x(δ/2)−(1/4A)+ρ(1−1/2A))

となる. 一方, (5.3)の方では, I(x)の ρ階微分の評価が必要になるが I(x)の ρ階微分
は I(x)の定義より I(x)に ρ = 0を形式的に代入したものと同じである. I(ρ)(x)の評
価は I(x)の評価式に ρ = 0を代入したものとなる. 注意点として, I(ρ)(x)の積分路は
|τ | > Rで σ = c0とC0 − iR,C0 + r− iR, c0 + r + iR, C0 + iRを頂点とする長方形の
3辺を通るようなものに変更しなくてはならない. ここでRと rは積分路の左右で極
の個数が変化しないようにうまく取ったものである. しかし, ベッセル関数による評
価は積分路に依らないため結果にも影響しない. (5.3)の積分の幅は全て yで ρ回ある
から,

∆ρ
yI(x) = O(yρx(δ/2)−(1/4A))

となる. しかし欲しいのは I(nx)の差分である. 関数 f(x), F (x, y)に対して, ∆ρ
yf(x) =

F (x, y)とすると∆ρ
yf(nx)は (∆ρ

yf)(nx)ではなく xの差分であるので
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∆ρ
yf(nx) =

ρ∑
ν=0

(−1)ρ−ν

(
ρ

ν

)
f(n(x+ νy))

=

ρ∑
ν=0

(−1)ρ−ν

(
ρ

ν

)
f(nx+ νny)

= F (nx, ny)

となり nは yの方にもかかる. したがって,

∆ρ
yI(nx) =

{
O((nx)(δ/2)−(1/4A)+ρ(1−1/2A))

O((ny)ρ(nx)(δ/2)−(1/4A))

となる. 命題の左辺の級数を次のように zで分け, 第 1項に下端の評価式を, 第 2項に
上段の評価式を適用する.

∆ρ
y

(
∞∑

n=1

bn
nδ+ρ

I(nx)

)

= O

∑
µn<=z

|bn|
µn

δ+ρ
I(µnx)

+O

(∑
µn>z

|bn|
µn

δ+ρ
I(µnx)

)

= O

∑
µn<=z

|bn|
µn

δ+ρ
(µny)

ρ(µnx)
(δ/2)−(1/4A)


+O

(∑
µn>z

|bn|
µn

δ+ρ
(µnx)

(δ/2)−(1/4A)+ρ(1−1/2A)

)

= O

∑
µn<=z

|bn|
µn

(δ/2)+(1/4A)
yρx(δ/2)−(1/4A)


+O

(∑
µn>z

|bn|
µn

(δ/2)+(1/4A)+(ρ/2A)
x(δ/2)−(1/4A)+ρ(1−1/2A)

)
. (5.9)

ここで
∑

µn<=z |bn|µn
−(δ/2)−(1/4A)と

∑
µn>z |bn|µn

−(δ/2)−(1/4A)−(ρ/2A)の zのオーダー
を調べる.

・ν < β + ε (ε > 0)のとき.∑
µn<=z

|bn|
µn

ν
=

∑
µn<=z

|bn|
µn

β+ε
µβ+ε−ν

n

<= zβ+ε−ν
∑
µn>z

|bn|
µn

β+ε

= O(zβ+ε−ν).
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・ν > β + εのとき. ∑
µn>z

|bn|
µn

ν
=

∑
µn>z

|bn|
µn

β+ε
µβ+ε−ν

n

<= zβ+ε−ν
∑
µn>z

|bn|
µn

β+ε

= O(zβ+ε−ν).

u > 0より (δ/2) + (1/4A) < β + εで十分大きい ρで (δ/2) + (1/4A) + (ρ/2A) > β

であるから,

(5.9) = O(yρx(δ/2)−(1/4A)zu) +O(x(δ/2)−(1/4A)+ρ(1−1/2A)zu−(ρ/2A)).

この 2つの誤差項の指数の最大値を最小にする zは xの指数と yの指数がそれぞれ
同じになるように定めればよい. 簡単な計算で

z = x2A−1y−2A

とすればよいことが分かる. 代入して計算すると

(5.9) = O(x(δ/2)−(1/4A)+ρ(1−(1/2A))+(2A−1)(u−ρ/2A)y(−2A)(u−ρ/2A))

= O(x(δ/2)−(1/4A)+(2A−1)uyρ−2Au).

これで (4.9)式の両辺の ρ回差分が得られた. あとは評価が最も良くなるように yを
定めることによって, 主定理の証明とする.

定理 1.10の証明. 命題 5.4, 5.5, 5.8より次が成立する.

A0(x) −Q0(x)

= O(y−2Aux(δ/2)−(1/4A)+(2A−1)u) +O(yxq−1(log x)r−1) +O

 ∑
x<n<=x+ρy

|an|

 .

左辺の誤差項の指数の最大値を最小になるような yを y = O(x)に注意して計算す
ると, 任意の η >= 0にたいして y = x1−(1/2A)−ηが得られる. したがって,

A0(x) −Q0(x)

= O(x(δ/2)−(1/4A)+2Aηu) +O(xq−(1/2A)−η(log x)r−1) +O

 ∑
x<n<=x+ρy

|an|


となり, 主定理の証明が完了した.
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最後に, an >= 0のとき定理の誤差項の第 3項目が消えることを示す.

定理 5.10. an >= 0のとき, (1.13)は次のようになる.

A0(x) −Q0(x) = O(x(δ/2)−(1/4A)+2Aηu) +O(xq−(1/2A)−η(log x)r−1).

証明の前に次の補題を示す.

補題 5.11. an >= 0のとき, 次が成立する.

yρA0(x) <= ∆ρ
yAρ(x) <= yρA0(x+ ρy).

証明. 差分の定義式 (5.3)より次が成立する.

∆ρ
yAρ(x) =

∫ x+y

x

dt1

∫ t1+y

t1

dt2 · · ·
∫ tρ−1+y

tρ−1

A0(ρ)(tρ) dtρ.

an >= 0よりAρ(x)は単調増加だから, 積分の上端と下端で評価すればよい. 実際,

∆ρ
yAρ(x) =

∫ x+y

x

dt1

∫ t1+y

t1

dt2 · · ·
∫ tρ−1+y

tρ−1

A0(ρ)(tρ) dtρ

>=

∫ x+y

x

dt1

∫ t1+y

t1

dt2 · · ·
∫ tρ−1+y

tρ−1

A0(ρ)(tρ−1) dtρ

= y

∫ x+y

x

dt1

∫ t1+y

t1

dt2 · · ·
∫ tρ−2+y

tρ−2

A0(ρ)(tρ−1) dtρ

= · · ·
= yρAρ(x)

となり, 逆も同様である.

定理 5.10の証明. 補題 5.11より次が成り立つ.

A0(x) −Q0(x)

<= y−ρ∆ρ
yAρ(x) −Q0(x)

= y−ρ∆ρ
y

[
Aρ(x) −Qρ(x)

]
+ y−ρ∆ρ

yQρ(x) −Q0(x)

= y−ρO(x(δ/2)−(1/4A)+(2A−1)uyρ−2Au)

+y−ρ(yρQ0(x) +O(yρ+1xq−1(log x)r−1)) −Q0(x)

= O(y−2Aux(δ/2)−(1/4A)+(2A−1)u) +O(yxq−1(log x)r−1)

= O(x(δ/2)−(1/4A)+2Aηu) +O(xq−(1/2A)−η(log x)r−1).

ただし, 3つ目の等号では命題 5.4, 5.5を用いた.

一方, Q0(x) = O(xq(log x)r−1)と y = O(x)より次が成立する.

Q0(x+ ρy) −Q0(x) = O(yxq−1(log x)r−1)

= O(xq−(1/2A)−η(log x)r−1).
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したがって, 次が成立する.

A0(x+ ρy) −Q0(x+ ρy)

>= y−ρ∆ρ
yAρ(x) −Q0(x) +Q0(x+ ρy) −Q0(x)

= O(x(δ/2)−(1/4A)+2Aηu) +O(xq−(1/2A)−η(log x)r−1).

A0(x) −Q0(x)とA0(x+ ρy) −Q0(x+ ρy)の評価は同じだから

A0(x) −Q0(x) = O(x(δ/2)−(1/4A)+2Aηu) +O(xq−(1/2A)−η(log x)r−1)

となる.
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6 数値計算の結果
最後に例 2.3の結果を用いて, xが大きい値のとき,

∑
n<=x d(n)の主要項がどの程度

近似しているかを述べる.∑
n<=x d(n)と主要項の差を xθで割ったものを fθ(x)を定義する. すなわち,

fθ(x) :=
1

xθ

∣∣∣∣∣∣
∑
n<=x

d(n) − x log x− (2γ − 1)x

∣∣∣∣∣∣
と定義する. このときMaple13により次のような結果が得られた.

x f0.30(x) f0.35(x) f0.40(x)

1.0× 103 0.8577551 0.6072440 0.4298959

1.0× 104 1.279769 0.807481 0.509486

1.0× 105 0.45288 0.25468 0.14321

1.0× 106 1.4598 0.7317 0.36671

1.0× 107 0.748 0.3342 0.1493

2.0× 107 1.012 0.4365 0.1883

3.0× 107 0.005 0.002 0.0012

4.0× 107 0.777 0.324 0.1351

5.0× 107 1.395 0.575 0.2370

6.0× 107 0.204 0.083 0.0341

7.0× 107 0.483 0.196 0.0793

8.0× 107 0.930 0.375 0.151

9.0× 107 0.451 0.180 0.072

例 2.3より θ > 1/3のときは fθ(x) → 0, x→ ∞が保証されていることになるが, こ
の程度の xでは θ = 0.35や θ = 0.40のとき 0に収束している様子は見て取れない. し
かしながら, これ以上 xを大きくして数値計算を行うとMaple13は止まってしまうの
で, 数値計算によって最良の θを推定するのは難しいと思われる.

次にこの結果を用いて d(n)の xまでの和は x log x+ (2γ− 1)xでどの程度近似され
ているのかを検証する. d(n)の xまでの和と x log x + (2γ − 1)xの差は xθfθ(x)で表
される. この上記の数値計算の結果より

(105)0.4f0.4(105) = 14.321 · · · .
(106)0.4f0.4(106) = 92.113 · · · .
(107)0.4f0.4(107) = 94.201 · · · .

(9 × 107)0.4f0.4(9 × 107) = 109.403 · · · .

これより
∑

n<=x d(n)は x = 105, 106, 107および 9 × 107のとき, x log x + (2γ − 1)x

とそれぞれ 5桁中上から 3桁, 6桁中上から 3桁, 7桁中上から 4桁, 8桁中上から 5桁
一致していることがわかる.
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