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1 はじめに
保型形式等の定義は 3章以降に記述することにし,まず論文 [6]が書かれた背景につ
いて記述する. [10, Shimura], [8, Niwa]により,重さ半整数のカスプ形式の空間から重
さ整数のカスプ形式の空間への対応が構成された. また, [9, Niwa]で重さ半整数の保
型形式のヘッケ作用素のトレースを計算することにより,ヘッケ加群としてS k

2
(̃Γ0(4))

と Sk−1(̃Γ0(2))の同型が示された.
論文 [6]の概要は以下のようなものである.

S k
2
(̃Γ0(4))を部分空間で制限して志村対応を作用させる. このとき, 像

のレベルが 2ではなく 1になる. また,ヘッケ加群として制限した部分空
間と Sk−1(Γ)が同型である.

Kohnenの論文 [6]の主張を述べる. ここで特に断らない限り, kを奇数, λを k
2の整

数部分, 2λ = k− 1とする.証明は 6章で行う.
まず M k

2
(̃Γ0(4)),S k

2
(̃Γ0(4))の部分空間 M+k

2
(̃Γ0(4)),S+k

2
(̃Γ0(4))を次のように定義する.

定義 1.1.コーネンプラススペースを次のように定義する.

M+k
2
(̃Γ0(4)) =

 f (z) =
∞∑

n=0

a(n)qn ∈ M k
2
(̃Γ0(4))

∣∣∣∣∣∣∣ a(n) = 0
(
(−1)λn ≡ 2,3 (mod 4)

) ,
S+k

2
(̃Γ0(4)) = M+k

2
(̃Γ0(4))∩ S k

2
(̃Γ0(4)).

ここで概要で述べた主張を述べる.

定理 1.2. (i) 作用素 T+k
2
(p2)は M+k

2
(̃Γ0(4)),S+k

2
(̃Γ0(4))をそれぞれ自身へうつす. また,

S+k
2
(̃Γ0(4))でエルミート作用素となる.

(ii) S+k
2
(̃Γ0(4))はすべての素数 pに対するT+k

2
(p2)に関する同時固有形式の基底を持つ.

同じ固有値を持つ同時固有形式は 0でない複素数倍を除いて一意的である. ま
た, f が同時固有形式で素数 pに対し, f |T+k

2
(p2) = λp f とする. このとき, Sk−1(Γ)

の元の Fが定数倍を除いて一意的に定まり, F|Tk−1(p) = λpFとなる. また f , F
の q展開を f (z) =

∑
a(n)qn, F(z) =

∑
A(n)qnとし, Dを 1または 2次体の判別式

で, (−1)λD > 0であれば

L
(
s− λ + 1,

(D))∑
n≧1

a(|D|n2)n−s = a(|D|)
∑
n≧1

A(n)n−s.

(iii) Dを 1または 2次体の判別式で (−1)λD > 0を満たすものとする. (D, k) , (1,1)
のとき,写像S +

D,kを∑
n≧0

b(n)qn 7→ b(0)
2

L
(
1− λ,

(D))
+

∑
n≧1

∑
d|n

(D
d

)
dλ−1b

(
n2

d2
|D|

) qn
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で定義する. これは M+k
2
(̃Γ0(4)) → Mk−1(Γ),S+k

2
(̃Γ0(4)) → Sk−1(Γ)の写像となり,

ヘッケ作用素と可換である.また,同型となるS +
D,kの線形結合が存在する.

(iii) で与えられたS +
D,kはコーネンプラススペースでの志村対応にあたるものである.

これから述べる 2つの定理はS +
D,kの具体的な計算結果である.

定理 1.3. λを偶数とする. S +
1,kの S+k

2
(̃Γ0(4))への制限の像は Lg(λ) , 0を満たすような

正規化された同時固有形式 g ∈ Sk−1(Γ)で生成される. また,写像S +
1,kが同型であるこ

ととすべての正規化された同時固有形式 g ∈ Sk−1(Γ)に対し Lg(λ) , 0となることは同
値である.

系 1.4. λを偶数, rを Sk−1(Γ)の次元とする. 正規化された同時固有形式 g ∈ Sk−1(Γ)は
少なくとも [

√
2r]個 Lg(λ) , 0を満たす.

基本判別式 D > 1を固定し, K = Q(
√

D)とし, lを 2以上の偶数とする. Kに対する
重さ lのヘッケアイゼンシュタイン級数 gK

l (z, z′)(z, z′ ∈ H)は

gK
l (z, z′) =

1
4
ζK(1− l) +

∑
v∈δ−1

K
v≫0

 ∑
a|(v)δK

N(a)k−1

 e2πi(vz+v′z′)

で定義される [4, Hecke]. ζK は K上のデデキントゼータ関数で,内側の和は整イデア
ル (v)δKを割るイデアル a全体を渡る.

gK
k はSL2(OK)における重さ lのヒルベルト保型形式でフーリエ展開係数は定数項を

除いて有理整数である.
MZ2lは定数項を除いた展開係数が整数のM2l(Γ)全体とする. gK

l の対角線おける制限
GK

2l(z) = gK
l (z, z)は Z加群MZ2lに含まれる.加群MZ2lはランク dim M2l(Γ)の自由加群で,

M2l(Γ) = MZ2l ⊗Z Cである.次の定理 1.5は [13, Zagier]の計算による結果である.

定理 1.5. lを 2以上 10以下の偶数とし, Kは

{Q(
√

2)} ∪ {Q(
√

p)|pは (p− 1)が lを割らない素数 } (1.6)

を除いた実 2次体とする. 関数GK
2l は以下の表で与えられる格子 MHE

2l ⊂ MZ2l に含ま
れる.
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l MMH
2l の基底 [MZ2l : MMH

2l ]

2
1
24

E4 2 · 5 = 10

4
1

240
E2

4 2

6
1
24

E3
4,

5
504

E2
6 24 · 32 · 52 · 13= 46,800

8
7

480
E4

4,
5
12

E4E2
6 25 · 32 · 5 · 7 · 17= 171,360

10
147
8

E5
4,

5
264

E2
4E2

6 22 · 34 · 53 · 72 = 7,938,000
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2 本論文の準備
ここで本論文で用いる記号や言葉の定義を行う. N,Z,Q,R,Cでそれぞれ自然数の集
合,整数の集合,有理数の集合,実数の集合,複素数の集合を表す.また,Q>0,Z>0は正の
有理数の集合,正の整数の集合を表す. a ∈ Rに対して, [a]で aの整数部分を表す. 正
の整数 n,mに対し, (n,m)で nとmの最大公約数を表す.正の整数 n, kに対して約数関
数σk(n)を

σk(n) =
∑
d|n

dk

と定義する.また s ∈ Cに対してリーマンゼータ関数 ζ(s)を

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

と定める.これはRe(s) > 1で絶対収束する. Hを上半平面

H = {z ∈ C | Imz> 0}

とし, z ∈ Hに対し q = e2πizとする. z ∈ Cに対する平方根 √zを偏角が
(
−π2,

π
2

]
となる

ようにとり, z
k
2 =

(√
z
)k
とする.また T = {z ∈ C | |z| = 1}とする.
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ルジャンドル記号,ヤコビ記号とその拡張を定義する. pを奇素数とする. ルジャン
ドル記号

(
a
p

)
を

(
a
p

)
=


0 (aと pが互いに素でないとき)

1 (aが pを法として平方剰余のとき)

−1 (aが pを法として平方非剰余のとき)

と定義する.また,奇数mの素因数分解をm= pe1
1 · · · p

er
r とするとき,ヤコビ記号

(
a
m

)
を

( a
m

)
=

(
a
p1

)e1

· · ·
(

a
pr

)er

と定義する.さらにヤコビ記号の拡張する.負の奇数 dに対して,

(a
d

)
=


(

a
|d|

)
(a > 0)

−
(

a
|d|

)
(a < 0)

と定義し,さらに (
0
±1

)
= 1,

(a
2

)
=


1 (n ≡ ±1 (mod 8))

−1 (n ≡ ±3 (mod 8))

0 (それ以外)

とする.また,奇数 dに対して εd =

√(
−1
d

)
すなわち,

εd =

1 (d ≡ 1 (mod 4))

i (d ≡ 3 (mod 4))

とする. 次にディリクレ指標について定義する. 詳しくは [16,雪江, pp.49-56]にある.
χをZからTへの関数とする. χが次の 4つの条件を満たすとき, χを nを法とするディ
リクレ指標という.

(1) a ≡ b (mod 4)ならば χ(a) = χ(b).

(2) すべての整数 a,bに対し, χ(ab) = χ(a)χ(b).

(3) (a,n) , 1ならば χ(a) = 0

(4) χ(1) = 1.
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Mが有限集合ならば, Mの元の個数を #Mで表す. 整数 aを Z/mZの元としてみる
とき, aと表す. Gを群とし, g ∈ Gで生成される部分群を ⟨g⟩で表す.

Kを代数体とし, OKを Kの整数環, δKを Kの共役差積とする.また Kを n次代数体
とするとき, v ∈ Kに対し v(1), v(2), · · · , v(n)で vの Kでの共役を表すことにし, vが総正
な元のとき v ≫ 0と表す. また二次体の判別式となる整数を基本判別式といい, Dが
基本判別式となるとき,平方因子を持たない整数 dを用いて,

D =

d (d ≡ 1 (mod 4))

4d (d ≡ 2,3 (mod 4))

とかける.

3 重さ整数の保型形式
Γ = S L2(Z)や,その合同部分群に対する重さ整数の保型形式を定義する.まず, S L2(Z)
や合同部分群について定義する.

定義 3.1. Γ,Γ0(N),Γ1(N), Γ(N)を次のように定義する.

Γ = S L2(Z) =


a b

c d

 ∈ GL2(Z)

∣∣∣∣∣∣ ad− bc= 1

 ,
Γ0(N) =


a b
c d

 ∈ Γ ∣∣∣∣∣∣ c ≡ 0 (modN)

 ,
Γ1(N) =


a b

c d

 ∈ Γ0(N)

∣∣∣∣∣∣ a ≡ d ≡ 1 (modN)

 ,
Γ(N) =


a b

c d

 ∈ Γ1(N)

∣∣∣∣∣∣ b ≡ 0 (modN)

 .
Γ(N)を含む Γの部分群をレベル Nの合同部分群といい,特に Γ(N)はレベル Nの主合
同部分群という.

次に ΓのHへの作用を定義する.

定義 3.2. C̃をリーマン球面 C ∪ {∞}とする. γ =

a b

c d

 , z ∈ C̃に対して,一次分数変

換を

γz=
az+ b
cz+ d

, γ∞ = a
c

と定める.
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この作用は Γによる C̃への作用となっている.

z ∈ H, γ =
a b

c d

 ∈ Γとする.

Im(γz) = Im
az+ b
cz+ d

= Im
(az+ b)(cz+ d)
|cz+ d|2 =

Im(adz+ bcz)
|cz+ d|2

=
(ad− bc)Imz
|cz+ d|2 =

Imz
|cz+ d|2 > 0

より γz ∈ Hとなる.よって,一次分数変換は ΓによるHへの作用となっていることが
わかる.同様にして, ΓによるQ∪ {∞}への作用も定義でき,H = H∪Q∪ {∞}とすると,
ΓはHに作用する. Q ∪ {∞}をカスプという.
一般に群Gが集合 Xに作用するとき,集合は軌道の直和となる.いま, Γの部分群 Γ′

で 2点 z1, z2 ∈ Hに対し,ある γ ∈ Γ′が存在して z2 = γz1となるとき, z1と z2は Γ′同値
という.さらにQ ∪ {∞}の Γ′同値類の代表元を Γ′のカスプという.

例 3.3.任意の既約分数 a
cに対して,

a b

c d

 ∈ Γが存在して
a
c
=

a b

c d

∞
となる.よって, Γのカスプは∞のみとなる.

後に Γ0(4)に対する保型形式を多く考えるので, Γ0(4)のカスプを決定する.

命題 3.4. Γ0(4)のカスプは∞,0, 1
2である.

この証明に入る前に次の補題を示す.

補題 3.5.次の自然な群準同型写像 ϕは全射である.

ϕ : S L2(Z) −→ S L2(Z/NZ).

証明. A ∈ S L2(Z/NZ),A =

a b

c d

とする.このとき ad− bc≡ 1 (modN)である.

以下行列の計算はS L2(Z/NZ)内での計算として考える.まずa, cでユークリッドの互
除法を行う. ここで D = (a, c)とする. a = Da′, c = Dc′とすると, ad− bc≡ 1 (modN)
より D(a′d − bc′) ≡ 1 (modN).よって D ∈ (Z/NZ)×.そこで DD′ ≡ 1 (modN)とする.

a = ck1 + r1,

c = r1k2 + r2,

　　
...

rn−2 = rn−1kn + D,
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rn−1 = Dkn+1.

そこで nが奇数のとき  1 0
−kn+1 1

 · · ·  1 0
−k2 1

 1 −k1

0 1


を, Aに左からかけることによって D x

0 D′

 (3.6)

となる.また, nが偶数のとき1 −kn+1

0 1

 · · ·  1 0
−k2 1

 1 −k1

0 1


を, Aに左からかけることによって 0 −D′

D x

 (3.7)

となる.ここでDと斜向かいの成分が決まるのは, Aの左側にかけたものは全て行列式
が 1であり, Aの行列式はNを法として 1であるから, S L2(Z/NZ)の中で計算した結果

の行列式もNを法として1となるからである.そしてnが奇数のとき (3.6)に

1 −Dx

0 1


を, nが偶数のとき (3.7)に

−1 0
0 −1

 1 −Dx

0 1

 0 −1
1 0

を,左からかけることによって

D 0
0 D′


となる.
ここで D 0

0 D′

 = 1 D

0 1

  1 0
D′ − 1 1

 1 D′ − 1
0 1

 1 −1
0 1

  1 0
D − 1 1


となる.よって, nが奇数のとき Aは1 k1

0 1

 1 0
k2 1

 · · ·  1 0
kn+1 1

 1 Dx

0 1

 1 D

0 1

  1 0
D′ − 1 1

 1 D′ − 1
0 1

 1 −1
0 1

  1 0
D − 1 1


となり右辺をM2(Z)の元と見ると,行列式が 1だからS L2(Z)の元である.同様に, nが
偶数のとき Aは1 k1

0 1

 1 0
k2 1

 · · · 1 kn+1

0 1

 0 −1
1 Dx

 1 D

0 1

  1 0
D′ − 1 1

 1 D′ − 1
0 1

 1 −1
0 1

  1 0
D − 1 1
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となり右辺を M2(Z)の元と見ると,行列式が 1だから S L2(Z)の元である. よって A ∈
Im(ϕ)である.
ここで上のことは |a| > |c|のときを考えていたが, |c| > |a|のときは Aの左から

S =

0 −1
1 0

をかけたものをまた Aと置き換えればよい. □

命題 3.4の証明にはいる.

命題 3.4の証明. 無限遠点を固定する Γの固定部分群 Γ∞は

Γ∞ =

±
1 j

0 1

 ∣∣∣∣∣∣ j ∈ Z


である. Q ∪ {∞} = Γ/Γ∞の Γ0(4)同値類を考えればよい. よって Γ0(4)\Γ/Γ∞の代表元
を考える.
補題 3.5から準同型 Γ → S L2(Z/NZ)が全射準同型であり,核が Γ(N)であったこと
から

Γ(4)\Γ � S L2(Z/4Z)

となる.また Γ(4)\Γ0(4)を Hとすると,

H =


∗ ∗
0 ∗

 ∈ S L2(Z/4Z)


である.よって

Γ0(4)\Γ � H\S L2(Z/4Z)

となる.
Xを (Z/4Z)2の Z/4Zと同型な部分群の集合とする. F ∈ Xの生成元を ⟨(α, β)⟩(α, β ∈
Z, α = α mod 4, β = β mod 4)とする. F � Z/4Zより 2 ∤ αまたは 2 ∤ βとなるから,
F = ⟨(1, β)⟩(β = 0, 1,2,3)または F = ⟨(2γ, 1)⟩(γ = 0,1)となる.

(0,1)H = (0,1)である. c = Dc′,d = Dd′(p ∤ D = gcd(c,d))に対して ad′ − bc′ = 1と

なるように a,bを取ると (0, 1)

a b

c d

 = (c,d) = (0,1)となるから Hは (0,1)の安定化

群となり, Xは S L2(Z/4Z)の等質空間となる.よって Γ0(4)\Γの代表元として0 −1
1 β

 ,  1 0
2γ 1

 (β = 0,1,2,3, γ = 0,1) (3.8)

がとれる.
次に, Γ∞を (3.8)の元に作用させる.まず (1, β)については,

(1, β)

1 n

0 1

 = (1, β + n)
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より (1, β)はすべて (1,0)と同じ軌道に属し, (1,0)から定まるカスプは対応する行列を
∞に作用させて, 0 −1

1 0

∞ = 0

より 0である.
次に (2γ, 1)については,

(2γ, 1)

1 n

0 1

 = (
2γ, 2γn+ 1

)
.

ゆえに ⟨(
2γ,2γn+ 1

)⟩
=

⟨2 γ

2γn+ 1
,1

⟩ .
各 γに対して同じ軌道に入るものを個別に計算する.

2を法として 2γn+ 1 = 1だから⟨2 γ

2γn+ 1
,1

⟩ = ⟨
(2γ, 1)

⟩
.

よって (2γ,1)は γが異なれば互いに移り合わないから異なる軌道に入る.それぞれの
カスプは対応する行列を∞に作用させて 1 0

2γ 1

∞ =
∞ (γ = 0)

1
2 (γ = 1)

となる.よって, Γ(4)のカスプは 0,∞, 1
2の 3個となる. □

ここで Γの部分群 Γ′に対する基本領域を定義する.

定義 3.9. FをH内の単連結な閉領域とする. Γの部分群 Γ′に対し,

(i) 任意の z ∈ Hに対してあるw ∈ F, γ ∈ Γ′が存在して z= γwとなる.

(ii) Fの内点 z1, z2は Γ′同値とならない.

の 2つが成り立つとき, Fを Γ′の基本領域という.

基本領域の境界上の点については Γ′同値になってもよいことを注意する.
次に合同部分群 Γ′に対する重さ整数の保型形式を定義する.

定義 3.10. f (z)を上半平面 H上の有理型関数とする. γ =

a b
c d

 ∈ GL+2(Q)に対して,

f (z)|[γ]kを
f (z)|[γ]k = (detγ)

k
2 (cz+ d)−k f (z)

と定義する.

10



これはGL+2(Q)のH上の有理型関数全体の集合への作用となっている.

定義 3.11. f (z)をH上の有理型関数, Γ′をレベル Nの合同部分群とする. 次の 2条件
が成立するとき, f (z)を Γ′に対する重さ kの保型関数という.

(1) f (z)は任意の γ ∈ Γ′に対し,
f (z)|[γ]k = f (z)

を満たす.

(2) f (z)は任意の γ0 ∈ Γに対し, qN = e
2πiz
N を用いて,

f (z)| [γ0
]
k =

∑
n

a(n)qn
N (ただし十分小さい nに対し a(n) = 0) (3.12)

という形のフーリエ展開を持つ.

このような保型関数 f (z)が H上正則であり,任意の γ0 ∈ Γに対し展開 (3.12)におい
てすべての負の整数 nにおいて a(n) = 0となるとき, f (z)を Γ′に対する重さ kの保型
形式といい,この関数の集合を Mk(Γ′)とかく.さらに保型形式 f (z)が任意の γ0 ∈ Γに
対し展開 (3.12)において a(0) = 0となるとき, f (z)を Γ′に対する重さ kのカスプ形式
といい,この関数の集合を Sk(Γ′)とかく.

注 3.13. (1) (3.12)の展開を qN展開と呼び,特に N = 1のとき q展開と呼ぶ.

(2) Γに対する重さ奇数の保型関数は 0のみである.ゆえにこれ以降 Γに対する保型
関数,保型形式,カスプ形式の重さは偶数とする.

(3) 保型関数,保型形式,カスプ形式は加法,スカラー倍でも保たれる.よってそれぞれ
複素ベクトル空間となる.さらに重さk1, k2の保型関数の積,商は重さk1+k2, k1−k2

の保型関数となる.

様々な保型形式の具体例を見る.

定義 3.14. kを 2より大きい偶数とする. z ∈ Hに対し,

Gk(z) =
∑
m,n

′ 1
(mz+ n)k

で定義する. ただし和は (0,0)を除くすべての整数の組を渡る. このGk(z)をアイゼン
シュタイン級数という.

k > 2という条件はHの任意のコンパクト部分集合で絶対一様収束する条件となっ
ている.アイゼンシュタイン級数に対する基本的な性質を次の命題であげる.

11



命題 3.15. [5, Koblitz, pp.110-111, Propositions 5, 6]
アイゼンシュタイン級数Gk(z)は Γに対する重さ kの保型形式である.また,次のよ
うなフーリエ級数展開を持つ.

Gk(z) = 2ζ(k)

1− 2k
Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

 .
ただし, Bkはベルヌーイ数である.

アイゼンシュタイン級数を 2ζ(k)で割り, q展開の定数項の部分を 1にしたものを正
規化されたアイゼンシュタイン級数といい, Ek(z)と書く. Ek(z)の q展開の係数は有理
数になっている.

補題 3.16. [5, Koblitz, p.111]
正規化されたアイゼンシュタイン級数は次と等しい.

Ek(z) =
1
2

∑
m,n∈Z

gcd(m,n)=1

1
(mz+ n)k

.

これはm,nの最大公約数で先にくくりだすことを考えれば容易に得られる.

定義 3.17. E2を

E2(z) = 1+
6
π2

∞∑
m=1

∞∑
n=−∞

1
(mz+ n)2

と定義する.

E2は和が絶対収束しないため z 7→ −1
zの変換でうまく変換されない. 次の命題はそ

の変換のずれがどれほど出るかを示したものである.

命題 3.18. [5, Koblitz, p.113, Proposition 7]

z−2E2

(
−1

z

)
= E2(z) +

12
2πiz

.

次に Γに対するカスプ形式の例を見る.

定義 3.19.デルタ関数を

∆(z) =
1

1728

(
E4(z)

3 − E6(z)
2
)

で定義する.これは Γに対する重さ 12のカスプ形式である.

デルタ関数のカスプ条件は E4,E6のカスプ∞での値からすぐに分かる. 次に Γ0(4)
における保型形式の例をあげる.

12



命題 3.20. [5, Koblitz, p.145]
z ∈ Hに対し,テータ関数を

θ(z) =
∑
n∈Z

qn2

で定義する.このとき,
θ4 ∈ M2(Γ0(4))

となる.さらに各カスプでの値は

θ4(∞) = 1, θ4(0) = −1
4
, θ4

(
1
2

)
= 0

である.

θkの n番目の q展開係数は k個の平方和が nになる整数解の個数となっている.
次に θの Γ0(4)での作用の変換公式を見る.そのために次の関数を定義する.

定義 3.21. γ =

a b

c d

 ∈ Γ0(4), z ∈ Hに対して j(γ, z)を

j(γ, z) =
(c
d

)
ε−1

d

√
cz+ d

と定義する.

j(γ, z)は γ1, γ2 ∈ Γ0(4), z ∈ Hに対し,

j(γ1γ2, z) = j(γ1, γ2z) j(γ2, z)

を満たす.

定理 3.22. [5, Koblitz, p.148, Theorem]
任意の γ ∈ Γ0(4)と z ∈ Hに対して

θ(γz) = j(γ, z)θ(z)

が成り立つ.

Γ0(4)に対する保型形式の例をもう一つあげる.

命題 3.23. [5, Koblitz, p.145]

F(z) = − 1
24
{E2(z) − 3E2(2z) + 2E2(4z)} =

∑
n>0

nは奇数

σ1(n)qn (3.24)

とする.このとき,
F(z) ∈ M2(Γ0(4))

となる.さらに各カスプでの値は

F(∞) = 0, F(0) = − 1
24
, F

(
1
2

)
=

1
16

である.
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次に Γに対する与えられた重さ kの保型形式,カスプ形式を決定する際に重要な役
割を果たすものを示す.次の命題はリーマンロッホの定理の特殊な場合である.

命題 3.25. [5, Koblitz, p.115, Proposition 8]
f (z)を Γに対する重さ kの保型関数とする. H上の点 Pに対し,点 Pでの f (z)の零

点の位数もしくは極の位数の−1倍を vP( f )で表す.また, v∞( f )で q展開における係数
が最初に 0でない項の次数を表すものとする.このとき,

v∞( f ) +
1
2

vi( f ) +
1
3

vω( f ) +
∑

P∈Γ\H,P,i,ω

vP( f ) =
k
12
.

この結果から次が成り立つ.

命題 3.26. [5, Koblitz, p.117, Proposition 9]
kを偶数とする.

(1) M0(Γ) = C,すなわち Γに対する重さ 0の保型形式は定数のみである.

(2) k < 0または k = 2のとき Mk(Γ) = {0}.

(3) k = 4,6,8,10,14であれば Mk(Γ)は 1次元であり, Ekで生成される.

(4) k < 12または k = 14のときSk(Γ) = {0}である.また, S12(Γ) = C∆であり, k > 14
のとき Sk(Γ) = ∆Mk−12(Γ)である.

(5) k > 2に対して, Mk(Γ) = Sk(Γ) ⊕ CEk.

命題 3.27. [5, Koblitz, p.117, Proposition 10]
任意の Γに対する重さ kの保型形式は次の形にかける.

f (z) =
∑

4i+6 j=k

ci, jE4(z)
iE6(z)

j .

命題 3.26, 3.27より次の系を得る.

系 3.28. Mk(Γ),Sk(Γ)の次元は次のようになる.

dim Mk(Γ) =


sup

{
0,

[
k
12

]}
(kは偶数で k ≡ 2 (mod 12))

sup
{
0,1+

[
k
12

]}
(kは偶数で k . 2 (mod 12))

0 (kは奇数)

,

dimSk(Γ) = sup{0,dim Mk(Γ) − 1} .

また, Γ0(4)における保型形式についてもリーマンロッホの定理の特殊な場合を考え
ることにより次の命題を得る.

命題 3.29. [5, Koblitz, p.146]
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(1) kが負,または奇数なら Mk(Γ0(4)) = {0}である. k = 0なら Mk(Γ0(4)) = Cである.
kが正の偶数ならMk(Γ0(4))は θ4と Fに関する k

2次同次多項式で表される.また
6以上の偶数に対して, Sk(Γ0(4))の元は θ4F(θ4 − 16F)で割ることができる θ4と
Fに関する k

2次同次多項式で表される.

(2) Mk(Γ0(4)),Sk(Γ0(4))の次元は次のようになる.

dim Mk(Γ0(4)) =

sup
{
0, 1+ k

2

}
(kは偶数)

0 (kは奇数)
,

dimSk(Γ0(4)) = sup{0,dim Mk(Γ0(4))− 2} .

次に指標付きの保型形式について述べる.

定義 3.30. χを Nを法とするディリクレ指標とする. このとき, Γ1(N)に対する重さ k

の保型形式の部分空間 Mk(N, χ)を

Mk(N, χ) =

 f ∈ Mk(Γ0(N))

∣∣∣∣∣∣任意のγ =
a b

c d

 ∈ Γ0(N)に対し, f |[γ]k = χ(d) f


で定義する.また Γ1(N)に対する重さ kのカスプ形式の部分空間 Sk(N, χ)を

Sk(N, χ) = Mk(N, χ) ∩ Sk(Γ1(N))

で定義する.

次の命題は指標付きの保型形式に関する基本的な命題である.

命題 3.31. [5, Koblitz, p.137, Proposition 28]

Mk(Γ1(N)) =
⊕
χ

Mk(N, χ).

ただし直和は Nを法とするディリクレ指標全体を渡る.

ここでカスプ形式をメラン変換することを考える.

命題 3.32. [5, Koblitz, pp.139-141]
f (z) =

∑∞
n=1 a(n)qn ∈ Sk(Γ)を正規化した同時固有形式とし,

L f (s) = (2π)−sΓ(s)
∞∑

n=1

c(n)n−s(Re(s) > 0)

とする. f をメラン変換することによって L f (s)は正則に全平面に接続され,関数等式

Lg(k− s) = (−1)
k
2 L f (s)

を満たす.
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次にヘッケ作用素を定義するための準備をする.

定義 3.33. Γ1,Γ2を群Gの部分群とする. [Γ1 : Γ1 ∩ Γ2] < ∞かつ [Γ2 : Γ1 ∩ Γ2] < ∞が
成り立つとき, Γ1と Γ2は通約可能という.

命題 3.34. [5, Koblitz, p.165, Proposition 41]
Γ′を群Gの部分群, α ∈ Gとする. このとき, Γ′と Γ′′ = Γ′ ∩ α−1Γ′αは通約可能で
ある.

定義 3.35. Γ′を Γの合同部分群, α ∈ GL+2(Q), Γ′′ = Γ′ ∩ α−1Γ′α, [Γ′ : Γ′′] = dとする.ま
た, Γ′の Γ′′に関する右剰余分解を Γ′ = ∪d

j=1Γ
′′γ′jとする.このとき, f ∈ Mk(Γ′)に対し,

f (z)|[Γ′αΓ′]kを

f (z)|[Γ′αΓ′]k =

d∑
j=1

f (z)|[αγ′j]k

で定義する.

命題 3.36. [5, Koblitz, p.166, Proposition 42]
f (z)|[Γ′αΓ′]kは α, γ′jのとり方によらない.また, f (z)|[Γ′αΓ′]k ∈ Mk(Γ′)である.

Zの {0}でない加法群をS+, (Z/NZ)×の部分群をS×とする.このとき, nを正の整数
として集合 ∆n(N,S×,S+)を次のように定める.

∆n(N,S×,S+) =


a b

c d

 ∈ M2(Z)

∣∣∣∣∣∣ a ∈ S×,b ∈ S+,N | c,det

a b

c d

 = n

 .
例えば, ∆1(N,Z/NZ,Z)は Γ0(N)を表す.これを用いてヘッケ作用素を定義する.

定義 3.37. Γ′ = ∆1(N,S×,S+), f (z) ∈ Mk(Γ′)とする.このとき,ヘッケ作用素 Tk(n)を

f (z)|Tk(n) = n
k
2−1

∑
f (z)|[Γ′αΓ′]k

で定義する.ただし和は ∆1(N,S×,S+)に含まれる Γ′の両側剰余類すべてを渡る.

ヘッケ作用素は (m,n) = 1ならば Tk(mn) = Tk(m)Tk(n)となり, Tk(m)と Tk(n)は可換
である.次の命題は f |Tk(n)のフーリエ展開係数について f のフーリエ展開係数で表し
たものである.

命題 3.38. [5, Koblitz, p.161, Proposition 37]
χをNを法とするディリクレ指標で, pを素数とする. f , f |Tk(p) ∈ Mk(N, χ)の q展開
を f (z) =

∑∞
n=0 a(n)qn, f (z)|Tk(p) =

∑∞
n=0 b(n)qnとする.このとき,

b(n) = a (pn) + χ(p)pk−1a

(
n
p

)
となる.ただし, p |Nのとき χ(p) = 0とし, p ∤ nのとき a

(
n
p

)
= 0とする.
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f ∈ Mk(Γ′)がすべての素数 pに対し, f |Tk(p) = λp f (λp ∈ C)となるとき, f をヘッケ
作用素 Tk(p)の同時固有形式という.また, f の q展開係数の 1次の項が 1のとき, f を
正規化した同時固有形式と呼ぶ.

命題 3.39. kを 4以上の偶数とする.アイゼンシュタイン級数 Ek(z)は任意の素数 pに
対するヘッケ作用素 Tk(p)の同時固有形式となる.

証明. pを素数とし,

Ek(z) = 1− 2k
Bk

∑
n≧1

σk−1(n)qn =
∑
n≧0

a(n)qn,

Ek(z)|Tk(p) =
∑
n≧0

b(n)qn

とする.このとき,
b(n) = σk−1(p)a(n) (3.40)

となることを示す. σk−1は乗法性をもつことから, nと pが互いに素かどうかで場合分
けする.

(i) n = 0のときを考える.命題 3.38より,

b(0) = a(0)+ pk−1a(0) = (1+ pk−1)a(0)

= σk−1(p)a(0).

よって (3.40)は成り立つ.
(ii) nと pが互いに素のときを考える. n

p < Zであるから,命題 3.38より,

b(n) = a(pn) = −2k
Bk
σk−1(pn)

= −2k
Bk
σk−1(p)σk−1(n)

= σk−1(p)a(n).

よって (3.40)は成り立つ.
(iii) nと pが互いに素でないときを考える. n = pen′ (n′は pと互いに素)とする. 命
題 3.38より,

b(n) = a(pn) + pk−1a

(
n
p

)
= a(pe+1n′) + pk−1a

(
pe−1n

)
= −2k

Bk

(
σk−1(p

e+1n′) + pk−1σk−1(p
e−1n′)

)
= −2k

Bk
σk−1(n

′)

(
1− p(k−1)(e+2)

1− pk−1
+ pk−11− p(k−1)e

1− pk−1

)
= −2k

Bk
σk−1(n

′)
(1+ pk−1) − p(k−1)(e+1)(1+ pk−1)

1− pk−1
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= −2k
Bk
σk−1(n

′)σk−1(p
e)σk−1(p)

= −2k
Bk
σk−1(p

en′)σk−1(p)

= −2k
Bk
σk−1(n)σk−1(p)

= σk−1(p)a(n).

よって (3.40)は成り立つ.
以上より, Ek(z)はヘッケ作用素 Tk(p)に対して,固有値σk−1(p)となる同時固有形式
となることが示された. □

命題 3.41. [5, Koblitz, p.173, Proposition 51]
C上のベクトル空間Sk(N, χ)の基底で, Nと互いに素なすべてのTk(n)に対する同時
固有形式からなるものが存在する.

Γ′が Γの合同部分群であるとき, Γ
′
を

Γ
′
=

Γ
′/{±I } (−I ∈ Γ′のとき.)
Γ′ (−I < Γ′のとき.)

とする.

定義 3.42. Γ′を Γの合同部分群, f ,g ∈ Mk(Γ′)は少なくとも一方がカスプ形式である
とする.このとき,ピーターソン内積を

⟨ f , g⟩ = 1

[Γ : Γ
′
]

∫
Γ′\H

f (z)g(z)ykdxdy
y2

で定義する.

この積分は少なくとも一方がカスプ形式であるから収束する.
この章の最後にニューフォーム,オールドフォームについて述べる.大雑把に言えば,

f がニューフォームとは, f がレベル Nより低いレベルの保型形式でないことをいう.

定義 3.43. Sk(N, χ)の部分空間 S1
k(N, χ)を∪

M

∪
l

{ f (lz) | f (z) ∈ Sk(M, χ)}

で生成される部分空間とする. ただし, Mは Nの真の約数で χの導手で割り切れるよ
うな自然数を渡り, lは N

M の正の約数全体を渡る.
次に S0

k(N, χ)を S1
k(N, χ)のピーターソン内積に関する直交補空間と定義する. この

とき S0
k(N, χ)の元をニューフォームといい, S1

k(N, χ)の元をオールドフォームという.
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4 重さ半整数の保型形式
この章では重さ半整数の保型形式を定義する. この章では特に断らない限り kを奇
数とし, λを k

2の整数部分,すなわち

λ =
k− 1

2

とする.重さ半整数の保型因子を考えるため,まずGL+2(Q)の被覆を考える.

定義 4.1. GL+2(Q)の被覆Gを

G =

(γ, ϕ(z))

∣∣∣∣∣∣∣∣
γ ∈ GL+2(Q), ϕはH上の正則関数

t ∈ Tがありϕ(z)2 = t cz+ d√
detγ

を満たす.


で定義する.

ここでGに次のような演算を定義する.

(α, ϕ(z))(β, ψ(z)) = (αβ, ϕ(βz)ψ(z))

命題 4.2. [5, Koblitz, p.179, Proposition 1]
Gは上の演算で群をなす.

GのH上の関数への作用を定義する.

定義 4.3. γ′ = (γ, ϕ(z)) ∈ G, f (z)をH上の関数とする.このとき

f (z)|[γ′]k = f (γz)ϕ(z)−k

と定義する.

ここで定義 3.21の j(γ, z)を用いて, Γ̃′を定義する.

定義 4.4. Γ′を Γ0(4)の部分群とする.このとき

Γ̃′ = {(γ, j(γ, z)) | γ ∈ Γ′}

と定義する.また, γ̃ = (γ, j(γ, z))と表すこととする.

次にカスプでの有理型,正則,零点について述べる. f は任意の γ̃ ∈ Γ̃′に対する [γ̃] k
2

で不変であるとする.さらにカスプ s ∈ Q∪{∞}に対しα ∈ Γを s= α∞となるようにと
り, α′ = (α, ϕ(z)) ∈ Gととる.そこで g = f |[α′] k

2
とする.このとき gは任意の ±α′−1Γ̃′α′

の元で不変であり,ある正の整数 h, t ∈ Tで,

±α′−1Γ̃′α′ =

±
1 h

0 1

 , t j ∣∣∣∣∣∣∣ j ∈ Z
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となる.すると,

1 h

0 1

 , t
k
2

で不変であるから

g(z) = t−kg(z+ k)

となる. ここで tk = e2πir ,ただし r ∈ [0,1)とする. よって e−
2πirz

h g(z)は z 7→ z+ hで不変
であるからフーリエ級数展開

g(z) =
∑

n

a(n)e
2πiz(n+r)

h

をもつ.この展開で,有限個の負の整数を除く負の整数 nで a(n) = 0となるとき, f は s

で有理型という.さらにすべての負の整数 nで a(n) = 0となるとき, f は sで正則とい
い, f (s) = lim

z→i∞
g(z)と定める. f がすべてのカスプで正則なとき, r , 0または r = 0か

つ a(0) = 0のとき f は sで零点を持つという.
Γ′のカスプ sと整数 kが与えられたとき, r , 0ならば sを k非正則といい, r = 0す
なわち tk = 1ならば sを k正則という. よって, f がすべてのカスプで正則ならば k非
正則なカスプでは自動的に零点を持つ.

命題 4.5. Γ0(4)のカスプ∞, 0, 1
2に対し,∞,0は k正則であり, 1

2は k非正則である.

証明. カスプ∞については α = I , α̃ = (I ,1)と取れば, h = 1, t = 1と取れる. ゆえにカ
スプ∞は k正則である.

カスプ 0については, α =

0 −1
1 0

 , α̃ = (α,
√

z)と取る.

α̃

1 h

0 1

 , t α̃−1 =

0 −1
1 h

 , t√z+ h

  0 1
−1 0

 ,−i
√

z

 =  1 0
−h 1

 ,−it
√

hz− 1


=

 1 0
−h 1

 , t√−hz+ 1


となり,これが Γ̃0(4)の元になる必要がある. よって h = 4, t = 1と取れる. ゆえにカス
プ 0は k正則である.

カスプ
1
2
については, α =

1 0
2 1

 , α̃ = (α,
√

2z+ 1)と取る.

α̃

1 h

0 1

 , t α̃−1 =

1 h

2 2h+ 1

 , t√2z+ 2h+ 1

  1 0
−2 1

 , √−2z+ 1


=

1− 2h h

−4h 1+ 2h

 , t√−4hz+ 2h+ 1


となり,これが Γ̃0(4)の元になる必要がある.よって h = 4, t = iと取れる. kは奇数だか
ら, tk = 1にはならない.ゆえにカスプ 0は k非正則である. □
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重さ半整数の保型形式を定義する.

定義 4.6. Γ′ を Γ0(4)の有限指数部分群とする. f (z)を H上の有理型関数で, 任意の
γ̃ ∈ Γ̃′に対して [γ̃] k

2
で不変であるものとする.このとき f がすべてのカスプで有理型

であるとき, f を Γ̃′に対する重さ k
2の保型関数と呼ぶ.さらに,そのような f がH上及

びすべてのカスプで正則であるとき, f を Γ̃′に対する重さ k
2の保型形式と呼び, Γ̃′に

対する重さ k
2の保型形式全体の集合をM k

2
(̃Γ′)とかく.保型形式 f がすべてのカスプで

零点を持つとき, f を Γ̃′に対する重さ k
2のカスプ形式と呼び, Γ̃′に対する重さ k

2のカ
スプ形式全体の集合を S k

2
(̃Γ′)とかく.

また重さが整数のときと同様に指標付きの保型形式を考えることができ,命題 3.31
と同様に次の命題が示される.

命題 4.7. [5, Koblitz, p.183]

M k
2
(̃Γ1(N)) =

⊕
χ

M k
2
(N, χ).

ただし直和は Nを法とするディリクレ指標全体を渡る.

重さ半整数の保型形式の具体例を考える.

命題 4.8. [5, Koblitz, pp.147-153]
θ(z)は Γ̃0(4)に関する重さ 1

2の保型形式である.さらに各カスプでの値は

θ(∞) = 1, θ(0) =
1− i

2
, θ

(
1
2

)
= 0

である.

重さ整数のときと同様に次のことが成り立つ.

命題 4.9. [5, Koblitz, p.184, Proposition 4]

(1) k < 0ならば M k
2
(̃Γ0(4)) = {0}である.

k > 0ならば, Fを (3.24)とすると,{
θaFb

∣∣∣∣∣ a,b ∈ N, a
2
+ 2b =

k
2

}
は M k

2
(̃Γ0(4))の基底である.

(2) M k
2
(̃Γ0(4)),S k

2
(̃Γ0(4))の次元は次のようになる.

dim M k
2
(̃Γ0(4)) = sup

{
0,1+

[
k
4

]}
,

dimS k
2
(̃Γ0(4)) = sup

{
0,−1+

[
k
4

]}
.
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次に重さ半整数のアイゼンシュタイン級数を定義する.

定義 4.10. kを 5以上の奇数とする. z ∈ Hに対し,

E k
2
(z) =

∑
γ∈Γ∞\Γ0(4)

j(γ, z)−k

F k
2
(z) = E k

2
(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1

4 0

 , √2z


k
2

と定義する.

k ≧ 5より, E k
2
, F k

2
はHの任意のコンパクト部分集合で絶対一様収束する.

命題 4.11. [5, Koblitz, p.186]
E k

2
, F k

2
は Γ̃0(4)における重さ k

2の保型形式である.さらに各カスプでの値は,

E k
2
(∞) = 1,E k

2
(0) = E k

2

(
1
2

)
= 0, F k

2
(0) = (i

√
2)−k, F k

2
(∞) = F k

2

(
1
2

)
= 0

である.

命題 4.11から
M k

2
(̃Γ0(4)) = CE k

2
⊕ CF k

2
⊕ S k

2
(̃Γ0(4))

がわかる.
ここで

H k
2
= E k

2
+ (1+ ik)2−

k
2 F k

2

と定義する. E k
2
, F k

2
のフーリエ展開係数を計算することによって,次の命題を得る.

命題 4.12. [5, Koblitz, p.193, Proposition 6]
Dを基本判別式とする. H k

2
の |D|番目の q展開係数は L(1− λ, χD)/ζ(1− 2λ)である.

また (−1)λn ≡ 2,3 (mod 4)となる n番目の q展開係数は 0となる.

系 4.13. H k
2
の q展開係数の定数項は 1であり, 1次の項の係数は ζ(1− λ)/ζ(1− 2λ)で

ある.

次にヘッケ作用素を定義する.重さ整数のときと同様に,両側剰余類を考える.ここ
で 4|N, f ∈ M k

2
(̃Γ1(N))を仮定する.

定義 4.14. nを Nと互いに素な自然数, ξn =

1 0
0 n

 , 4
√

n

とする.このとき,

f |[Γ̃1(N)ξnΓ̃1(N)] k
2
=

∑
j

f |[ξñγ j] k
2

と定義する.ただし和は, Γ̃1(N)の Γ̃′′ = ξ−1
n Γ̃1(N)ξn ∩ Γ̃1(N)に関する右剰余類の代表系

を渡る.
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命題 4.15. [5, Koblitz, pp.204-206, Proposition 12]
nを Nと互いに素でかつ平方数でないものとする.このとき, f |[Γ̃1(N)ξnΓ̃1(N)] k

2
= 0

である.

命題 4.15より,重さ半整数のときは nが平方数の部分だけを考えればいいとわかる.

定義 4.16. f ∈ M k
2
(̃Γ1(N)), ξp2 =

1 0
0 p2

 , √p

とする. f に作用するヘッケ作用素

T k
2
(p2)を

f |T k
2
(p2) = p

k
2−2 f |[Γ̃1(N)ξp2Γ̃1(N)] k

2

で定義する.

ここで,

αb =

1 b

0 p2

 , α̃b =
(
αb,
√

p
)

βh =

p h
0 p

 , β̃h =
(
βh,
√

p
)

τ =

p2 0
0 1

 , τ̃ = (
τ,
√

p
)

として, Γ̃1(4)
˜1 0
0 p2

Γ̃1(4)を

p2−1∪
b=0

Γ̃1(4)̃αb ∪
p−1∪
h=1

Γ̃1(4)̃βh ∪ Γ̃1(4)̃τ (4.17)

と剰余分解することによって, f |T k
2
(p2)の q展開係数を f の q展開係数で表す.

命題 4.18. [5, Koblitz, p.207, Proposition 13] , [10, Shimura, p.450, Theorem 1.7]
4|N, χを Nを法とするディリクレ指標で, pを素数とする. f , f |T k

2
(p2) ∈ M k

2
(N, χ)の

q展開を f (z) =
∑∞

n=0 a(n)qn, f (z)|T k
2
(p2) =

∑∞
n=0 b(n)qnとする.このとき,

b(n) = a
(
p2n

)
+ χ(p)

(
(−1)λn

p

)
pλ−1a(n) + χ(p2)pk−2a

(
n
p2

)
となる.ただし, p|Nのとき χ(p) = 0, p2 ∤ nのとき a

(
n
p2

)
= 0とする

M k
2
(N, χ)は Nと互いに素な T k

2
(n2)と p|Nとなる T k

2
(p2)に対する同時固有形式から

なる基底を持つ [5, Koblitz, p.210].
重さ整数のときと同様に内積を定義する.
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定義 4.19. Γ′を Γ0(4)に含まれる合同部分群, f ,g ∈ M k
2
(̃Γ′)は少なくとも一方がカスプ

形式であるとする.このとき,ピーターソン内積を

⟨ f ,g⟩ = 1

6[Γ0(4) : Γ
′
]

∫
Γ′\H

f (z)g(z)y
k
2
dxdy

y2

で定義する.

重さ半整数の保型形式の重さ整数の保型形式への対応が志村対応である.

定理 4.20. [10, Shimura, p.458, Main Theorem], [8, Niwa, p.148, Theorem]
kを 3以上の奇数, 2λ = k − 1, 4|N, χ を N を法とするディリクレ指標, f (z) =∑∞
n=0 a(n)qn ∈ S k

2
(N, χ)をすべての素数 pに対するT k

2
(p2)の同時固有形式とする. tを平

方因子を持たない正の整数とし, tNを法とするディリクレ指標χtをχt(n) = χ(n)
(
−1
n

)λ ( t
n

)
で定義する.
H上の関数 Ft(z) =

∑
n=1 At(n)qnを

∞∑
n=1

At(n)n−s =

 ∞∑
n=1

χt(m)mλ−1−s

  ∞∑
n=1

a
(
tn2

)
n−s


で定義する.このとき, St,kを

St,k : f (z) 7→ Ft(z)

となる対応とする. St,kは S k
2
(N, χ)から Mk−1

(
N
2 , χ

2
)
への対応となっている. さらに

k ≧ 5ならば S k
2
(N, χ)から Sk−1

(
N
2 , χ

2
)
への対応となっている.
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5 主定理の証明の準備
ここでも特に断らない限り, kを奇数, λを k

2の整数部分, 2λ = k− 1とする.

補題 5.1. θ(z),H k
2
(z)はM+k

2
(̃Γ0(4))の元である.

証明. H k
2
については命題 4.12で述べた. θについては,命題 4.8よりM 1

2
(̃Γ0(4))の元で

あった. k = 1なら λ = 0になることに注意すると, n ≡ 2,3 (mod 4)となる nで q展開
係数が 0であることを言えればよい. これは任意の整数の平方は 4を法として 0か 1
と合同であるから従う.よって θ ∈ M+1

2
(̃Γ0(4))である. □

定理1.2の証明のために2つの命題を準備する.最初の命題はS+k
2
(̃Γ0(4))がM+k

2
(̃Γ0(4))

の中での余次元が 1であることを述べている.

命題 5.2. λが偶数のとき, Mλ(Γ)⊕Mλ−2(Γ)とM+k
2
(̃Γ0(4))は次の写像の下で同型である.

(g(z),h(z)) 7→ g(4z)θ(z) + h(4z)H 5
2
(z).

また, λが奇数のとき, Mλ−3(Γ) ⊕ Mλ−5(Γ)と M+k
2
(̃Γ0(4))は次の写像の下で同型である.

(g(z),h(z)) 7→ g(4z)H 7
2
(z) + h(4z)H 11

2
(z).

このことから,次元に関して

dim M+k
2
(̃Γ0(4)) = dim Mk−1(Γ),

dimS+k
2
(̃Γ0(4)) = dimSk−1(Γ)

が成立する.

また, k ≧ 2に対して, M+k
2
(̃Γ0(4)) = CH k

2
(z) ⊕ S+k

2
(̃Γ0(4))が成立する.

次に M k
2
(̃Γ0(4))に作用する作用素 U4を p = 2におけるヘッケ作用素 T k

2
(4), W4を0 −1

4 0

 , (−2iz)
1
2


k
2

を作用させる作用素として定義する.これらを明示的に書くと次

のようになる.

f (z)|U4 =
1
4

3∑
ν=0

f
(z+ ν

4

)
, (5.3)

f (z)|W4 = (−2iz)−
k
2 f

(
− 1

4z

)
. (5.4)

U4はヘッケ作用素であるため, M k
2
(̃Γ0(4)),S k

2
(̃Γ0(4))をそれ自身にうつす. また, W4に

ついては [10, Shimura, p.448, Proposition 1.4]より, M k
2
(̃Γ0(4)),S k

2
(̃Γ0(4))をそれ自身に

うつす.このU4W4に関して次のことが言える.
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補題 5.5. [9, Niwa, p.183, Lemma 1]
S k

2
(̃Γ0(4))はピーターソン内積におけるヒルベルト空間で, U4W4は S k

2
(̃Γ0(4))上の

ピーターソン内積に関するエルミート作用素である.また, α1 =
(

2
k

)
2λ, α2 = −1

2α1とす

ると, (U4W4 − α1)(U4W4 − α2) = 0を満たす. 固有値 αvに対する固有空間を S(v)
k
2

(̃Γ0(4))

とすると, S k
2
(̃Γ0(4))は直交分解

S k
2
(̃Γ0(4)) =

⊕
v=1,2

S(v)
k
2

(̃Γ0(4))

を得る.

命題 5.6. S+k
2
(̃Γ0(4))と S(1)

k
2

(̃Γ0(4))は一致する.

命題 5.2,5.6の証明. 4つの補題に分けて証明する.

補題 5.7.命題 5.2で定義された写像は単射である.また, dim Mk−1(Γ) ≦ dim M+k
2
(̃Γ0(4))

である.

証明. h(z) , 0で

g(4z)θ(z) + h(4z)H 5
2
(z) = 0 (λが偶数),

g(4z)H 7
2
(z) + h(4z)H 11

2
(z) = 0 (λが奇数)

と仮定する.
λが偶数のとき, θ , 0より両辺を θ(z)h(4z)で割ることにより,

H 5
2
(z)

θ(z)
= −g(4z)

h(4z)
(5.8)

となる. H 5
2
/θについては,系 4.13より

H 5
2
(z)

θ(z)
=

1− 10q+ · · ·
1+ 2q+ · · · = (1− 10q+ · · · )(1+ (−2q+ · · · ) + (−2q+ · · · )2 + · · · )

= 1− 12q+ · · ·

となる.よって, (5.8)の右辺は z 7→ z+ 1
4の変換で不変だが,左辺は不変でない.よって

矛盾.ゆえに h = 0であり, θ , 0より g = 0となる.ゆえにこの対応は単射である.
λが奇数のとき, H 7

2
, 0より両辺 H 7

2
(z)h(4z)で割ることにより,

H 11
2
(z)

H 7
2
(z)
= −g(4z)

h(4z)
(5.9)

となる. H 11
2
/H 7

2
について考える. 命題 4.9(1)より H 7

2
,H 11

2
は θと F の多項式で表さ

れる.
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H 11
2
= aθ11 + bθ7F + cθ3F2 (a, b, c ∈ C)とする. H 11

2
の各展開係数の定数項, qの係数,

q2の係数は命題 4.12,系 4.13よりそれぞれ 1, 0,0である. θ7F, θ3F2の定数項はどちら
も 0だから a = 1とわかる. θ11の qの係数は, 11平方和が 1になる整数解の個数だか
ら 2 ·

(
11
1

)
= 22となる. よって, b = −22.同様に θ11, θ7Fの q2の係数は, 220,22だから

c = −220+ 22 · 14= 88となる. H 7
2
も同様に計算して,

H 7
2
= θ3(θ4 − 14F)

H 11
2
= θ3(θ8 − 22θ4F + 88F2)

となる.よって,

H 11
2
(z)

H 7
2
(z)
=
θ8 − 22θ4F + 88F2

θ4 − 14F
=

1− 6q+ 24q2 − 168q3 + · · ·
1− 6q+ 24q2 − 24q3 + · · ·

= (1− 6q+ 24q2 − 168q3 + · · · )
　　　 (1+ (6q− 24q2 − 24q3 + · · · ) + (6q− 24q2 − 24q3 + · · · )2

　　　　　　　 + (6q− 24q2 − 24q3 + · · · )3 + · · · )
= 1− 144q3 + · · ·

となる.よって, (5.9)の右辺は z 7→ z+ 1
4の変換で不変だが,左辺は不変でない.よって

矛盾.ゆえに h = 0であり, H 7
2
, 0より g = 0となる.ゆえにこの対応は単射である.

よって

dim M+k
2
(̃Γ0(4)) ≧

dim(Mλ(Γ) ⊕ Mλ−2(Γ)) (λが偶数)

dim(Mλ−3(Γ) ⊕ Mλ−5(Γ)) (λが奇数)

となる.ここで,系 3.28を用いて,

dim(Mλ(Γ) ⊕ Mλ−2(Γ)) ,dim(Mλ−3(Γ) ⊕ Mλ−5(Γ)) ,dim Mk−1(Γ)

を計算し,

dim Mk−1(Γ) =

dim(Mλ(Γ) ⊕ Mλ−2(Γ)) (λが偶数)

dim(Mλ−3(Γ) ⊕ Mλ−5(Γ)) (λが奇数)

を示す. λ ≦ 1のときは明らかなので, λ ≧ 2を仮定する.
(i) λが偶数,すなわち λ ≡ 0,2,4,6, 8,10 (mod 12)のときを考える.
λ = 12l + 2m(0 ≦ m≦ 5)とおく.このとき, k− 1 = 24l + 4mである.まず

dim Mk−1(Γ) = 1+

[
24l + 4m

12

]
= 1+

[
2l +

m
3

]
=

2l + 1 (m= 0,1,2)

2l + 2 (m= 3,4,5)

となる.次に

dim Mλ(Γ) =


[

12l+2
12

]
= l (m= 1)

1+
[

12l+2m
12

]
= l + 1 (m, 1)
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dim Mλ−2(Γ) =


[

12l+2
12

]
= l (m= 2)

1+
[

12l+2m−2
12

]
= l + 1+

[
2m−2

12

]
(m, 2)

=

l (m= 0,2)

l + 1 (m= 1,3,4, 5)

なので,

dim(Mλ(Γ) ⊕ Mλ−2(Γ)) =

2l + 1 (m= 0,1, 2)

2l + 2 (m= 3,4, 5)

= dim Mk−1(Γ)

となり確かに等しい.
(ii) λが奇数,すなわち λ ≡ 1,3,5,7,9,11 (mod 12)のときを考える.
λ = 12l + 2m+ 1 (0≦ m≦ 5)とおく.このとき k− 1 = 24l + 4m+ 2である.まず

dim Mk−1(Γ) =


[

24l+4m+2
12

]
= 2l +

[
4m+2

12

]
(m= 0,3)

1+
[

24l+4m+2
12

]
= 2l + 1+

[
4m+2

12

]
(m, 0,3)

=


2l (m= 0)

2l + 1 (m= 1,2,3)

2l + 2 (m= 4,5)

となる.次に,

dim Mλ−3(Γ) =


[

12l+2
12

]
= l (m= 2)

1+
[

12l+2m−4
12

]
= l + 1+

[
2m−4

12

]
(m, 2)

=

l (m= 0,2)

l + 1 (m= 1,3,4, 5)

dim Mλ−5(Γ) =


[

12l+2
12

]
= l (m= 3)

1+
[

12l+2m−2
12

]
= l + 1+

[
2m−2

12

]
(m, 3)

=

l (m= 0,1,3)

l + 1 (m= 2,4,5)

なので,

dim(Mλ−3(Γ) ⊕ Mλ−5(Γ)) =


2l (m= 0)

2l + 1 (m= 1,2,3)

2l + 2 (m= 4,5)
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= dim Mk−1(Γ)

となり確かに等しい. □

補題 5.10. M+k
2
(̃Γ0(4))は M(1)

k
2

(̃Γ0(4)) =
{
f ∈ M k

2
(̃Γ0(4))

∣∣∣∣ f |U4W4 = α1 f
}
に含まれる.

証明. f ∈ M+k
2
(̃Γ0(4))とする. U4の定義から,

f |U4(z) =
1
4

f
( z
4

)
+

1
4

f

(
z+ 1

4

)
+

1
4

f

(
z+ 2

4

)
+

1
4

f

(
z+ 3

4

)
= 2−2

{
f

(
z+ 1

4

)
+ f

(
z+ 3

4

)}
+ 2−2

{
f
( z
4

)
+ f

(
z+ 2

4

)}
となる.ここで

f1(z) = 2−2

{
f

(
z+ 1

4

)
+ f

(
z+ 3

4

)}
f2(z) = 2−2

{
f
( z
4

)
+ f

(
z+ 2

4

)}
とする.まず f1について考える.定義より,

22 f1(z) = f

(
z+ 1

4

)
+ f

(
z+ 3

4

)
= 2

k
2 f

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1

0 4

 , √2


k
2

+ 2
k
2 f

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3

0 4

 , √2


k
2

.

ここで f の q展開を f (z) =
∑∞

n=0 a(n)qnとして, f1にW4を作用させる. 1 0
−4 1

 , −1 1
−4 3

 ∈ Γ0(4)であるから,

22− k
2 f1|W4 = 22− k

2 f1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1

4 0

 , (−2iz)
1
2


k
2

= f

∣∣∣∣∣∣∣∣
 4 −1

16 0

 ,2(−iz)
1
2


k
2

+ f

∣∣∣∣∣∣∣∣
12 −1

16 0

 ,2(−iz)
1
2


k
2

= f

∣∣∣∣∣∣∣∣
 1 0
−4 1

 , (−4z+ 1)
1
2


k
2

∣∣∣∣∣∣∣∣
 4 −1

16 0

 ,2(−iz)
1
2


k
2

　　　　　　 + f

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1
−4 3

 , i(−4z+ 3)
1
2


k
2

∣∣∣∣∣∣∣∣
12 −1

16 0

 ,2(−iz)
1
2


k
2

= f

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −1

0 4

 ,e− πi
4


k
2

+ f

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1

0 4

 ,eπi
4


k
2
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= e
πik
4 f

(
z− 1

4

)
+ e−

πik
4 f

(
z+

1
4

)
= e

πik
4

∞∑
n=0

a(n)qne−
2πi
4 n + e−

πik
4

∞∑
n=0

a(n)qne
2πi
4 n

= 2
∞∑

n=0

Re
(
e
πi(k−2n)

4

)
a(n)qn.

Re
(
e
πi(k−2n)

4

)
を k mod 8で考える. そこで, q展開の係数 a(n)が (−1)λn ≡ 2, 3 (mod 4)の

とき a(n) = 0になっていることに注意する.
(i) k ≡ 1 (mod 8)のときを考える.
このとき e

πik
4 = 1√

2
(1+ i)となる. また, λは偶数だから n ≡ 0,1 (mod 4)を考えれば

よい.すなわち

e−
2πin

4 = i−n =

1 (n ≡ 0 (mod 4))

−i (n ≡ 1 (mod 4))

となる.よって

Re
(
e
πi(k−2n)

4

)
=

1
√

2
Re

(
(1+ i)i−n) = 1

√
2
.

(ii) k ≡ 3 (mod 8)のときを考える.
このとき e

πik
4 = 1√

2
(1− i)となる. また, λは奇数だから n ≡ 0,3 (mod 4)を考えれば

よい.すなわち

i−n =

1 (n ≡ 0 (mod 4))

i (n ≡ 1 (mod 4))

となる.よって

Re
(
e
πi(k−2n)

4

)
=

1
√

2
Re

(
(−1+ i)i−n) = − 1

√
2
.

(iii) k ≡ 5 (mod 8)のときを考える.
このとき e

πik
4 = 1√

2
(−1− i)となる.また, λは偶数だから n ≡ 0, 1 (mod 4)を考えれば

よい.よって

Re
(
e
πi(k−2n)

4

)
=

1
√

2
Re

(−(1+ i)i−n) = − 1
√

2
.

(iv) k ≡ 7 (mod 8)のときを考える.
このとき e

πik
4 = 1√

2
(1− i)となる. また, λは奇数だから n ≡ 0,3 (mod 4)を考えれば

よい.よって

Re
(
e
πi(k−2n)

4

)
=

1
√

2
Re

(
(1− i)i−n) = 1

√
2
.

これらをまとめると,

Re
(
e
πi(k−2n)

4

)
=


1√
2

(k ≡ 1,7 (mod 8))

− 1√
2

(k ≡ 3,5 (mod 8))
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となる.また, (
2
k

)
= (−1)

k2−1
8 =

1 (k ≡ 1,7 (mod 8))

−1 (k ≡ 3,5 (mod 8))

となることから

Re
(
e
πi(k−2n)

4

)
=

1
√

2

(
2
k

)
となることがわかる.よって

f1|W4 = 2λ−1

(
2
k

)
f .

次に f2について考える. n ≡ 2 (mod 4)のとき, a(n) = 0となることに注意すると,

22 f2(z) = f
( z
4

)
+ f

(
z+ 2

4

)
=

∞∑
n=0

a(n)q
n
4 +

∞∑
n=0

a(n)q
n
4 eπin =

∞∑
n=0

(1+ (−1)n) a(n)q
n
4

= 2
∑
4|n

a(n)q
n
4 ,

22 f1(z) = f

(
z+ 1

4

)
+ f

(
z+ 3

4

)
=

∞∑
n=0

a(n)q
n
4 e

πin
2 +

∞∑
n=0

a(n)q
n
4 e

3πin
2

=

∞∑
n=0

(in + (−i)n) a(n)q
n
4

= 2
∑
4|n

a(n)q
n
4 .

よって,
f |U4 =

∑
4|n

a(n)q
n
4 = 2 f2.

ここにW4を作用させて,

f2|W4 =
1
2

f |U4W4.

以上より

f |U4W4 = f1|W4 + f2|W4 = 2λ−1

(
2
k

)
f +

1
2

f |U4W4

となる. f |U4W4 = 2λ
(

2
k

)
f = α1 f となることから f ∈ M(1)

k
2

(̃Γ0(4))となる. □

補題 5.11.
M(1)

k
2

(̃Γ0(4)) = CH k
2
(z) ⊕ S(1)

k
2

(̃Γ0(4))
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証明. 補題 5.10より H k
2
∈ M+k

2
(̃Γ0(4))であったから, H k

2
∈ M(1)

k
2

(̃Γ0(4))である.

f を M(1)
k
2

(̃Γ0(4))から任意にとる. H k
2
はカスプ∞で 0でないから µ ∈ Cがあり,

g = f − µH k
2

がカスプ∞で 0になる.当然 g ∈ M(1)
k
2

(̃Γ0(4))であるから, g|U4W4 = α1gである.この g

にW4を作用させると,

g|W4 =
1
α1

g|U4W4|W4 =
1
α1

g|U4|W2
4 =

1
α1

g|U4.

g|U4は (5.3)で展開した各項がカスプ∞で 0になるから, g|W4はカスプ∞で 0になる.
よって, gはカスプ 0で 0になる. また,カスプ 1

2は k非正則なカスプだから,カスプ 1
2

での値も 0になる.よって, g ∈ S(1)
k
2

(̃Γ0(4))となる. □

補題 5.12.

dim M(1)
k
2

(̃Γ0(4)) ≦ dim Mk−1(Γ),dimS(1)
k
2

(̃Γ0(4)) ≦ dimSk−1(Γ.)

証明. k < 0のとき, M(1)
k
2

(̃Γ0(4)) = {0},Mk−1(Γ) = {0}となるから成立する.

k = 1のとき,

1 = dim M0(Γ) ≦ dim M+1
2
(̃Γ0(4)) ≦ dim M(1)

1
2

(̃Γ0(4)) ≦ dim M 1
2
(̃Γ0(4)) = 1

となり確かに主張は正しい. ここで 1つ目の不等号は補題 5.7を用い, 2つ目の不等号
は補題 5.10を用いている.また, S(1)

1
2

(̃Γ0(4)) = {0},S0(Γ) = {0}となり後者も成立する.

k = 3のとき, M2(Γ) = {0}より, M(1)
3
2

(̃Γ0(4)) = 0を示す.

M 3
2
(̃Γ0(4)) =

{
aθ3

∣∣∣ a ∈ C}より, θ3に U4W4を作用させる. ここで, θ(z) ∈ M(1)
1
2

(̃Γ0(4))

より, θ|U4W4 = θである. θ(z) = 1+ 2
∑∞

n=1 qn2
より,

θ(z)|U4 = 1+ 2
∞∑
2|n

q( n
2)

2

= 1+ 2
∞∑

n=1

qn2

となる.よって, θはU4で不変である.よって, θ(z)|W4 = (−2iz)−
1
2θ

(
− 1

4z

)
= θ(z)となる.

次に θ3にU4を作用させることを考える.ここで, Kk = {(a, b, c) ∈ Z3 | a2+b2+c2 = k}
とおく. θ3の q展開の n番目の係数は, 3つの平方和が nになる整数解の個数だから,
#Knとなる. (a,b, c) ∈ Kkならば, (2a,2b,2c)は K4kの元になる. よって #Kk ≦ #K4kで
ある.
次に, (a,b, c)を#K4kからとる. a2+b2+c2が4の倍数になるため平方数が4を法とし
て0か 1と合同になることを考えると, a,b, cはすべて偶数である.そこで

(
a
2,

b
2,

c
2

)
を考
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えると,これは Kkの元になる. よって #K4k ≦ #Kkである. 以上のことから #K4k = #Kk

となる.よって,

θ3(z)|U4 = 1+
∑
n≧0

#K4nq
n = 1+

∑
n≧0

#Knq
n = θ3(z)

となり, θ3もU4で不変であることがわかる.よって,

θ3(z)|U4W4 = θ
3(z)|W4 = (−2iz)−

3
2θ3

(
− 1

4z

)
=

{
(−2iz)−

1
2θ

(
− 1

4z

)}3

= θ3(z)

となり, θ3 < M(1)
3
2

(4)である.よって, M(1)
3
2

(4) = {0}となり, k = 3のときも主張は正しい.

k ≧ 5のとき,

dim M(1)
k
2

(̃Γ0(4)) = 1+ dimS(1)
k
2

(̃Γ0(4))

dim Mk−1(Γ) = 1+ dimSk−1(Γ)

より, dimS(1)
k
2

(̃Γ0(4)) ≦ dimSk−1(Γ)を示せばよい.

pを奇素数とする. U4は p = 2のときのヘッケ作用素 T k
2
(4)であるから, T k

2
(p2)と

U4は可換である. T k
2
(p2)とW4の可換性を確認する. 命題 4.14では Γ̃0(4)

˜1 0
0 p2

Γ̃0(4)

を (4.17)と剰余分解して,ヘッケ作用素 T k
2
(p2)を

f |T k
2
(p2) = p

k
2−2


p2−1∑
b=0

f |[α̃b] k
2
+

p−1∑
h=1

f |[β̃h] k
2
+ f |[τ̃] k

2


で表した.ここで f |W4T k

2
(p2)W−1

4 = f |T k
2
(p2)を示す.

β =

0 −1
4 0

 , β̃ = (
β, (−2iz)

1
2

)
, γi ∈ Γ0(4), γ̃i = (γi , j(γi , z)) (i = 1,2)とする.

β̃ α̃0 β̃
−1 = ˜(

βα0β−1
)
,

β̃ γ̃1 β̃
−1 = ˜(

βγ1β−1
)
,

β̃ ˜(γ1α0γ2) β̃
−1 = ˜(

βγ1α0γ2β−1
)

より,行列の部分がどう変わるかを見ればよい.
bと pが互いに素のとき, p2s+ 4bt = 1となる s, tがとれ,

βαbβ
−1 =

 p2 0
−4b 1

 =  p2 t

−4b s

 1 −t

0 p2
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となる.ここで bが
(
Z/p2Z

)×
動くとき, −tも同じ範囲を動く.

bと pが互いに素でない,すなわち b = kp(1 ≦ k ≦ p− 1)のとき, ps′ + 4kt′ = 1とな
る s′, t′がとれ,

βαkpβ
−1 =

 p2 0
−4kp 1

 =  p t′

−4k s′

 p −t′

0 p


となる. ここで bが Z/p2Z \

(
Z/p2Z

)×
∪ {0}となる部分を動くとき, −t′は (Z/pZ)×を

動く.
α0については,

βα0β
−1 =

p2 0
0 1

 = τ
となる.
次に βhについて, ps′′ + 4ht′′ = 1となる s′′, t′′がとれ,

ββhβ
−1 =

 p 0
−4h p

 =  p t′′

−4h s′′

 1 −pt′′

0 p2


となる.ここで hが (Z/pZ)×となる部分を動くとき, −pt′′は Z/p2Z \

(
Z/p2Z

)×
∪ {0}を

動く.
最後に τについては,

βτβ−1 =

1 0
0 p2

 = α0

となる.
以上より,

f |W4T k
2
(p2)W−1

4 = p
k
2−2


p2−1∑
b=0

f |[ ˜βαbβ−1] k
2
+

p−1∑
h=1

f |[ ˜ββhβ−1] k
2
+ f |[β̃τβ−1] k

2


= p

k
2−2

 f |[τ̃] k
2
+

∑
(t,p)=1

f |[α̃t] k
2
+

p−1∑
t′=1

f |[β̃t′] k
2
+

p−1∑
t′′=0

f |[α̃t′′] k
2
+ f |[α̃0] k

2


= f |T k

2
(p2).

よって, f |W4T k
2
(p2) = f |T k

2
(p2)W4となり, W4と T k

2
(p2)は可換である.

よって, T k
2
(p2)とU4,W4は可換であるから, T k

2
(p2)は S(1)

k
2

(̃Γ0(4))をそれ自身に保ち,

S(1)
k
2

(̃Γ0(4))はすべての T k
2
(p2)の同時固有形式からなる直交基底 { fi}を持つ.

ここで, Sk−1(Γ0(2))における作用U2を,∑
n≧1

c(n)qn|U2 =
∑
n≧1

c(2n)qn

と定義する. ここで, [9, Niwa, p.185, Theorem]において次のような同型写像の存在が
示されている.

34



命題 5.13. [9, Niwa, p.185, Theorem]
ψ : S k

2
(̃Γ0(4))→ Sk−1(Γ0(2))で, U4ψ = ψU2かつすべての奇素数 pに対して, T k

2
(p2)ψ =

ψTk−1(p)となる同型写像が存在する.

ここで, S(1)
k
2

(̃Γ0(4))の直交基底 { fi}にψを適用する. fi |ψがニューフォームだと仮定す
ると, [1, Atkin Lehner, pp.151-153, Theorem 5]よりU2で固有値 ±2λ−1を持つ.よって

fi |U4ψ = fi |ψU2 = ±2λ−1 fi |ψ

より, fi |U4 = ±2λ−1 fiとなる.また, fiは S(1)
k
2

(̃Γ0(4))の元であるから,

α1 fi =

(
2
k

)
2λ fi = fi |U4W4 = ±2λ−1 fi |W4

となる.ここでW2
4は恒等変換だから,これにW4を作用させることによって,

α1 fi |W4 = ±2λ−1 fi

となる.この 2式で fiについて整理すれば, 4fi = fiとなり fi = 0となり矛盾する.よっ
て, fi |ψはオールドフォームである. fi |ψも同時固有形式であり Sk−1(Γ)にヘッケ代数
が重複度 1で作用することから, fi |ψ ∈ CFi(z) ⊕ CFi(2z)となる. ただし, Fi は Sk−1(Γ)
の元で,すべての素数の Tk−1(p)に対する正規化した同時固有形式である.
そこで ψ+ : S(1)

k
2

(̃Γ0(4))→ Sk−1(Γ)を fi 7→ Fi となるように定義する. この ψ+は単射

であることが次の補題から従う.

補題 5.14. f , f ′を 0でないS(1)
k
2

(̃Γ0(4))の元ですべての奇素数 pに対して T k
2
(p2)に関す

る同じ固有値を持つ固有形式とする.このとき, C f = C f ′である.

証明. C f , C f ′と仮定する. h = f |ψ, h′ = f ′|ψとおく. C f , C f ′の仮定のもとで,
Ch , Ch′である. また f , f ′の線形結合を考えることで, h(z) = F(z),h′(z) = F(2z)とで
きる. ただし, Fは Sk−1(Γ)のすべてのヘッケ作用素による同時固有形式である. よっ
て, h = h′|U2すなわち f = f ′|U4となる.

f , f ′は S(1)
k
2

(̃Γ0(4))の元であるから,

α1 f ′ = f ′|U4W4 = f |W4 =
1
α1

f |U4 =
1
α1

f ′|U2
4

となる.ここの ψを作用させることで,

α2
1h
′ = 22λh′ = h′|U2

2.

よって, 22λF(2z) = F(z)|U2ここで Fの Tk−1(2)に対する固有値を λとする. F(z)の q展
開を

∑
n≧1 a(n)qnとすると,

λF(z) = F(z)|Tk−1(2) =
∑
n≧1

(
a(2n) + 22λ−1a

(n
2

))
qn = F(z)|U2 + 22λ−1F(2z)
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=
{
22λ + 22λ−1

}
F(2z)

となる.よって, F = 0.これは矛盾. □

この補題は S(1)
k
2

(̃Γ0(4))にヘッケ代数が重複度 1で作用することを示している.

この補題から dimS(1)
k
2

(̃Γ0(4)) ≦ dimSk−1(Γ)が成立する. □

補題 5.7から補題 5.12を用いて命題 5.2, 5.6を示す.補題 5.7,補題 5.10より

dim Mk−1(Γ) ≦ dim M+k
2
(̃Γ0(4)) ≦ dim M(1)

k
2

(̃Γ0(4))

が成立する.補題 5.12より dim M(1)
k
2

(̃Γ0(4)) ≦ dim Mk−1(Γ)より,

dim Mk−1(Γ) = dim M+k
2
(̃Γ0(4)) = dim M(1)

k
2

(̃Γ0(4))

となる. 特に, M+k
2
(̃Γ0(4)) = M(1)

k
2

(̃Γ0(4))である. またカスプも同様に, S+k
2
(̃Γ0(4)) =

S(1)
k
2

(̃Γ0(4))である.

命題 5.2の写像は補題 5.7より単射であり,次元が等しいことから全射性もわかる.
よって同型写像となっている.
以上より命題 5.2, 5.6が示された.

□

pを素数とする. f (z) =
∑∞

n=0 a(n)qn ∈ M+k
2
(̃Γ0(4))のとき,コーネンプラススペースに

作用するヘッケ作用素 T+k
2
(p2)を

f (z)|T+k
2
(p2) =

∑
n≧0

(−1)λn≡0,1 (mod 4)

(
a(p2n) +

(
(−1)λn

p

)
pλ−1a(n) + pk−2a

(
n
p2

))
qn

で定義する. これは pが奇素数のときは, 重さ半整数の保型形式のヘッケ作用素を
M+k

2
(̃Γ0(4))へ制限したものであり差異はない. ただし, p = 2のとき T k

2
(p2)では和の中

の第 2, 3項が消えるように定義していたのに対し, T+k
2
(4)では消えないようになって

いる.

6 定理の証明

6.1 定理1.2の証明

定理 1.2の証明. まず (i)を示す. f ∈ M+k
2
(̃Γ0(4))とする. 奇素数 pに対して, T+k

2
(p2)は

T k
2
(p2)と一致するため, S+k

2
(̃Γ0(4))上でエルミート作用素となる.ここで,

f |T+k
2
(4) = f |W4|(U4W4 − α2) (6.1)
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であることを示す. pが奇素数のとき T+k
2
(p2)とU4,W4は各々可換であったため, (6.1)

が成立すればすべての異なる素数 p,qで T+k
2
(p2)と T+k

2
(q2)は可換である.

まず (6.1)の右辺を次のように 5つの項に分解して計算する.

f |W4|(U4W4 − α2) =
3∑
ν=0

2
k
2−2 f

∣∣∣∣∣∣∣∣ W4

1 ν

0 4

 , √2


k
2

W4 − α2 f |W4

=

4∑
ν=0

sν( f ).

ただし,

sν( f ) = 2
k
2−2 f

∣∣∣∣∣∣∣∣ W4

1 ν

0 4

 , √2


k
2

W4　 (0 ≦ ν ≦ 3),

s4( f ) =

(
2
k

)
2λ−1 f |W4

である.ここで, f (z) =
∑∞

n=0 a(n)qnとして sν( f ) (1 ≦ ν ≦ 4)を計算する.まず s4( f )に関
しては,

s4( f ) =

(
2
k

)
2λ−1 1

α1
f |U4 =

1
2

f |U4 =
1
2

∞∑
n=0

a(4n)qn

=
1
2

∑
(−1)λn≡0,1 (mod 4)

a(4n)qn +
1
2

∑
(−1)λn≡2,3 (mod 4)

a(4n)qn

となる.
s1( f ) + s3( f )に関しては,命題 5.6の証明の (ii) と同じ計算をして,

s1( f ) + s3( f ) = 2
k
2−2 f

∣∣∣∣∣∣∣∣ W4

1 1
0 4

 , √2


k
2

W4 + 2
k
2−2 f

∣∣∣∣∣∣∣∣ W4

1 3
0 4

 , √2


k
2

W4

=

(
2
k

)
2−2iλ(1+ i) f

(
z− 1

4

)
|U4 +

(
2
k

)
2−2i−λ(1− i) f

(
z+

1
4

)
|U4

=

(
2
k

)
1
2

∞∑
n=0

{
Re(iλ(1+ i)i−n)

}
a(4n)qn

となる.ここで

Re(iλ(1+ i)i−n) =


(

2
k

)
((−1)λn ≡ 0,1 (mod 4))

−
(

2
k

)
((−1)λn ≡ 2,3 (mod 4))

より,

s1( f ) + s3( f ) =
1
2

∑
(−1)λn≡0,1 (mod 4)

a(4n)qn − 1
2

∑
(−1)λn≡2,3 (mod 4)

a(4n)qn.
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よって,
s1( f ) + s3( f ) + s4( f ) =

∑
(−1)λn≡0,1 (mod 4)

a(4n)qn.

また s0( f )に関しては,

s0( f ) = 2
k
2−2 f

∣∣∣∣∣∣∣∣ W4

1 0
0 4

 , √2


k
2

W4

= 2
k
2−2(−2iz)−

k
2 f

(
− 1

4z

) ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0

0 4

 , √2


k
2

W4

= 2−2
(
− iz

2

)− k
2

f

(
−1

z

) ∣∣∣∣∣∣ W4

= 2−2

(
− 1

8iz

)− k
2

(−2iz)−
k
2 f (4z)

= 22λ−1
∞∑

n=0

a(n)q4n

= 2k−2
∑
4|n

a
(n
4

)
qn

となる.
最後に s2( f ) = 2k−1 ∑

n≧0

(
(−1)λn

2

)
a(n)qnを示す.まず,

s2( f ) = 2
k
2−2 f

∣∣∣∣∣∣∣∣ W4

1 2
0 4

 , √2


k
2

W4

= 2
k
2−2 1

α1
f

∣∣∣∣∣∣∣∣ U4

1 2
0 4

 , √2


k
2

W4

=

(
2
k

)
2

1
2−2

∑
ν mod 4

2
k
2−2 f

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ν

0 4

 , √2


k
2

1 2
0 4

 , √2


k
2

W4

=

(
2
k

)
2λ−3

∑
ν mod 4

f

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4ν + 2

0 16

 , 2
k
2

0 −1
4 0

 , (−2iz)
1
2


k
2

=

(
2
k

)
2λ−3

∑
ν mod 4

f

∣∣∣∣∣∣∣∣
16ν + 8 −1

64 0

 ,2(−2iz)
1
2


k
2

となる.ここで,16ν + 8 −1
64 0

 ,2(−2iz)
1
2
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　　 =

2ν + 1 −1+a(2ν+1)
8

8 −a

 , (8z− a)
1
2

(
8
−a

)
ε−1
−a

 8 a

0 8

 , ε−a

(
8
−a

)
(−i)

1
2


となる.また 2ν + 1 −1+a(2ν+1)

8

8 −a

 , (8z− a)
1
2

(
8
−a

)
ε−1
−a

 ∈ Γ̃0(4)

であり, f ∈ M+k
2
(̃Γ0(4))であることから,

s2( f ) =

(
2
k

)
2λ−3

∑
ν mod 4

f

∣∣∣∣∣∣∣∣
8 a

0 8

 , ε−a

(
8
−a

)
(−i)

1
2


k
2

=

(
2
k

)
2λ−3

∑
a mod 8

f

∣∣∣∣∣∣∣∣
8 a

0 8

 , ε−a

(
8
−a

)
(−i)

1
2


k
2

=

(
2
k

)
2λ−3

∑
a mod 8

f
(
z+

a
8

) (
ε−a

(a
2

)
(−i)

1
2

)−2λ−1

=

(
2
k

)
e

k
4πi2λ−3

∑
n≧0

 ∑
a mod 8

(a
2

)
ε−2λ−1
−a e2πi na

8

 a(n)qn

となる. λの偶奇で分けて

Gn =
∑

a mod 8

(a
2

)
ε−2λ−1
−a e2πi na

8

を計算する. Gnは 8を法とする nで定まる.
λが偶数のとき, nは 8を法として 0, 1, 4, 5のときを考える. λ = 2lとする. ここで,

χ(a) =
(

a
2

)
ε−1
−aとすると, χ(1) = −i, χ(3) = −1, χ(5) = i, χ(7) = 1である.よって,

G0 =
∑

a mod 8

χ(a) = 0,

G1 =
∑

a mod 8

χ(a)e2πi a
8 =

1
√

2
(−i + 1+ 1− i − i + 1+ 1− i) =

4
√

2
(1− i) = 4e

7πi
4 ,

G4 =
∑

a mod 8

χ(a)e2πi 4a
8 =

∑
a mod 8

χ(a)(−1)a = −G0 = 0,

G5 =
∑

a mod 8

χ(a)e2πi 5a
8 =

1
√

2
(i − 1− 1+ i + i − 1− 1+ i) =

4
√

2
(−1+ i) = 4e

3πi
4 ,

となる.よって,

s2( f ) =

(
2

4l + 1

)
e

4l+1
4 πi2λ−3

∑
n≧0

Gna(n)qn

= (−1)l(−1)le
πi
4 2λ−3

 ∑
n mod 1

4e
7πi
4 a(n)qn +

∑
n mod 5

4e
3πi
4 a(n)qn
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= 2k−1

 ∑
n mod 1

a(n)qn −
∑

n mod 5

a(n)qn


= 2k−1

∑
n≧0

(n
2

)
a(n)qn

となり,求める結果となった.
λが奇数のとき, nは 8を法として 0, 3, 4, 7のときを考える. λ = 2l + 1とする.ここ
で χ(a) =

(
a
2

)
ε−3
−aとすると, χ(1) = i, χ(3) = −1, χ(5) = −i, χ(7) = 1である.よって,

G0 =
∑

a mod 8

χ(a) = 0,

G3 =
∑

a mod 8

χ(a)e2πi 3a
8 =

1
√

2
(−i − 1− 1− i − i − 1− 1− i) =

4
√

2
(−1− i) = 4e

5πi
4 ,

G4 =
∑

a mod 8

χ(a)e2πi 4a
8 =

∑
a mod 8

χ(a)(−1)a = −G0 = 0,

G7 =
∑

a mod 8

χ(a)e2πi 7a
8 =

1
√

2
(i + 1+ 1+ i + i + 1+ 1+ i) =

4
√

2
(1+ i) = 4e

πi
4 ,

となる.よって,

s2( f ) =

(
2

4l + 3

)
e

4l+3
4 πi2λ−3

∑
n≧0

Gna(n)qn

= (−1)l+1(−1)le
3πi
4 2λ−3

 ∑
n mod 3

4e
5πi
4 a(n)qn +

∑
n mod 7

4e
πi
4 a(n)qn


= 2k−1

− ∑
n mod 3

a(n)qn +
∑

n mod 7

a(n)qn


= 2k−1

∑
n≧0

(−n
2

)
a(n)qn

となり,求める結果となった.
以上より (6.1)が示された.
次に T+k

2
(4)のエルミート性を確かめる. f ,g ∈ S+k

2
(̃Γ0(4))とする. U4W4は S k

2
(̃Γ0(4))

上のエルミート作用素であり, W2
4が恒等変換であることから,

⟨ f |T+k
2
(4),g⟩ = ⟨ f |W4U4W4,g⟩ − α2⟨ f |W4,g⟩

= α1⟨ f |W4,g⟩ − α2⟨ f ,g1⟩ − α2⟨ f ,g2⟩ = α1⟨ f ,g|W4⟩ − α2⟨ f , g1⟩ − α2⟨ f ,g2⟩
= α1⟨ f ,g1⟩ + α1⟨ f ,g2⟩ − α2⟨ f ,g1⟩ − α2⟨ f , g2⟩ = α1⟨ f ,g1⟩ − α2⟨ f ,g1⟩
= ⟨ f , g1|(U4W4 − α2)⟩ = ⟨ f ,g1|(U4W4 − α2)⟩ + ⟨ f , g2|(U4W4 − α2)⟩
= ⟨ f , g|W4(U4W4 − α2)⟩
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となり, T+k
2
(4)は確かにエルミート作用素になっている.以上より定理 1.2の (i)が示さ

れた.
(ii) を示す. 主張が p = 2で満たされること以外は [10, Shimura, pp.451-453]の結果
より従う.また p = 2のときも [10]と同様の議論でできる.

T+k
2
(p2)はヒルベルト空間 S+k

2
(̃Γ0(4))上のエルミート作用素の可換代数を生成する.

よってS+k
2
(̃Γ0(4))はすべての T+k

2
(p2)の固有形式からなる直交基底を持つ.補題 5.14よ

り,そのような固有形式は固有値に対して定数倍を除いて一意的に定まる.
f (z) =

∑
n≧1 a(n)qn ∈ S+k

2
(̃Γ0(4)),すべての素数 pに対して f |T+k

2
(p2) = λp f とする. ま

た Dを基本判別式で (−1)λDが正になるものをとる. このときヘッケ作用素を作用さ
せた後のフーリエ展開を考えることで∑

n≧1

a(|D|n2)n−s =

(
1−

(
D
p

)
pλ−1−s

) (
1− λpp−s+ pk−2−2s

)−1 ∑
n≧1

(n,p)=1

a(|D|n2)n−s

が成立する.このことから∑
n≧1

a(|D|n2)n−s = a(|D|)
∏

p

(
1−

(
D
p

)
pλ−1−s

) (
1− λpp−s+ pk−2−2s

)−1
(6.2)

すなわち

L
(
s− λ + 1,

(D))∑
n≧1

a(|D|n2)n−s = a(|D|)
∏

p

(
1− λpp−s+ pk−2−2s

)−1

が成り立つ.ここで,オイラー積
∏

p

(
1− λpp−s+ pk−2−2s

)−1
に対応するディリクレ級数

から定まる関数を Fとする. この Fは (iii) のS +
D,kを f に作用させたものになってい

る.よって, (iii) を示せば (ii) も示したことになる.
(iii) を示す. f (z) =

∑
n≧0 a(n)qn ∈ M+k

2
(̃Γ0(4))とする. まず, ヘッケ作用素とS +

D,kの

可換性を示す. pを素数として, f |S +
D,kTk−1(p), f |T+k

2
(p2)S +

D,kの q展開係数をそれぞれ

c1(n), c2(n)とすると,

c1(n) =


1
2

(1+ pk−2)L
(
1− λ,

(D))
a(0) (n = 0)∑

d|pn

(D
d

)
dλ−1a

(
p2n2

d2
|D|

)
+

∑
d| np

(D
d

)
dλ−1pk−2a

(
n2

p2d2
|D|

)
(n ≧ 1)

,

c2(n) =



1
2

(1+ pk−2)L
(
1− λ,

(D))
a(0) (n = 0)∑

d|n

(D
d

)
dλ−1a

(
p2n2

d2
|D|

)
+

∑
d|n

(D
d

)  (−1)λ n2

d2 |D|
p

 (pd)λ−1a

(
n2

d2
|D|

)
　　　　　　　　　　　 +

∑
d|n

(D
d

)
dλ−1pk−2a

(
n2

p2d2
|D|

)
(n ≧ 1)
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となる.すべての nに対して, c1(n) = c2(n)であることを示せばよい.
c1(0) = c2(0)は確かに成り立つ.
n > 0とし, n = pen′ ((p,n′) = 1)とする.まず c1(n)について整理する.

c1(n) =
∑
d|n′

e+1∑
l=0

(
D
pld

)
(pld)λ−1a

(
p2n2

(pld)2
|D|

)
+

∑
d|n′

e−1∑
l=0

(
D
pld

)
(pld)λ−1pk−2a

(
n2

(pl+1d)2
|D|

)

=
∑
d|n′

e∑
l=0

(
D
pld

)
(pld)λ−1a

(
p2n2

(pld)2
|D|

)
+

(
D

pe+1d

)
(pe+1d)λ−1a

(
n2

p2ed2
|D|

)

　　　　　　　　　　　 +
∑
d|n′

e−1∑
l=0

(
D
pld

)
(pld)λ−1pk−2a

(
n2

(pl+1d)2
|D|

)
.

次に c2(n)について整理する.

c2(n) =
∑
d|n′

e∑
l=0

(
D
pld

)
(pld)λ−1a

(
p2n2

(pld)2
|D|

)

　　　　 +
∑
d|n

e∑
l=0

(
D
pld

)  (−1)λ n2

(pld)2 |D|
p

 (pl+1d)λ−1a

(
n2

(pld)2
|D|

)

　　　　 +
∑
d|n

e∑
l=0

(
D
pld

)
(pld)λ−1pk−2a

(
n2

(pl+1d)2
|D|

)
.

ここで c2(n)の 2つ目の和に関しては

n2

(pld)2
= pe−l n

′2

d2

より l , eならば (−1)λ n2

(pld)2 |D|と pが互いに素でなくなるので,

(
(−1)λ n2

(pl d)2
|D|

p

)
が 0にな

る. l = eのとき,(−1)λ n2

(pld)2 |D|
p

 =
 (−1)λ n′2

d2 |D|
p

 = (
(−1)λ|D|

p

)  n′

d

p

2

=

(
D
p

)
となる.
また 3つ目の和は l = eのとき

a

(
n2

(pe+1d)2
|D|

)
= a

(
n′2|D|
p2d2

)
となり, |D|は 2以外は平方因子を持たないので p , 2のとき, n′2|D|

p2d2 は整数にならず

a
(

n′2|D|
p2d2

)
は 0になる. p = 2のときは D = 4d′ (d′ ≡ 2,3 (mod 4))とかけるときに
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n′2|D|
4d2 =

n′2|d′ |
d2 は整数となる. ここで n′, dが奇数であることと, (−1)λD > 0であること

から,

(−1)λ
n′2|d′|

d2
= (−1)λ|d′|n

′2

d2

≡ (−1)λ|d′| ≡ 2,3 (mod 4)

となり f (z) ∈ M+k
2
(̃Γ0(4))より a

(
n′2|d′ |

d2

)
は 0になる.よって,

c2(n) =
∑
d|n′

e∑
l=0

(
D
pld

)
(pld)λ−1a

(
p2n2

(pld)2
|D|

)
+

(
D

pe+1d

)
(pe+1d)λ−1a

(
n2

(ped)2
|D|

)

　　　　　　　 +
∑
d|n′

e−1∑
l=0

(
D
pld

)
(pld)λ−1pk−2a

(
n2

(pl+1d)2
|D|

)
.

となり, c1(n) = c2(n)となる.
よって,すべての素数 pに対し, f |S +

D,kTk−1(p) = f |T+k
2
(p2)S +

D,kが成り立つ.

次に (D, k) , (1,1)となるとき, S +
D,kが M+k

2
(̃Γ0(4))から Mk−1(Γ)への写像となってい

ることを示す.
k < 0, k = 3のときは M+k

2
(̃Γ0(4)) = {0}より明らか.

k = 1のときを考える. M+k
2
(̃Γ0(4)) = Cθであり, D , 1より Dが平方数でないことか

ら θ|S +
D,1 =

1
2L

(
1,

(
D
))
となり主張を満たす.

k > 3のとき,命題 5.2から M+k
2
(̃Γ0(4)) = CH k

2
⊕ S+k

2
(̃Γ0(4))であった. まず H k

2
|S +

D,k =

1
2L

(
1− λ,

(
D
))

Ek−1であることを示す.

定数項の部分は両辺とも 1
2L

(
1− λ,

(
D
))
である. H k

2
|S +

D,kの n番目の係数は,

L
(
1− λ,

(
D
))

ζ(2− k)

∑
d|n

∑
e| nd

µ(e)
( D
ed

)
(ed)λ−1σk−2

( n
ed

)

=
L
(
1− λ,

(
D
))

ζ(2− k)

∑
d|d′ |n

µ

(
d′

d

) (D
d′

)
(d′)λ−1σk−2

( n
d′

)

=
L
(
1− λ,

(
D
))

ζ(2− k)

∑
d′ |n

∑
d|d′

µ

(
d′

d

) (D
d′

)
(d′)λ−1σk−2

( n
d′

)

となり,
∑

d|d′ µ
(

d′

d

)
は d′ = 1以外では 0になるので,全体として

L(1−λ,( D))
ζ(2−k) σ2k−1 (n)とな

る. Ek−1(z) = 1+ 2
ζ(2−k)

∑
n≧1σk−2(n)qnより, H k

2
|S +

D,k =
1
2L

(
1− λ,

(
D
))

Ek−1は確かに成り

立つ.あとはS +
D,kが S+k

2
(̃Γ0(4))から Sk−1(Γ)への写像となっていることを示せばよい.

まずD ≡ 0 (mod 4)のときを考える.このとき,平方因子を持たないd ≡ 2,3 (mod 4)
により D = 4dとかける. f (z) =

∑
n≧0 a(n)qn ∈ M+k

2
(̃Γ0(4))に命題 4.20の志村対応Sd,k
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を作用させたものを考えると, f |Sd,k =
∑

n≧0

(∑
j|n

(
4d
j

)
jλ−1a

(
n2

j2 |d|
))

qn ∈ Sk−1(Γ0(2))と

なる. ここで nを奇数とすると (−1)λ n2

j2 |d| ≡ 2,3 (mod 4)となるから,奇数次の項の係
数は 0になる.よって,

f |S +
D,k = f |Sd,k|U2 (6.3)

となる.

ここでU2 = 2λ−1
1∑
ν=0

1 ν

0 2

であるから, α =

1 0
0 2

 , β = 1 1
0 2

として,

f (z)|Sd,k|U2 = f1(z) + f2(z) ( f1(z) = f (z)| [α]k−1 , f2(z) = f (z)| [β]k−1)

とする. ただし,どちらとも f |Sd,kの奇数次の項が出ないことから

1 1
0 1

の作用で不
変であることはわかっている.
まず f1については, Γ′ = α−1Γ0(2)α ∩ Γに対する重さ k− 1のカスプ形式となってい
る.ここで,

α−1

 a b

2c d

α = 1
2

2 0
0 1

  a b

2c d

 1 0
0 2

 = a 2b

c d


となる. Γは

1 1
0 1

と 0 −1
1 0

で生成されることと,

0 −1
1 0

 = 1 −1
0 1

 1 0
1 1

 1 −1
0 1


となることから, f1は Γの元で不変.よって f1 ∈ Sk−1(Γ)となる.
次に f2については, Γ′′ = β−1Γ0(2)β ∩ Γに対する重さ k− 1のカスプ形式となってい
る.ここで,

β−1

 a b

2c d

 β = 1
2

2 −1
0 1

  a b

2c d

 1 1
0 2

 = a− c a− c− d + 2b

c c+ d


となる. a = c = 1,b = d = −1とすると

0 −1
1 0

となることから, f2は Γの元で不変.

よって f2 ∈ Sk−1(Γ)となる.
これらのことから f |S +

D,k = f |Sd,k|U2 ∈ Sk−1(Γ)となり確かにS +
D,kは S+k

2
(̃Γ0(4))から

Sk−1(Γ)への写像となっている.
以上より, D ≡ 0 (mod 4)のときS +

D,kはM+k
2
(̃Γ0(4))からMk−1(Γ)への写像となってい

ることがわかった.
次に同型となる線形結合を D ≡ 0 (mod 4)のものだけで生成する. そのためにまず

f が 0でない固有形式ならば (−1)λD > 0となる基本判別式に対し, f の q展開係数で
a(|D|) = 0でないものが存在することを背理法を用いて示す.

(−1)λD > 0となる全ての基本判別式 Dに対し, a(|D|) = 0と仮定する. g = f |U4と
すると, g(z) =

∑
n≧0 a(4n)qnとなる. n ≡ 2 (mod 4)となる nに対して,ある基本判別式

D′と正の整数mにより, a(4n) = a(D′m2)とかける. ここで f の q展開係数に対する
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ディリクレ級数のオイラー積 (6.2)考えると,仮定から a(D′m2) = 0である. よって, g

の n ≡ 2 (mod 4)となる n番目の q展開係数は 0になる.ゆえに,

g

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1

0 4

 ,1
k
2

+ g

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −1

0 4

 ,1
k
2

= 4−
λ
2−

1
4 2 g

∣∣∣∣∣∣∣∣ U4

4 0
0 1

 ,4− 1
4


k
2

(6.4)

となる. 上式に出てくる関数はすべて S k
2

(̃
Γ0(16)

)
の元である. ここでトレース作用素

Tr : S k
2

(̃
Γ0(16)

)
→ S k

2

(̃
Γ0(4)

)
を

h|Tr =
∑

A j∈Γ0(16)\Γ0(4)

h|Ãj

で定義する. (6.4)の両辺にトレース作用素を作用させることを考える. [9, Niwa, pp.200-
201]より 4 ±1

0 4

 ,1 Tr = 4−
λ
2+

3
4 e±

2πik
8 U4W4,

U4

4 0
0 1

 ,4− 1
4

 Tr = 4−
λ
2+

3
4 (U4W4)

2

が成立する.よって (6.4)の左辺は

4−
λ
2+

3
4 · 2Re

(
e

2πik
8

)
g|U4W4 =

(
2
k

)
2−λ+2g|U4W4

となり,右辺は

4−
λ
2+

3
4 · 2 · 4− λ2− 1

4 g|(U4W4)
2 = 2−2λ+2g|(U4W4)

2

となる.よって

g|(U4W4)
2 =

(
2
k

)
2λg|U4W4

となる. ここで S k
2
(̃Γ0(4))でU4W4の作用の固有値で直交分解でき,かつその固有値が

0でないからU4W4は単射である. よって, g|U4W4 = α1g,すなわち g ∈ S+k
2
(̃Γ0(4))とな

る.さらにU4と奇素数に対するT+k
2
(p2)は可換だから, f と gは同じ固有値を持つ.よっ

て補題 5.14から f と gは定数倍の差異しか無い.その定数をCとすれば,

C f = g = f |U4 =

(
2
k

)
2λ f |W4

となる.これとW2
4 = 1を考えればC = ±2−λとなる.さらに命題の証明で用いた ψ+を

作用させて補題 5.14と同じ計算をすることで, f |ψ+|Tk−1(2) = ±(2λ + 2λ−1) f |ψ+となる.
次の定理はドリーニュの定理である.
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定理 6.5. [15,土井,三宅, p.169,定理 4.5.17][3, Deligne]
f (z) =

∑
n≧1 a(n)qn ∈ Sk(N, χ)を正規化した同時固有形式とする. pが Nを割らない

素数であるとすると,
a(p) ≦ 2p

k−1
2

が成り立つ.

f |ψ+ ∈ Sk−1(Γ)でヘッケ作用素の同時固有形式だから, Tk−1(2)の固有値は 2
k
2 を超え

ない.しかし,

2λ + 2λ−1 =
3
2

2λ = 2
k
2
3
√

2
4

より 3
√

2
4 > 1であるから, f |ψ+ = 0すなわち f = 0になり矛盾する.よって, (−1)λD > 0

となる基本判別式に対し, f の q展開係数で a(|D|) = 0でないものが存在する.
そこで f1, · · · , frを同時固有形式からなる直交基底とし, f j =

∑
n≧1 aj(n)qnとする.ま

た f jに対し (−1)λD j > 0で aj(|D j |) , 0となる基本判別式 D jが存在する.ここで

P(X1, · · · ,Xr) =
∏

1≦ j≦r

(
aj(D1)X1 + · · · + aj(|Dr |)Xr

)
とする.これは 0でない多項式であるから, P(c1, · · · , cr) , 0となる (c1, · · · , cr) ∈ Cr が
存在する.この (c1, · · · , cr)を用いて

S +
k = c1S

+
D1,k + · · · + crS

+
Dr ,k

とおく.各S +
D j ,k
とヘッケ作用素が可換であることから, S +

k とヘッケ作用素も可換で
ある.よって, f jと f j |S +

k が同じ固有値を持つことから,補題 5.14よりS +
k は単射であ

り, dimM+k
2
(̃Γ0(4)) = dim Mk−1(Γ)よりS +

k は全単射となり確かに同型となる線形結合

の存在が示された.
最後にD ≡ 1 (mod 4)のときS +

D,kがS+k
2
(̃Γ0(4))からSk−1(Γ)への写像になっているこ

とを示す. g ∈ Sk−1(Γ)を正規化された固有形式とし, g|Tk−1(p) = ωpgとする. gのq展開

係数は
∑

n≧1ω(n)n−s =
∏

p

(
1− ωpp−s+ pk−2−2s

)−1
で決まる ω(n)を用いて,

∑
n≧1ω(n)qn

とかける. ここでS +
k の逆対応を ϕ+とし, G = g|ϕ+S +

D,kとする. このときGはH上収
束する qのべき級数として表され, G|Tk−1(p) = ωpGとなる.このとき g|ϕ+S +

D,kの一次
の項の係数を cとすれば, Gの qnの係数は cω(n),すなわち g|ϕ+S +

D,k = cgとなる.ここ
で ϕ+が全単射であることから, S +

D,kは S+k
2
(̃Γ0(4))から Sk−1(Γ)への写像になっている.

□

6.2 定理1.3の証明

定理 1.3の証明. λを偶数とする. S0
2λ(Γ)を Lg(λ) , 0を満たす S L2(Z)に対する重さ

2λの正規化された固有形式で張られるS2λ(Γ)の部分空間とする.これからまず示すこ
とは

S0
2λ(Γ) = S+k

2
(̃Γ0(4))|S +

1,k
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である. 次の結果がランキン ·セルバーグの方法の基本的な場合であり,定理 1.3の証
明の基本的な部分である.

補題 6.6. [13, Zagier, p.145, Proposition 5]
Nを 1または 4, k2を整数とする. k1を k2 ≧ k1 + 2 > 2であり, N = 1ならば k1 ∈ 2Z,

N = 4ならば k1 ∈ 2Z + 1
2となるようにとる. Ek2を正規化した Γ0(N)に対する重さ k2

のアイゼンシュタイン級数とし,

f (z) =
∑
n≧1

a(n)qn ∈ Sk1+k2(N),

g(z) =
∑
n≧0

b(n)qn ∈ Mk1(N)

とする.このとき∫
Γ0(N)\H

f (z)g(z)Ek2(z)y
k1+k2

dxdy
y2
=
Γ(k1 + k2 − 1)

(4π)k1+k2−1

∑
n≧1

a(n)b(n)
nk1+k2−1

(6.7)

となる.

補題 6.6の証明. γ =

a b

c d

 ∈ S L2(Z), z ∈ Hのとき, Jk(γ, z) = (cz+ d)kとする. このと

き (6.7)の左辺は,∫
Γ0(N)\H

f (z)g(z)
∑

γ∈Γ∞\Γ0(N)

Jk2(γ, z)−1yk1+k2
dxdy

y2

=

∫
Γ0(N)\H

∑
γ∈Γ∞\Γ0(N)

Jk1+k2(γ, z)
−1 f (γz)Jk1(γ, z)−1g(γz)Jk2(γ, z)−1|Jk1+k2(γ, z)

2|Im (γz)k1+k2
dxdy

y2

=

∫
Γ0(N)\H

∑
γ∈Γ∞\Γ0(N)

f (γz)g(γz)Im (γz)k1+k2
dxdy

y2

=

∫
Γ∞\H

f (z)g(z)yk1+k2
dxdy

y2

=

∫ ∞

0

∫ 1

0

∑
n,m≧1

a(n)b(m)e2πi(n−m)xe−2π(n+m)yyk1+k2
dxdy

y2

=
∑

n,m≧1

a(n)b(m)
∫ ∞

0

∫ 1

0
e2πi(n−m)xe−2π(n+m)yyk1+k2

dxdy
y2

となる.ここで xでの積分では n , mでない項以外は 0になるので,∑
n≧1

a(n)b(n)
∫ ∞

0
e−4πnyyk1+k2−1dy

y
=

∑
n≧1

a(n)b(n)
1

(4πn)k1+k2−1
Γ(k1 + k2 − 1)

=
Γ(k1 + k2 − 1)

(4π)k1+k2−1

∑
n≧1

a(n)b(n)
nk1+k2−1

となり, (6.7)は示された. □
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補題 6.8. [14,黒川,栗原,斎藤, pp.422-426,定理 9.10]
g(z) =

∑
n≧1 b(n)qn ∈ S2k(Γ)を正規化した同時固有形式とする.このとき

∑
n≧1

σr(n)b(n)n−s =

∑
n≧1

b(n)n−s


∑

n≧1

b(n)nr−s

 ζ(2s− r − 2k+ 1)−1 (6.9)

が成立する.

証明. σr(n),b(n)は乗法的であるから,

∑
n≧1

σr(n)b(n)n−s =
∏

p

 ∞∑
l=0

σr(p
l)b(pl)p−ls

 (6.10)

となる.ここで
∑

n≧1 b(n)n−sのオイラー積表示 [5, Koblitz, pp.163-164]より,∑
n≧1

b(n)n−s =
∏

p

(
1− b(p)p−s+ p2k−1−2s

)−1

=
∏

p

((
1− β1(p)p−s) (1− β2(p)p−s))−1

を考えると,

∞∑
l=0

b(pl)p−ls =
1

(1− β1(p)p−s) (1− β2(p)p−s)

=
(
1+ β1(p)p−s+ β1(p)2p−2s+ · · ·

) (
1+ β2(p)p−s+ β2(p)2p−2s+ · · ·

)
となる.よって,

b(pl) = β1(p)l + β1(p)l−1β2(p) + β1(p)l−2β2(p)2 + · · · + β2(p)l

=
β1(p)l+1 − β2(p)l+1

β1(p) − β2(p)

となる.ここで, β1(p), β2(p)については

β1(p)β2(p) = p2k−1

が成り立つことに注意する.
次に,

σr(p
l) = 1+ pr + p2r + · · · + p(l+1)r

=
1− p(l+1)r

1− pr

となる.
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よって, (6.10)より,∑
n≧1

σr(n)b(n)n−s =
∏

p

 ∞∑
l=0

1− p(l+1)r

1− pr

β1(p)l+1 − β2(p)l+1

β1(p) − β2(p)
p−ls


=

∏
p

1
(1− pr)(β1(p) − β2(p))

　 ×
∞∑

l=0

(
β1(p)(β1(p)p−s)l − prβ1(p)(β1(p)pr−s)l

　　　　　 −β2(p)(β2(p)p−s)l + prβ2(p)(β2(p)pr−s)l
)

=
∏

p

1
(1− pr)(β1(p) − β2(p))

　　　 ×
(

β1(p)
1− β1(p)p−s

− prβ1(p)
1− β1(p)pr−s

− β2(p)
1− β2(p)p−s

+
prβ2(p)

1− β2(p)pr−s

)
=

∏
p

1
(1− pr)(β1(p) − β2(p))

　　　 ×
(

β1(p)(1− pr)
(1− β1(p)p−s)(1− β1(p)pr−s)

− β2(p)(1− pr)
(1− β2(p)p−s)(1− β2(p)pr−s)

)
=

∏
p

1
(β1(p) − β2(p))

　　　 ×
(

β1(p) − β2(p) − β1(p)β2(p)pr−2sβ1(p) − β2(p)
(1− β1(p)p−s)(1− β1(p)pr−s)(1− β2(p)p−s)(1− β2(p)pr−s)

)
=

∏
p

(
1− p2k−1+r−2s

(1− β1(p)p−s)(1− β1(p)pr−s)(1− β2(p)p−s)(1− β2(p)pr−s)

)

=

∏
p

(
(1− β1(p)p−s)(1− β2(p)p−s)

)−1


∏

p

(
(1− β1(p)pr−s)(1− β2(p)pr−s)

)−1


　　　　　　　　 ×

∏
p

(1− p2k−1+r−2s)


=

∑
n≧1

b(n)n−s


∑

n≧1

b(n)nr−s

 ζ(2s− r − 2k+ 1)−1

となる. □

まず S0
2λ(Γ) ⊂ S+k

2
(̃Γ0(4))|S +

1,kを示す.

g(z) =
∑

n≧1 b(n)qn ∈ S2λ(Γ)を正規化した同時固有形式とし, G′l (z) =
1
2ζ(1 − l) +∑

n≧1σl−1(n)qnとする. また Lg(s) = (2π)−sΓ(s)
∑

n≧1 b(n)n−sとする. ここで内積 ⟨g,G′2λ⟩
を計算する.補題 6.6, 6.8を用いて∫

Γ\H
g(z)G′r(z)G

′
2λ−r(z)y

2λdxdy
y2

(6.11)
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を計算する.まず k1 = r, k2 = 2λ − r,4 ≦ r ≦ k− 2として補題 6.6を用いると (6.11)は,

1
2
ζ(1− 2k+ r)

Γ(2k− 1)
(4π)2k−1

∑
n≧1

b(n)σr−1(n)
n2k−1

(6.12)

となる. (6.9)と命題 3.32の関数等式を用いると, (6.12)は

1
2
ζ(1− 2k+ r)

Γ(2k− 1)
(4π)2k−1

∑
n≧1

b(n)
n2k−1

∑
n≧1

nr−1b(n)
n2k−1

=
1
2
ζ(1− 2k+ r)2−2k+1Lg(2k− 1)Lg(2k− r)ζ(2k− r)−1Γ(2k− r)−1(π)2k−r

=
1
2
ζ(1− 2k+ r)ζ(2k− r)−1Γ(2k− r)−1(2π)2k−r2−2k+1Lg(2k− 1)Lg(r) (6.13)

となる.リーマンゼータ関数の整数値での値のベルヌーイ数表示から, (6.13)は

1
2
· (−1)

B2k−r

2k− r
(−1)−k+ r

2−1 2 · (2k− r)!
(2π)2k−r · B2k−r

1
(2k− r − 1)!

(2π)2k−r2−2k+1Lg(2k− 1)Lg(r)

=(−1)−k+ r
2 2−2k+1Lg(2k− 1)Lg(r)

となる.同様のことを k1 = 2λ − r, k2 = r, k+ 2 ≦ r ≦ 2k− 4で計算すれば,∫
Γ\H

g(z)G′r(z)G
′
2λ−r(z)y

2λdxdy
y2
= (−1)

r
2 2−2λ+1Lg(2λ − 1)Lg(r) (6.14)

が 4 ≦ r ≦ 2λ − 4, r , λで成り立つ. (6.14)が r = λでも成り立つことを確かめる.
ワイエルシュトラスの ℘関数の微分方程式 ℘′′(τ) = 6℘(τ)− 30G′4(z)を考えることに
より λ ≧ 4に対して,

(2λ − 6)(2λ + 1)
12

· 1
(2λ − 2)!

G′2λ =
1

2!(2λ − 6)!
G′4G

′
2λ−4 +

1
4!(2λ − 8)!

G′6G
′
2λ−6

+ · · · + 1
2!(2λ − 6)!

G′4G
′
2λ−4

が成り立つ [11, Swinnerton-Dyer, p.19].この両辺と gの内積を考え, ⟨g,G′2k⟩ = 0より∫
Γ\H

g(z)G′2λ(z)y
2λdxdy

y2
= 2−2λ+1Lg(2λ − 1) · 2(λ − 2)!

·
(
− 1

2!(2λ − 6)!
Lg(4)+

1
4!(2λ − 8)!

Lg(6)∓ · · · + (−1)
λ
2−1 1

λ!(λ − 4)!
Lg(4)

)
となる.ここで [7, Lang, pp.68-83,§5]のperiod relationより,右辺が (−1)

λ
2 2−2λ+1Lg(2λ−

1)Lg(λ)となり確かに (6.14)は r = λでも成り立つ.∑
n≧1 b(n)n−sのオイラー積表示 [5, Koblitz, pp.163-164]より,∑

n≧1

b(n)n−s =
∏

p

(
1− b(p)p−s+ p2λ−1−2s

)−1
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を考えると, Lg(2λ − 1) , 0である. 補題 5.14より, M2λ(Γ)にヘッケ代数が重複度 1で
作用することと, Lg(λ)が 0でないならば ⟨g,G′λ2⟩が 0にならないことからヘッケ代数
上の加群としてG′2λは CG′2λ ⊕ CS0

2λ(Γ)を生成する.
ここでG′λ(4z)θ(z)|S +

1,k = G′2λ(z)となることを確かめる.形式的に, σλ−1(0) = 1
2ζ(1−λ)

とし,

G′λ(4z)θ(z) =

∑
n≧0

σλ−1(n)q4n


∑

n∈Z
qn2


=

∑
n≧0


∑

r∈Z,r2≦n
r2≡n (mod 4)

σλ−1

(
n− r2

4

) qn

=
∑
n≧0

c(n)qn

とする.これにS +
1,kを作用させることで,

G′λ(4z)θ(z)|S +
1,k =

1
2
ζ(1− λ)c(0)+

∑
n≧1

∑
d|n

dλ−1c

(
n2

d2

) qn

=

(
1
2
ζ(1− λ)

)2

+
∑
n≧1


∑
d|n

dλ−1
∑

r∈Z,|r |≦ n
d

r≡ n
d (mod 2)

σλ−1

(
n2 − r2d2

4d2

) qn

となる.
n ≧ 1の部分の係数を計算する. n1 =

n−rd
2 ,n2 =

n+rd
2 とすると,∑

d|n

∑
r∈Z,|r |≦ n

d
r≡ n

d (mod 2)

dλ−1σλ−1

(n1n2

d2

)
=

∑
n1,n2∈Z>0
n1+n2=n

∑
d|(n1,n2)

dλ−1σλ−1

(n1n2

d2

)

となる.この内側の和を計算する.
ここで

n1 = pα1
1 pα2

2 · · · p
αl
l

n2 = pβ1

1 pβ2

2 · · · p
βl

l

(n1,n2) = pγ1

1 pγ2

2 · · · p
γl

l

と素因数分解する.ただし各 iに対し αi ≧ 0, βi ≧ 0, γi = min{αi , βi}である. σλ−1は乗法
性を持つから,∑

d|(n1,n2)

dλ−1σλ−1

(n1n2

d2

)
=

l∏
i=1

γi∑
j=0

p(λ−1) j
i σλ−1(p

αi+βi−2 j
i )
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=

l∏
i=1

γi∑
j=0

1

1− p(λ−1)
i

(
p(λ−1) j

i − p(λ−1)(αi+βi+1− j)
i

)
=

l∏
i=1

1− p(λ−1)(γi+1)
i

(1− p(λ−1)
i )2

− p(λ−1)(αi+βi+1)
i

1− p−(λ−1)(γi+1)
i

(1− p(λ−1)
i )(1− p−(λ−1)

i )


=

l∏
i=1

1− p(λ−1)(γi+1)
i + p(λ−1)(αi+βi+2)

i − p(λ−1)(αi+βi+1−γi )
i

(1− p(λ−1)
i )2


=

l∏
i=1

1− p(λ−1)(αi+1)
i

1− p(λ−1)
i

·
1− p(λ−1)(βi+1)

i

1− p(λ−1)
i


=

l∏
i=1

σλ−1(p
αi
i )σλ−1(p

βi

i )

= σλ−1(n1)σλ−1(n2)

となる.ここで,

G′2λ (z) =

∑
n≧0

σλ−1(n)qn


2

=

(
1
2
ζ(1− λ)

)2

+
∑
n≧1


∑

n1,n2∈Z>0
n1+n2=n

σλ−1(n1)σλ−1(n2)

 qn

より, G′λ(4z)θ(z)|S +
1,k = G′2λ(z)が成り立つ.これとS +

1,kとヘッケ作用素が可換であるこ
とにより, S+k

2
(̃Γ0(4))|S +

1,kは S0
2k(Γ)を含む.

S0
2λ(Γ) ⊃ S+k

2
(̃Γ0(4))|S +

1,kを示す. f =
∑

n≧1 a(n)qn ∈ S+k
2
(̃Γ0(4))をすべての素数 pに対

する T+k
2
(p2)に関する同時固有形式とし, 素数 pに対し T+k

2
(p2)の固有値を λpとする.

G′λ(4z)θ(z)|S +
1,k = G′2λ(z)であることから, ⟨ f (z),G′λ(4z)θ(z)⟩を計算する.

[10, Shimuta, p.460, Lemma3.2]より, Γ∞\Γ0(N)の代表元は

WN =
{
{c,d} ∈ Z2

∣∣∣ (c,d) = 1, c ≡ 0 (modN), c , 0ならば c > 0, c = 0ならば d = 1
}

となる整数の組 {c,d}に対して
a b

c d

 ∈ Γ0(N)と対応させてとれる.ここで,

W4 = {{4c,d} | {c,d} ∈W1} \ {{4c,2d} | {c,d} ∈W1}

と取れるから, Γ0(4)のカスプ∞に対するアイゼンシュタイン級数G∞λ (z)はG′λ(z)のカ
スプ∞の値を考えることにより,

G∞λ (z) = −2−λG′λ(2z) +G′λ(4z)
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となる.
ここで,形式的にσλ−1(0) = 1

2ζ(1− λ)とすると,

G′λ(2z)θ(z) =

∑
n≧0

σλ−1(n)q2n


∑

n∈Z
qn2


=

∑
n≧0


∑

n≧r2, r∈Z
n≡r2 (mod 2)

σλ−1

(
n− r2

2

) qn

=
∑
n≧0

c(n)qn

となる.よって,

G′λ(2z)θ(z)|U4 =
∑
n≧0

c(4n)qn

=
∑
n≧0


∑

4n≧r2, r∈Z
r∈2Z

σλ−1

(
4n− r2

2

) qn

=
∑
n≧0

 ∑
n≧r2, r∈Z

σλ−1

(
2n− 2r2

) qn

=

∑
n≧0

σλ−1(2n)qn


∑

n∈Z
qn2


=

(
G′λ(z)|U2

)
θ(z)

となる.
また,

G′λ(z)|U2 =
∑
n≧0

σλ−1(2n)qn

=
∑

n∈2Z+1,n≧0

σλ−1(2)σλ−1(n)qn +
∑

n∈2Z,n≧0

σλ−1(2n)qn

= (1+ 2λ−1)
∑

n∈2Z+1,n≧0

σλ−1(n)qn +
∑
n≧0

σλ−1(4n)q2n

= (1+ 2λ−1)

G′λ(z) − ∑
n∈2Z,n≧0

σλ−1(n)qn

 +∑
n≧0

σλ−1(4n)q2n

= (1+ 2λ−1)G′λ(z) − (1+ 2λ−1)
∑
n≧0

σλ−1(2n)q2n +
∑
n≧0

σλ−1(4n)q2n

= (1+ 2λ−1)G′λ(z) +
∑
n≧0

(
σλ−1(4n) − (1+ 2λ−1)σλ−1(2n)

)
q2n
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となる. σλ−1(4n) − (1+ 2λ−1)σλ−1(2n)を n = 2en′ (n′は奇数)として計算すると,

σλ−1(2
e+2n′) − (1+ 2λ−1)σλ−1(2

e+1n′) = σλ−1(n
′)

(
σλ−1(2

e+2) − (1+ 2λ−1)σλ−1(2
e+1)

)
= σλ−1(n

′)

(
1− 2(λ−1)(e+3)

1− 2λ−1
− (1+ 2λ−1)

1− 2(λ−1)(e+2)

1− 2λ−1

)
= σλ−1(n

′)
2(λ−1)(e+2) − 2λ−1

1− 2λ−1

= −2λ−1σλ−1(n
′)

1− 2(λ−1)(e+1)

1− 2λ−1

= −2λ−1σλ−1(2
en′)

= −2λ−1σλ−1(n)

となるから,

G′λ(z)|U2 = (1+ 2λ−1)G′λ(z) − 2λ−1
∑
n≧0

σλ−1(n)q2n

= (1+ 2λ−1)G′λ(z) − 2λ−1G′λ(2z)

となる.
また,

G′λ(z)θ(z)|W4 =
√
−2iz−kG′λ

(
− 1

4z

)
θ

(
− 1

4z

)
=

(
(−2iz)−λG′λ

(
− 1

4z

)) (√
−2iz−1θ

(
− 1

4z

))
=

(
(−1)

λ
2 2λ(4z)−λG′λ

(
− 1

4z

))
θ(z)

= (−1)
λ
2 2λG′λ(4z)θ(z)

G′λ(2z)θ(z)|W4 =
√
−2iz−kG′λ

(
− 1

2z

)
θ

(
− 1

4z

)
=

(
(−2iz)−λG′λ

(
− 1

2z

)) (√
−2iz−1θ

(
− 1

4z

))
=

(
(−1)

λ
2 (2z)−λG′λ

(
− 1

2z

))
θ(z)

= (−1)
λ
2G′λ(2z)θ(z)

となる.ゆえに,

G′λ(2z)θ(z)|(U4W4 − α2) =
(
(1+ 2λ−1)G′λ(z) − 2λ−1G′λ(2z)

)
θ(z)|W4 − α2G

′
λ(2z)θ(z)

= (−1)
λ
2 2λ(1+ 2λ−1)G′λ(4z)θ(z) − (−1)

λ
2 2λ−1G′λ(2z)θ(z)

　　　　　　　 + (−1)
λ
2 2λ−1G′λ(2z)θ(z)
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= (−1)
λ
2 2λ(1+ 2λ−1)G′λ(4z)θ(z)

G′λ(4z)θ(z)|(U4W4 − α2) = (α1 − α2)G
′
λ(4z)θ(z)

= (−1)
λ
2 3 · 2λ−1G′λ(4z)θ(z)

より,
G∞λ (z)|(U4W4 − α2) = (−1)

λ
2 (2λ − 1)G′λ(4z)θ(z)

となる.よって

(−1)
λ
2 (2λ − 1)⟨ f ,G′λ(4z)θ(z)⟩ = ⟨ f ,G∞λ (z)θ(z)|(U4W4 − α2)⟩

= ⟨ f |(U4W4 − α2),G
∞
λ (z)θ(z)⟩

=
3
2
α1⟨ f ,G∞λ (z)θ(z)⟩

となる.補題 6.6より

(−1)
λ
2 (2λ − 1)⟨ f ,G′λ(4z)θ(z)⟩ = (−1)

λ
2 · 3 · 2λ−1(1− 2−λ) · 1

6
ζ(1− λ)

Γ
(
λ − 1

2

)
(4π)λ−

1
2

∑
n≧1

2a(n2)
n2λ−1

となる.定理 1.2(ii)のオイラー積表示より,

⟨ f ,G′λ(4z)θ(z)⟩ = a(1)
1
4
ζ(1− λ)
ζ(λ)

Γ
(
λ − 1

2

)
(4π)λ−

1
2

∏
p

(
1− λpp−2λ+1 + p−2λ+1

)−1

となる. よって, ⟨ f ,G′λ(4z)θ(z)⟩が 0でないことと f の q展開係数の 1次の項が消えな
いことは同値である.
ここで f1, · · · , fr をS+k

2
(̃Γ0(4))の直交基底となる同時固有形式とし, fν =

∑
n≧1 aν(n)qn

とする.ヘッケ代数がM+k
2
(̃Γ0(4))に重複度 1で作用することと,内積が 0にならないこ

とからG′λ(4z)θ(z)はヘッケ代数上の加群としてCH k
2
⊕ (⊕aν(1),0C fν

)
を生成する.さらに

S +
1,kの定義と

∑
n≧1 a(n2)n−sのオイラー積から, aν(1) = 0と fν|S +

1,k = 0が同値であると
わかる.よってG′λ(4z)θ(z)|S +

1,k = G′2λ(z)よりS+k
2
(̃Γ0(4))|S +

1,kがS0
2λ(Γ)に含まれることが

わかる.これで定理 1.3が示された. □

系 1.4の証明. dimS+k
2
(̃Γ0(4)) = r, s=

2r (rは偶数)

2r − 1 (rは奇数)
とする.ここで,

ψ k
2
= Eλ(4z)θ(z) − H k

2
(z)

とおくと, ψ k
2
∈ S+k

2
(̃Γ0(4))である.ここで ψ k

2
の q展開の 1次の項の係数は 2− ζ(1−λ)

ζ(1−2λ) と

なるので, λ = 4でなければ 0にならない. このことと, M+k
2
(̃Γ0(4)),S+k

2
(̃Γ0(4))の次元公

式から
M+k

2
(̃Γ0(4)) = CH k

2
⊕ Cψ k

2
⊕ ∆(4z)M+k

2−12
(̃Γ0(4)) (6.15)
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となる. H k
2
は定数項を持ち, ψ k

2
は q展開の 1次の項で初めて 0にならない係数を持ち,

∆(4z)は q展開の 4次の項で初めて 0にならない係数を持つ.これを繰り返すことによ
り, S+k

2
(̃Γ0(4))の基底として,

{ei(z) |1 ≦ i ≦ s, i ≡ 0,1 (mod 4)}

がとれる.ただし, ei(z) =
∑

n≧1 ci(n)qnとすると,

ci(n) = 0 (n < i), ci(i) = 1

である.ここで, r次正方行列 (ci(n))1≦l,n≦s,l,n≡0,1 (mod 4)は上三角行列だから行基本変形を
して左から

(
αi,n

)
1≦i,n≦s,i,n≡0,1 (mod 4)をかけることによって, 単位行列にすることができ

る. 特にこの
(
αl,n

)
も上三角行列である. ここで {h1(z),h4(z),h5(z), · · · ,hs(z)}を次のよ

うに定義する.
hi(z) =

∑
j≡0,1 (mod 4)

αi, jej(z).

そこで hi(z) =
∑

n≧1 di(n)qnとすると,

di( j) = δi, j (0 ≦ i, j ≦ s)

となる.ここで, µ =
[√

2r
]
として {h1,h4, h5, · · · , hs}から添え字が平方数のものS +

1,kを
作用させると

hk2(z)|S +
1,k =

∑
n≧1

∑
e|n

eλ−1dk2

(
n2

e2

) qn

となり, hk2(z)|S +
1,kに 0でない係数が最初に現れるのは n = k2次の項である.よって,

h1|S +
1,k,h4|S +

1,k, · · · ,hµ2|S +
1,k

は一次独立となる. S +
1,kが単射となる次元 µの S2k(Γ)の部分空間が存在する. □

6.3 定理1.5の証明

定理 1.5の証明. l = 6の場合のみ示す. l = 8,10のときは S16(Γ),S16(Γ)の次元が 1次
元であることから, l = 6と同様な計算で示される.

Q = E4(z),R= E6(z)とする. q展開係数を比べることにより,

G′6(4z)θ(z) =
1

691

(
−65ζ(−11)H 13

2
(z) + 3A13

2
(z)

)
(6.16)

となる.ただし,

A13
2
= (−θ5 + 2θF)∆4 ∈ S13

2
(4)

∆4 = F(θ4 − 16F)
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である. ここで A13
2
=

∑
n≧1 a(n)qnとする. ここで A13

2
|S +

D,13 ∈ S12(Γ) = C∆となる. ∆の
q展開係数の 1次の項の係数が 1であることから, A13

2
|S +

D,13 = a(D)∆となる.
さらに,

H 13
2
|S +

D,13 =
L
(
−5,

(
D
))

ζ(−11)
G12

である.また [12, Zagier, pp.66-75]より,

G′6(4z)θ(z)|S +
D,6 = GQ(

√
D)

12

であった.

∆ =
1

1728
(Q3 − R2)

G′12 =
1

65520
(441Q3 + 250R2)

であることから, (6.16)にS +
D,13を作用させると

GQ(
√

D)
12 = αD

1
24

Q3 + βD
5

504
R2, (6.17)

αD =
−22 · 37 · 7L

(
−5,

(
D
))
+ a(D)

23 · 3 · 691
,

βD =
−23 · 53L

(
−5,

(
D
))
− 7a(D)

23 · 5 · 691

となり, αD, βD ∈ Z (D , 1,5,8, 13)を示さなければならない.
GQ(

√
D)

12 − 1
4ζQ(

√
D)(−5)が整数係数を持つことから (6.17)の q展開係数の 1次の項を計

算すると,
1

691

((
2 · 53 − 37 · 5 · 7

)
L
(
−5,

(D))
+ 3a(D)

)
となり,さらに Dの仮定から [12, Zagier, pp.88-92]より L

(
−5,

(
D
))
が偶数になること

から, αD, βDの分母に691が現れないことがわかる.よって, 23 ·3·5|a(D)を示せばよい.

• 8|a(D)を示す.

θ4 =
(
1+ 2

∑
qn2

)4
≡ 1 (mod 8)より

A13
2
≡ −θF + 2θF2 (mod 8) (6.18)

となる.しかし,

θF = − 1
26(1+ i)

E0
5
2

(6.19)

と E0
5
2

の q展開係数の D番目の係数 ė5
2
(D)は [5, Koblitz, pp.188-192, Proposition

5]より

ė5
2
(D) = (1+ i) · 23

(
1−

(D
2

)
2−2

) (
1− 2−4

)−1
ζ(−3)−1L

(
−1,

(D))
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であった. ζ(−3) = 1
120であることから,

ė5
2
(D) = 8(1+ i)

(
4−

(D
2

))
L
(
−1,

(D))
となる. [12, Zagier, pp.88-92]より L

(
−1,

(
D
))
が偶数であることから, (6.19)で

θFが 8で割り切れることがわかる.一方

θ5F + θF2 =
17

1+ i
2−12E0

9
2

より,

17
1+ i

2−12ė9
2
(D) = 17 · 2−12 · 27

(
1− 2−8

)−1
(
1−

(D
2

)
2−4

)
ζ(−7)−1L

(
−3,

(D))
と ζ(−7) = 1

240であることから,

17
1+ i

2−12ė9
2
(D) = 23

(
24 −

(D
2

))
L
(
−3,

(D))
となる. [12, Zagier, pp.88-92]より L

(
−3,

(
D
))
が偶数であることから, θ5F + θF2

の q展開係数のD番目の係数は 8で割り切れることがわかる. θ5F ≡ θF (mod 8)
と θFの D番目の係数が 8で割り切れることから (6.18)より 8|a(D)がわかる.

• 3|a(D)を示す.

θ4 + F ≡ 1 (mod 3)より ∆4 ≡ F(θ4 − F) ≡ θ8 − 1 (mod 3)となる.よって,

A13
2
= −θ5∆4 + 2θF∆4 ≡ −∆4θ ≡ θ − θ9

≡ (1+ 2
∑
n≧1

qn2
) − (1+ 2

∑
n≧1

q9n2
) (mod 3)

よって 3|a(D)となる.

• 5|a(D)を示す.

(6.16)より

a(D) ≡ 2
∑

r∈Z,D≧r2

D≡r2 (mod 4)

σ5

(
D − r2

4

)
≡ 2

∑
r∈Z,D≧r2

D≡r2 (mod 4)

σ1

(
D − r2

4

)
(mod 5)

となる.ここで, [2, Cohen, Proposition4.3]より,∑
r∈Z,D≧r2

D≡r2 (mod 4)

σ1

(
D − r2

4

)
= −5L

(
−1,

(D))

となり, [12, Zagier, pp.88-92]より L
(
−1,

(
D
))
∈ Zより 5|a(D).

よって αD, βDは整数であるから, GK
12は MHE

12 に含まれることが示された. □
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