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1. 序文

本修士論文は,保型関数体と呼ばれる SL2(Z)の合同部分群に対する保型関数からな

る体の生成元と, その生成元が満す方程式についての総合報告である. 本論文では, 石

井伸郎 · 石田信彦 による論文 [II96], [II99], [II98] をもとに, 合同部分群 Γ1(N), Γ(N)

の保型関数体 A1(N), A(N) の生成元とその生成元が満たす Q 上の方程式について

考察する.

A1(N) については石井伸郎による論文 [Ish83] で定義される関数 Xr(τ) を用いて

C 上２つの元で生成されることが, [II99] で示される. 一方, A(N) については, 生成

元が楕円曲線の j-invariant とWeber関数と呼ばれる関数を用いて与えられることが

古典的に知られているが, この場合その生成元の個数は多い. しかし, [II96] では N

が素数のときに, [II98]では一般の N の場合に A(N) が関数 Xr(τ) を用いて C 上 2

つの関数で生成されることを示している.

さらにこれらの論文では A1(N), A(N) の生成元が満す方程式を 1つ求めることに

より, Γ1(N), Γ(N) に対応するmodular curveと呼ばれる曲線の affine model を与え

ている. しかしこの方程式は非特異ではないので非特異モデルを与えているわけでは

ない. また N が素数の場合にはこの方程式を具体的に求めるアルゴリズムが存在す

るが, 一般の N についてはアルゴリズムが存在するとは言えない. だが一般の N に

ついても, 方程式は原理的には求めることができる.

N を正整数として, SL2(Z) の部分群 Γ0(N),Γ1(N),Γ(N) を次のように定義する.

Γ0(N) =

{(

a b
c d

)

∈ SL2(Z)

(

a b
c d

)

≡

(

∗ ∗
0 ∗

)

mod N

}

.(1)

Γ1(N) =

{(

a b
c d

)

∈ SL2(Z)

(

a b
c d

)

≡

(

1 ∗
0 1

)

mod N

}

.(2)

Γ(N) =

{(

a b
c d

)

∈ SL2(Z)

(

a b
c d

)

≡

(

1 0
0 1

)

mod N

}

.(3)

これらを SL2(Z) の合同部分群と言う.

SL2(Z) の上半平面H = {τ ∈ C | Imτ > 0} の点 τ への作用を

γ(τ) =
aτ + b

cτ + d

(

τ ∈ H, γ =

(

a b
c d

)

∈ SL2(Z)

)

で定める. H∗ = H∪Q∪{∞}とおき, とくにQ∪{∞}の元を cusp という. SL2(Z)の

H への作用は H∗ へ延長できる. 一般に, Γ を SL2(Z) もしくは合同部分群とすると,

H∗/Γ はある代数曲線 XΓ に位相同型であり, このときXΓ を Γ に対応するmodular

curve と言う. Γ = SL2(Z) の場合には, H∗/Γ は射影曲線 P1(C) に同型である.

ここで, Λτ を lattice: Zτ + Z とすれば, C 上の任意の楕円曲線 E/C はある τ ∈ H

に対して複素トーラス C/Λτ と解析的に同型である. また, 2つの楕円曲線 C/Λτ ,

C/Λ′
τ が解析的に同型ということと, SL2(Z) のある元 γ で, τ ′ = γ(τ) となるものが

存在することは同値である.

このことから, H/Γ の点は楕円曲線の同値類の全体と同型であることがわかる. 同

様に, Γ が Γ0(N),Γ1(N),Γ(N) の場合には次が成り立つ.
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(1) Γ = Γ0(N) の場合

H/Γ の点は楕円曲線E とE上の点で位数 N の巡回部分群 C の組 (E,C) の同

値類と対応する.

(2) Γ = Γ1(N) の場合

H/Γ の点は楕円曲線 E と E 上の order N の点 T の組 (E, T ) に対応する.

(3) Γ = Γ(N) の場合

H/Γ の点は楕円曲線 E と E 上の N 等分点の基底 {T1, T2}で, eN(T1, T2) =

exp(2πi/N) を満すものの組 (E, T1, T2) に対応する. ここで, eN(T1, T2) はWeil

pairingである.

上半平面上の有理型関数で, Γ の作用に関して不変であって 無限遠点でも有理型で

ある関数を Γ の保型関数と言う. Γ の保型関数全体のなす体を 保型関数体 (modular

function field) と言い, Γ0(N), Γ1(N), Γ(N) に関する保型関数体をそれぞれ A0(N),

A1(N), A(N) と表す.

Λ = Zτ + Z (τ ∈ H) を lattice として, 楕円曲線

EΛ : y2 = 4x3 − g2(τ)x− g3(τ)

を取る. ただし g2(τ) = 60
∑

0 6=ω∈Λ ω
−4, g3(τ) = 140

∑

0 6=ω∈Λ ω
−6 で, EL の形の楕円

曲線は Weierstrassの標準型と呼ばれる. また,

∆(τ) = g2(τ)
3 − 27g3(τ)

2,

j(τ) =
g2(τ)

3

∆(τ)
,

として, H 上の関数 fa = f 1
a , f

2
a , f

3
a を

fa(τ) =f 1
a (τ) =

g2(τ)g3(τ)

∆(τ)
℘

(

a

(

τ

1

)

; τ, 1

)

,

f 2
a (τ) =

g2(τ)
2

∆(τ)
℘

(

a

(

τ

1

)

; τ, 1

)2

,

f 3
a (τ) =

g3(τ)

∆(τ)
℘

(

a

(

τ

1

)

; τ, 1

)3

とおく. 但し a ∈ Q2 \Z2 で℘
(

a
(

τ
1

)

; τ, 1
)

は後に定義 2.3で与えられるWeierstrass の

℘-関数である. (これらの関数において, 各右辺に a
(

τ
1

)

の代わりに z ∈ C を代入した

ものは Weber関数と呼ばれる関数である. ) このとき, A0(N), A(N) の生成元につ

いて [Shi71] Propositions 2.10, 6.1 により次の定理が知られている.

定理 1.1.

A0(N) = C (j(τ), j(Nτ)) .(1)

A(N) = C
(

j(τ), fa(τ) | a ∈ N
−1Q2 \ Z2

)

.(2)
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本論文ではセクション 3において, セクション 2 で定義する関数 Xr(τ) を用いて,

A(N), A1(N) について次の定理が成り立つことを示す.

定理 3.13 関数XǫNN
2 , XN

3 は C 上 A1(N) を生成する.

定理 3.16 関数 XǫN

2 , X3 は C 上 A(N) を生成する.

さらにセクション 4で, 生成元が満たす方程式が Q 上の方程式として得られる事を

示し, N が素数の場合の方程式の求め方のアルゴリズムを述べる.

謝辞

本修士論文を書くに至るまで多忙ななか親切に御指導下さった雪江明彦先生, セミ

ナー等でお世話いただいた高橋豊文先生、森田康夫先生に深く感謝の意を表します.

また,私の疑問に耳を傾け, 時には一緒になって考えてくれた結城瑞穂氏、高角洋志

氏をはじめ院生の方々に感謝いたします.

2. 関数Xr(τ)の定義

N は 6以上の整数とする. 関数Xr(τ)の定義をするために, まずWeierstrass の σ-

関数および ζ-関数の quasi-period map η について述べ, レベル N のKlein form を定

義する. 以下 Λ = Zω1 + Zω2 を Z-lattice とする.

定義 2.1. Weierstrassの σ-関数 σ(z) を

σ(z) = σ(z; Λ) = z
∏

0 6=ω∈Λ

(

1−
z

ω

)

exp

(

z

ω
+

1

2

( z

ω

)2
)

で定義する.

このとき,

log

(

(

1−
z

ω

)

exp

(

z

ω
+

1

2

( z

ω

)2
))

= log
(

1−
z

ω

)

+
z

ω
+

1

2

( z

ω

)2

= −
1

3

( z

ω

)3

−
1

4

( z

ω

)4

− . . .

より, R > 0 を任意にとり |z| < R, |ω| > 2R とすれば, |ω| − |z| > |ω|/2 となり, |ω|

が十分大きいと log
(

1− z
ω

)

が 1価関数となるから
∣

∣

∣

∣

log

(

(

1−
z

ω

)

exp

(

z

ω
+

1

2

( z

ω

)2
))∣

∣

∣

∣

≤
1

3

∣

∣

∣

z

ω

∣

∣

∣

3

+
1

4

∣

∣

∣

z

ω

∣

∣

∣

4

+ . . .

≤

∞
∑

n=3

∣

∣

∣

z

ω

∣

∣

∣

n

=
|z|3

(|ω| − |z|)|ω|2
<

2R3

|ω|3
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となる. ゆえに |z| < R のとき

∑

|ω|>2R, ω∈Λ

log

(

(

1−
z

ω

)

exp

(

z

ω
+

1

2

( z

ω

)2
))

は絶対一様収束する. 従って σ-関数は C上で正則である. また lattice Λ 上では 0 と

なり, C \ Λ では 零点を持たない.

定義 2.2. Weierstrassの ζ-関数 ζ(z) を

ζ(z) =
1

z
+
∑

0 6=ω∈Λ

(

1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

)

で定義する.

ζ(z) = (log σ(z))′ なので ζ(z) はC \ Λ 上で収束する.

定義 2.3. Weierstrassの ℘-関数 ℘(a; Λ) を

℘(a; Λ) =
1

z2
+
∑

0 6=ω∈Λ

(

1

(z − ω)2
−

1

ω2

)

で定義する.

ζ-関数と ℘-関数の間には次の関係が成り立つ.

d

dz
log ζ(z) = −℘(z).

このことから, ℘-関数は C \ Λ 上収束する.

定義より ℘-関数は lattice Λ を周期に持つので, ω ∈ Λ とすると ζ(z+ ω)− ζ(z) は

z に依らない ω の関数となる. そこで

η(ω) = ζ(z + ω)− ζ(z)

とおき, これを ζ-関数の quasi-period map という. 勿論これは Dedekind の η-関数

とは異なる. また [Sil86] Proposition 5.2 より quasi-period map は Λ の線形写像で

ある.

quasi-period map を用いて, Im(ω1/ω2) > 0 のとき次の σ-関数の変換公式, および

Legendre の関係式が成り立つ.

σ(z + aω1 + bω2;ω1, ω2)

= (−1)ab+a+bσ(z;ω1, ω2) exp

(

(aη(ω1) + bη(ω2))

(

z +
1

2
(aω1 + bω2)

))

.
(2.4)

ω1η(ω2)− ω2η(ω1) = 2πi.(2.5)
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定義 2.6. η を lattice Λ = Zω1 +Zω2 についてのWeierstrassの ζ-関数のquasi-period

mapとする. また, η(ω1), η(ω2) をそれぞれ η1, η2 とおく. N を 1以上の整数として,

r, s を N を法として 0と合同でない整数とする. このときレベル N のKlein form を

次のように定義する.

Kr,s(ω1, ω2) = K

(

r

N
,
s

N
;

(

ω1

ω2

))

= exp

(

−
1

2

rη1 + sη2

N

rω1 + sω2

N

)

σ

(

rω1 + sω2

N
;ω1, ω2

)

.

[KL75] では定義式の exp の中の 1/2 が抜けていることに注意する.

H 上の有理型関数 f(τ) が ( 1 1
0 1 ) で不変なら，f は q のべき級数

f(τ) =
∞
∑

n=ν

anq
n

の形に展開できる. これを q-展開と言う. また H 上の有理型関数 f(τ) が ( 1 N
0 1 ) で不

変なら, x = exp(2πiτ/N) として f は x のべき級数

f(τ) =
∞
∑

n=ν

anx
n

の形に展開できる. これを x-展開と言う.

s を 合同部分群 Γ の cusp とすると σ ∈ SL2(Z) で σ(i∞) = s となるものが存在

する. Γs を

Γs = {γ ∈ Γ γ(s) = s}

とおく. このとき, ある正整数 h で

σ−1Γsσ · {±1} =

{

±

(

1 mh
0 1

)

m ∈ Z

}

(2.7)

となるものが存在する. この h に対して z(τ) = exp(2πiτh) とおくと z(σ−1(τ)) は Γ

の i∞ での解析的局所パラメータになる. つまり X = Γ\H∗ を 1次元複素多様体と

みなしたとき cusp s に対応する X の点 P で z(σ−1(τ)) は P における解析的局所環

の極大イデアルを生成する元になる．

よって f(τ) が Γ に関する保型関数のとき

f(σ(τ)) =

∞
∑

n=ν

an exp

(

2πiτ

h

)n

と展開され ν は f を X 上の有理型関数とみなしたときの f の P における位数であ

る．なお, f の P における解析的位数と代数的位数は一致する.

もし Γ = Γ(N) なら Γ(N) は SL2(Z) の正規部分群なので

γ ∈ σ−1Γsσ ⇐⇒ γ ∈ Γi∞
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であることはすぐわかる．したがって

σ−1Γsσ · {±1} =

{

±

(

1 mN
0 1

)

m ∈ Z

}

ということが全ての cusp で成り立つ．だから全ての cusp で (2.7) の h が N にと

れる.

一般の合同部分群 Γ に関して f を Γ に関する保型関数であるものとする．このと

き f を X = Γ\H∗ 上の有理型関数とみなすと morphism

φ : X → P1

が定まる．すると

φ−1(∞) =
∑

ordP (f)<0

(−ordP (f))P

であるが, [Har77] Proposition 6.9 により

deg(φ−1(∞)) = deg(φ−1(0))

=
∑

ordP (f)<0

(−ordP (f)) = [C(X) : C(P1)] = [C(X) : C(f)]

であるので次がわかる．

命題 2.8. f の極および零点における各位数の総和は等しく [C(X) : C(f)] である．

命題 2.9. Klein formについては次の (K1)～(K3)が成り立つ.

(K1) α = ( a b
c d ) ∈ SL2(Z) ならば

Kr,s

(

α

(

ω1

ω2

))

= K(r,s)α

((

ω1

ω2

))

Kr+aN,s+bN(ω1, ω2) = (−1)ab+a+b exp (−2πi(as− br)/(2N))Kr,s(ω1, ω2).(K2)

τ = ω1/ω2, q = exp(2πiτ), ζ = exp(2πi/N) とする. Kr,s(τ) = Kr,s(τ, 1) とおくと

(K3) Kr,s(τ)(2πi)

∞
∏

n=1

(1− qn)2

= − exp

(

2πis(r −N)

2N2

)

q
r(r−N)

2N2
(

1− ζsqr/N
)

∞
∏

n=1

(

1− ζsqn+r/N
) (

1− ζsqn−r/N
)
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証明. (K1)

Kr,s

(

α

(

ω1

ω2

))

= Kr,s

(

aω1 + bω2

cω1 + dω2

)

= exp

(

−
1

2

rη(aω1 + bω2) + sη(cω1 + dω2)

N

r(aω1 + bω2) + s(cω1 + dω2)

N

)

× σ

(

r(aω1 + bω2) + s(cω1 + dω2)

N
; aω1 + bω2, cω1 + dω2

)

.

α ∈ SL2(Z) より lattice Zω1 + Zω2 と Zω′
1 + Zω′

2 ( ω′
1 = aω1 + bω2, ω

′
2 = cω1 + dω2 )

は同じ latticeを与え, quasi-period map の線型性により

Kr,s

(

α

(

ω1

ω2

))

= exp

(

−
1

2

(ar + cs)η(ω1) + (br + ds)η(ω2)

N

(ar + cs)ω1 + (br + ds)ω2

N

)

× σ

(

(ar + cs)ω1 + (br + ds)ω2

N
;ω1, ω2

)

= K(r,s)α(ω1, ω2).

(K2)

Kr+aN,s+bN(ω1, ω2)

= exp

(

−
1

2

(r + aN)η1 + (s+ bN)η2

N

(r + aN)ω1 + (s+ bN)ω2

N

)

× σ

(

rω1 + sω2

N
+ aω1 + bω2;ω1, ω2

)

= exp

(

1

2

(r + aN)η1 + (s+ bN)η2

N

(r + aN)ω1 + (s+ bN)ω2

N

)

(−1)ab+a+b

× exp

(

(aη1 + bη2)

(

rω1 + sω2

N
+

1

2
(aω1 + bω2)

))

σ

(

rω1 + sω2

N
;ω1, ω2

)

= (−1)ab+a+b exp

(

(aη1 + bη2)(rω1 + sω2)− (rη1 + sη2)(aω1 + bω2)

2N

)

Kr,s(ω1, ω2)

= (−1)ab+a+b exp

(

(as− br)(η1ω2 − η2ω1)

2N

)

Kr,s(ω1, ω2)

= (−1)ab+a+b exp

(

−2πi(as− br)

2N

)

Kr,s(ω1, ω2).

ここで, 最初のステップでは σ-関数の変換公式 (2.4) を使い, 最後のステップで Le-

gendreの関係式 (2.5) を使った.

8



(K3) [Sil94] Theorem 6.4 より u = exp(2πiz) とおくと, σ-関数は q に関して

σ(z; τ, 1) = −
1

2πi
exp

(

1

2
η(1)z2 − πiz

)

(1− u)

∞
∏

n=1

(1− qnu)(1− qnu−1)

(1− qn)2

と展開できる. このことから明らかである.

定義 2.10. τ を上半平面の点, r を N を法として 0 と合同でない整数として, 関数

Xr(τ) を次のように定義する.

Xr(τ) = exp

(

−
πi(r − 1)(N − 1)

2N

)N−1
∏

s=0

Kr,s(τ)

K1,s(τ)
.

Xr(τ) に対しては次が成り立つ.

命題 2.11. (1) 任意の整数 k に対して,

Xr+kN(τ) = (−1)kXr(τ).

(2) γ = ( a b
c d ) ∈ SL2(Z) (c ≡ 0 mod N) に対して,

Xr(γ(τ)) = (−1)b(r−1) exp

(

2πi
(r2 − 1)ab

2N

)

Xra(τ)

Xa(τ)
.

(3) q = exp(2πiτ) とすると, Xr(τ) は Γ(2N2) の cusp i∞ の近傍で次のように無限

積に展開される.

Xr(τ) = q(r−1)(r+1−N)/(2N) 1− q
r

1− q

∞
∏

n=1

(1− qNn−r)(1− qNn+r)

(1− qNn−1)(1− qNn+1)
.

(4) Xr(τ) は レベル 2N2 の保型関数である.

(5) r が N を法として 0に合同でないとき, Xr(τ) は C では零点も極ももたない.

証明. (1)

Xr+kN(τ) = exp

(

−
πi(r + kN − 1)(N − 1)

2N

)N−1
∏

s=0

Kr+kN,s(τ)

K1,s(τ)

= exp

(

−
πi(r − 1)(N − 1)

2N

)

exp

(

−
πikN(N − 1)

2N

)

×
N−1
∏

s=0

(−1)k exp(−2πiks/(2N))Kr,s(τ)

K1,s(τ)

= exp

(

−
πi(r − 1)(N − 1)

2N

)

exp

(

−
πik(N − 1)

2

)

× exp

(

−πi
k

N

1

2
(N − 1)N

)

(−1)kN

N−1
∏

s=0

Kr,s(τ)

K1,s(τ)

= (−1)−k(N−1)+kNXr(τ)

= (−1)kXr(τ).
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(2) γ = ( a b
cN d ) とおく. Klein form の性質 (K2) より,

K(r,s)γ(τ) = (−1)cs exp

(

−
2πics(rb+ ds)

2N

)

Kra,rb+sd(τ),

K(1,s)γ(τ) = (−1)cs exp

(

−
2πics(b+ ds)

2N

)

Ka,b+sd(τ)

であるから, Xr(τ) の定義より,

Xr(γ(τ)) = exp

(

−
πi(r − 1)(N − 1)

2N

)N−1
∏

s=0

K(r,s)γ(τ)

K(1,s)γ(τ)

= exp

(

−
πi(r − 1)(N − 1)

2N

)N−1
∏

s=0

exp

(

−
2πibcs(r − 1)

2N

)

Kra,rb+sd(τ)

Ka,b+sd(τ)

= exp

(

−
πi(r − 1)(N − 1)

2N

)

exp

(

−
πibcN(r − 1)(N − 1)

2N

)N−1
∏

s=0

Kra,rb+sd(τ)

Ka,b+sd(τ)

= exp

(

−
πi(r − 1)(N − 1)(1 + bcN)

2N

)N−1
∏

s=0

Kra,rb+sd(τ)

Ka,b+sd(τ)

= exp

(

−
πi(r − 1)(N − 1)ad

2N

)N−1
∏

s=0

Kra,rb+sd(τ)

Ka,b+sd(τ)
.

ad− bcN = 1 より d と N は互いに素である. よって s が 0 から N − 1 まで動くと

き, rb+ sd, b+ sd はそれぞれ N を法として 0 から N − 1 まで動くので

N−1
∏

s=0

Kra,rb+sd(τ)

Ka,b+sd(τ)
=
Kra,0+a0N(τ)Kra,1+a1N(τ) · · ·Kra,(N−1)+aN−1N(τ)

Ka,0+b0N(τ)Ka,1+b1N (τ) · · ·Ka,(N−1)+bN−1N(τ)

となる. ただし各 aj, bj (j = 0 . . .N − 1) は整数である. 再び Klein form の性質 (K2)

により,

Kra,j+ajN(τ) = (−1)aj exp

(

−2πi
−raaj

2N

)

Kra,j(τ)

= (−1)aj exp

(

πiraaj

N

)

Kra,j(τ)

となるので,

N−1
∏

j=0

Kra,j+ajN(τ) =

N−1
∏

j=0

(−1)aj exp

(

πiraaj

N

)

Kra,j(τ)

= (−1)
PN−1

j=0 aj exp

(

πira

N

N−1
∑

j=0

aj

)

N−1
∏

j=0

Kra,j(τ)

10



同様に,

N−1
∏

j=0

Ka,j+bjN (τ) = (−1)
PN−1

j=0 bj exp

(

πia

N

N−1
∑

j=0

bj

)

N−1
∏

j=0

Ka,j(τ)

となる. ここで aj , bj の決め方から,
∑N−1

s=0 (rb+ sd) =
∑N−1

j=0 (j + ajN) であるから,

N−1
∑

j=0

aj = rb+
d− 1

2
(N − 1)

となる. 同様に

N−1
∑

j=0

bj = b+
d− 1

2
(N − 1).

ゆえに,

N−1
∏

j=0

Kra,j+ajN(τ)

Ka,j+bjN(τ)

= (−1)b(r−1) exp

(

πia

N

(

r
N−1
∑

j=0

aj −
N−1
∑

j=0

bj

))

N−1
∏

j=0

Kra,j(τ)

Ka,j(τ)

= (−1)b(r−1) exp

(

πia

N

(

(r2 − 1)b+
d− 1

2
(N − 1)(r − 1)

))N−1
∏

j=1

Kra,j(τ)

Ka,j(τ)
.

Xra(τ)

Xa(τ)
= exp

(

−
πi(N − 1)(r − 1)a

2N

)N−1
∏

j=1

Kra,j(τ)

Ka,j(τ)

より,

N−1
∏

j=1

Kra,j(τ)

Ka,j(τ)
= exp

(

πi(N − 1)(r − 1)a

2N

)

Xra(τ)

Xa(τ)

となる. したがって,

N−1
∏

j=0

Kra,j+ajN(τ)

Ka,j+bjN (τ)

= (−1)b(r−1) exp

(

πi(r2 − 1)ab

N

)

exp

(

πia(d− 1)(N − 1)(r − 1)

2N

)

× exp

(

πia(N − 1)(r − 1)

2N

)

Xra(τ)

Xa(τ)

= (−1)b(r−1) exp

(

πi(r2 − 1)ab

N

)

exp

(

πi(N − 1)(r − 1)ad

2N

)

Xra(τ)

Xa(τ)
.
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ゆえに,

Xr(γ(τ)) = (−1)b(r−1) exp

(

πi(r2 − 1)ab

N

)

Xra(τ)

Xa(τ)
.

(3) Klein form の性質 (K3) より成り立つ.

(4) X1(τ) = 1 に注意すれば, 命題 2.11 (2) よりXr(τ) は レベル 2N2 の保型関数で

あることがわかる.

(5) σ((rω1 + sω2)/N ;ω1, ω2) は r, s が共にN を法として 0に合同でない場合はゼロ

にならないので, Xr(τ) の定義より, Xr(τ) は C では零点も極も持たないことがわか

る.

ǫN =

{

1 N が奇数のとき
2 N が偶数のとき

とおくと先の命題から次が成り立つ.

命題 2.12. r が奇数なら Xr(τ) ∈ A(N), r が偶数ならXr(τ)
ǫN /∈ A(N) かつ Xr(τ) ∈

A(N) である.

証明. Γ(N) の任意の元 γ は N を法として ( 1 0
0 1 ) に合同なので, γ =

(

1+aN bN
cN 1+dN

)

(a, b, c, d ∈ Z) とおくと, 命題 2.11 (2) により

Xr(γ(τ)) = (−1)bN(r−1) exp

(

2πi
(r2 − 1)(1 + aN)bN

2N

)

Xr+arN(τ)

X1+aN(τ)

となるが, 命題 2.11(1) により,

X1+aN(τ) = (−1)aX1(τ) = (−1)a

Xr+aN(τ) = (−1)raXr(τ)

であるから,

Xr(γ(τ)) = (−1)(a+bN)(r−1) exp
(

πi(1 + aN)b(r2 − 1)
)

Xr(τ)

= (−1)(a+bN)(r−1)+(1+aN)b(r2−1)Xr(τ).

r が奇数なら明らかに Xr(γ(τ)) = Xr(τ) となる．

r を偶数とする．γ の行列式が 1であることから

a+ d+ (ad− bc)N = 0(2.13)

である. もし N が奇数なら

(a + bN)(r − 1) + (1 + aN)b(r2 − 1) ≡ (a + bN) + (1 + aN)b

≡ a + b+ b+ ab

≡ a(1 + b) mod 2.

a(1 + b) が奇数と仮定すると, a が奇数かつ b が偶数であるが, このとき, (2.13) より

0 = a+ d+ adN − bcN ≡ 1 + d+ d ≡ 1 mod 2
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となり矛盾が生じる. したがって a(1 + b) は偶数である. ゆえに, N が奇数なら

Xr(τ) ∈ A(N) が成り立つ.

もし N が偶数なら

(a + bN)(r − 1) + (1 + aN)b(r2 − 1) ≡ (a + bN) + (1 + aN)b

≡ a + b mod 2.

この場合, γ として
(

1+aN N
−a2N 1−aN

)

をとると, a+ b = a+ 1 は a が偶数のとき奇数とな

る. ゆえに, N が偶数の時, Xr(τ) /∈ A(N) だがXr(τ)
2 ∈ A(N) となる. 以上により,

r が偶数ならば, Xr(τ)
ǫN ∈ A(N) が成り立つ.

3. A(N) と A1(N) の生成元

N が 5 以下の整数の場合には古典的に知られているので, N が 6 以上の整数の場

合のみ考察する. rを N を法として 0と合同でない整数とする. A1(N) の元について

は次の補題が成り立つ.

補題 3.1. m,n を整数とする. このとき

Xm
2 X

n
3 ∈ A1(N)⇐⇒ 3m + 8n ≡ 0 mod ǫNN.

証明. XǫN

2 , X3 ∈ A(N) で Γ1(N) は Γ(N) と ( 1 1
0 1 ) で生成されるので, Xm

2 X
n
3 が ( 1 1

0 1 )

で不変であるための必要十分条件さえ調べれば良い. Klein form の性質 (K1)により

r, s を N を法として 0と合同でない整数とするとき, Kr,s(τ + 1) = Kr,s+r(τ) が成り

立つことに注意すれば

Xm
2 X

n
3 (τ + 1) =

(

N−1
∏

s=0

K2,s(τ + 1)

K1,s(τ + 1)

)m(N−1
∏

s=0

K3,s(τ + 1)

K1,s(τ + 1)

)n

×

(

N−1
∏

s=0

K2,s(τ)

K1,s(τ)

)−m(N−1
∏

s=0

K3,s(τ)

K1,s(τ)

)−n

Xm
2 X

n
3 (τ)

=

N−1
∏

s=0

(

K1,s(τ)K2,s+2(τ)

K2,s(τ)K1,s+1(τ)

)m(
K1,s(τ)K3,s+3(τ)

K3,s(τ)K1,s+1(τ)

)n

Xm
2 X

n
3 (τ)

=

(

K1,0(τ)

K1,N(τ)

K2,N(τ)

K2,0(τ)

K2,N+1(τ)

K2,1(τ)

)m

×

(

K1,0(τ)

K1,N(τ)

K3,N(τ)

K3,0(τ)

K3,N+1(τ)

K3,1(τ)

K3,N+2(τ)

K3,2(τ)

)n

Xm
2 X

n
3 (τ).

となる. ここで (K2) より

K1,0(τ)

K1,N(τ)
= − exp

(

−πi

N

)

,

K2,N(τ)

K2,0(τ)
=
K2,N+1(τ)

K2,1(τ)
= − exp

(

2πi

N

)

,

K3,N(τ)

K3,0(τ)
=
K3,N+1(τ)

K3,1(τ)
=
K3,N+2(τ)

K3,2(τ)
= − exp

(

3πi

N

)
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であるから,

Xm
2 X

n
3 (τ + 1) = exp

(

πi(3m+ 8n+mN)

N

)

Xm
2 X

n
3 (τ)(3.2)

このことから 3m+ 8n+mN ≡ 0 mod 2N ならば Xm
2 X

n
3 ∈ A1(N) である.

逆に 3m+ 8n+mN ≡ 0 mod 2N であるならば, µ = ( 1 1
0 1 ) とおくと (3.2) より

Xm
2 X

n
3 (µ(τ)) = Xm

2 X
n
3 (τ)

である. ゆえに, 3m + 8n + mN ≡ 0 mod 2N なら m は ǫN で割り切れるので,

Xm
2 = (XǫN

2 )m/ǫN となる. よって Xm
2 X

n
3 ∈ A1(N) である. したがって

Xm
2 X

n
3 ∈ A1(N)⇐⇒ 3m+ 8n+mN ≡ 0 mod 2N

が成り立つ.

また, 3m+ 8n+mN ≡ 0 mod 2N ならば, N が奇数のとき

3m + 8n ≡ −mN ≡ 0 mod ǫNN.

N が偶数のときは 3mが偶数となるのでmは偶数で,

3m + 8n ≡ −mN ≡ 0 mod ǫNN.

逆に, 3m + 8n ≡ 0 mod ǫNN ならば, 整数 kで

3m+ 8n+mǫNN = kǫNN(3.3)

となるものが存在する. N が奇数の場合, kが奇数であると仮定すると, (3.3)の右辺

は奇数で左辺は偶数となって矛盾が生じる. ゆえに kは偶数である. よって kǫNN =

3m+ 8n+mǫNN ≡ 0 mod 2N となる. N が偶数の場合は, ǫN = 2 で 3m は偶数な

ので m は偶数で,

3m+ 8n+mN = 2Nk −mN = N(2k −m) ≡ 0 mod ǫNN.

したがって,

3m+ 8n +mN ≡ 0 mod 2N ⇐⇒ 3m+ 8n ≡ 0 mod ǫNN

である.

A1(N) の定数でない元 f に対して, C(f) とA1(N) の拡大次数を d(f) とおくと次

の補題は明らかである.

補題 3.4. A1(N) の元 f0, f1, . . . fn が定数でないならば, A1(N) が C 上 f0, f1, . . . fn

で生成されることと, d(f0), d(f1) . . .d(fn) の最大公約数が 1になることは同値である.

このことを用いて, d(f0), d(f1), d(f2) の最大公約数が 1 となるような A1(N) の関

数 f0, f1, f2 を見つける. 命題 2.8 より拡大次数 d(f) は f の極での位数の総和に一致

しているので, まず関数Xm
2 X

n
3 ∈ A1(N) の極での位数を調べる.

Γ(N) ⊂ Γ1(N)よりX(N)からX1(N)へのcanonical mapが存在する. それを ψと

して, ψから導かれる A1(N)からA(N)への写像をψ∗とする. [Sil86] PROPOSITION

3.6 により, A1(N) の元 f の divisor (f) の ψ∗ による像 ψ∗((f)) は f · ψ の divisor に
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一致している. ここで, 点 P を X1(N) の点として, 点 P での ψ の分岐指数を eP と

おくと, X(N) は X1(N) の次数N のガロワ被覆なので divisor (P ) の ψ∗ による像

は, {P1 . . . PN/eP
} を P の上にあるX(N) の点の全体とすれば,

ψ∗((P )) = eP





N/eP
∑

j=1

Pj





となる. 点 P での f の位数を ordP (f), 点 Pj (j = 1 . . .N/eP ) での f · ψ の位

数を ordPj
(f) とおくと, 点 Pj の選び方に依らず, ordP (f) = ordPj

(f)/eP となる.

Xm
2 X

n
3 ∈ A1(N) ならば

ordP (Xm
2 X

n
3 ) =

1

eP

(

m

ǫN
ordPj

(XǫN

2 ) + n ordPj
(X3)

)

(3.5)

となる. 定義より, Xm
2 X

n
3 は Γ1(N) の cusp でのみ零点もしくは極を持つので, cusp

での Xm
2 X

n
3 の位数のみ計算すれば良いが, (3.5) により Γ(N) の cuspでの Xm

2 X
n
3 の

位数から Γ1(N)の cuspでの位数を求めることができる.

そこで, Γ(N), Γ1(N) に対して集合 V, U を次のように定める.

N が奇数のときには

V = {(u, v) | 1 ≤ u ≤ (N − 1)/2, 1 ≤ v ≤ N, GCD(u, v,N) = 1}

∪ {(0, v) | 1 ≤ v ≤ (N − 1)/2, (v,N) = 1}.

N が偶数のときには

V = {(u, v) | 1 ≤ u ≤ N/2− 1, 1 ≤ v ≤ N, GCD(u, v,N) = 1}

∪ {(N/2, v) | 1 ≤ N/2, GCD(v, N/2) = 1}

∪ {(0, v) | 1 ≤ v ≤ N/2, GCD(v, N) = 1}

とする. また,

U =

{

(u, v)
u, v ∈ Z, 1 ≤ v ≤ N,GCD(v, N) =: dとすると

0 ≤ u ≤ d/2 かつGCD(u, d) = 1

}

とする. このとき, U は V に含まれていることに注意する.

2つの整数の組 (u, v), (u′, v′) で u と v, u′ と v′ は互いに素であるものとすると,

(u, v)と (u′, v′) が Γ(N) の同値な cuspを与えることと, (u, v) ≡ ±(u′, v′) mod N と

なることは同値である. ゆえに Γ(N)の cuspに対応する整数の組 (u, v)については u,

v ともに N を法として考えて良い. また, (u, v)と (u′, v′) が Γ1(N) の同値な cusp を

与えることとある整数 a に対して (u, v) ≡ ±(u′ + av′, v′) mod N となることは同値

である. さらに, I を単位行列とすれば, i∞ への ±I の作用は等しいので, 集合 V, U

の元は Γ(N),Γ1(N) の cusp の代表系を与えていることがわかる.

各 (u, v) ∈ V ∪ U に対して行列 B(u, v) ∈ SL2(Z) を

B(u, v) ≡

(

u ∗
v ∗

)

mod N

となるものとすると次が成り立つ.
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補題 3.6. 集合{B(u, v)(i∞) | (u, v) ∈ V }, {B(u, v)(i∞) | (u, v) ∈ U}は Γ(N), Γ1(N)

の互いに同値でない cuspの完全代表系を与える.

B(u, v)(i∞)((u, v) ∈ U) で表される Γ1(N) の cusp を P (u, v)と書くことにす

る. B(u, v)(i∞)((u, v) ∈ V ) で表される Γ(N) の cusp を P ′(u, v)とする. x =

exp(2πiτ/N)とおくと, cusp P ′(u, v)での Xr(τ)の位数 νu,v(Xr(τ))はXr(B(u, v)(τ))

のcusp i∞での x-展開の位数として定義される. 便宜上,m,w ∈ Zに対して〈w〉mをm

を法としてw と合同な最小の非負整数とし,関数 αm(w)をαm(w) = 〈w〉m(〈w〉m−m)

で定める.

命題 3.7.

νu,v(X2(τ)) =
ǫN
2

(αd(2u)− αd(u))

νu,v(X3(τ)) =
1

2
(αd(3u)− αd(u)).

証明. B(u, v) ∈ SL2(Z), B(u, v) ≡
(

u u′

v v′

)

mod N とすれば, (K1)より

Kr,s(B(u, v)(τ)) = K(r,s)B(u,v)(τ)

であるが, (K2)よりKr,s(τ) は r, sをN を法として考えても定数倍しか違わないので,

K(r,s)B(u,v)(τ) = c∗K〈ru+sv〉N ,〈rv+sv′〉N (τ)

となる. ただし, c∗ はゼロでない定数である. また Kr,s(τ) の x-展開は (K3)より

Kr,s(τ)2πi
∞
∏

n=1

(1− xnN)2

= − exp

(

2πis(N − 1)

2N2

)

× x
r(r−N)

2N (1− xrζs)

∞
∏

n=1

(

1− ζsxnN+r
) (

1− ζsxnN−r
)

.

(3.8)

よって, Kr,s(τ) の 零点と極の位数は r, s を N を法として考えても変わらないので,

適当な定数 c を取ると,

Xr(B(u, v)(τ)) = c

N−1
∏

s=0

K〈ru+sv〉N ,〈rv+sv′〉N (τ)

K〈u+sv〉N ,〈v+sv′〉N (τ)

となる. よって 0 < r < N なら, nN ± r, r > 0 なので (3.8) より

νu,v(Xr(τ)) =
1

2N

N−1
∑

s=0

(〈ru+ sv〉N(〈ru+ sv〉N −N)− 〈u+ sv〉N(〈u+ sv〉N −N))

=
1

2N

N−1
∑

s=0

(αN(ru+ sv)− αN(u+ sv)) .
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r が奇数の場合, GCD(v, N) = 1 ならば, s が 1から N − 1 まで動くとき,任意の整数

w に対して w + sv はN を法として 1 から N − 1 まで動く. このことに注意すれば,

N−1
∑

s=0

αN(w + sv) =

N−1
∑

s=0

αN(s)

が成り立つ. ゆえに,

νu,v(Xr(τ)) =

N−1
∑

s=0

(αN(s)− αN(s)) = 0.

したがって,

νu,v(Xr(τ)) = 0 = (1/2)(α1(ru)− α1(u)).

GCD(v, N) = d 6= 1, v = kd とすると, GCD(k, N) = 1 となるので,

νu,v(Xr(τ)) =
1

2N

N−1
∑

s=0

(αN (ru+ skd)− αN (u+ skd))

=
1

2N

N−1
∑

s=0

(αN (ru+ sd)− αN(u+ sd))

=
d

2N

N/d−1
∑

s=0

(αN(ru+ sd)− αN(u+ sd)) .

ここで, 任意の整数 w に対して

N/d−1
∑

s=0

αN(w + sd) =

N/d−1
∑

t=0

(〈w〉d + td)(〈w〉d + td−N)(3.9)

が成り立つ. なぜならば, w = ad + b (a, b ∈ Z a > 0 0 ≤ b < d) とおくと 関数 αN

は mod N で考えても同じなので 0 < w < N と仮定して良く, N = kd とすれば,

0 < ad+ b < N なので, 0 ≤ a < (N − b)/d ≤ N/d = k である. ゆえに,

N/d−1
∑

s=0

αN(w + sd)

=

N/d−1
∑

s=0

〈(a+ s)d+ b〉N(〈(a+ s)d+ b〉N −N)

=

N/d−1+a
∑

s=a

〈sd+ b〉N(〈sd+ b〉N −N)

=

k−1
∑

s=a

〈sd+ b〉N (〈sd+ b〉N −N) +

N/d−1+a
∑

s=k

〈sd+ b〉N(〈sd+ b〉N −N)

=

k−1
∑

s=a

(sd+ b)(sd + b−N) +

N/d−1+a
∑

s=k

〈sd+ b〉N (〈sd+ b〉N −N).
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k ≤ s ≤ N/d− 1 + a なら,

kd+ b ≤ sd+ b ≤ N − d+ ad+ b

= N + (a− 1)d+ b

となるので,

N + b ≤ sd+ b < 2N

である. したがって

N/d−1+a
∑

s=k

〈sd+ b〉N(〈sd+ b〉N −N) =

a−1
∑

t=0

(td+ b)(td+ b−N)

となる. よって

N/d−1
∑

s=0

αN(w + sd) =

k−1
∑

s=a

(sd+ b)(sd + b−N) +

a−1
∑

t=0

(td+ b)(td+ b−N)

=
k−1
∑

t=0

(td+ b)(td+ b−N).

〈w〉d = b より (3.9) が成り立つ. このことから

νu,v(Xr(τ)) =
d

2N

N/d−1
∑

s=0

((〈ru〉d + sd) (〈ru〉d + sd−N)

− (〈u〉d + sd) (〈u〉d + sd−N)) .

w = 〈ru〉d または 〈u〉d とすると,

(w + sd)(w + sd−N) = w(w − d) + w(2sd+ d−N)

= αd(w) + w(2sd+ d−N)

より

νu,v(Xr(τ)) =
d

2N

N/d−1
∑

s=0

(〈ru〉d(〈ru〉d − d)− 〈u〉d(〈u〉d − d))

+
d

2N

N/d−1
∑

s=0

(〈ru〉d − 〈u〉d)(2sd+ d−N)

=
d

2N

N/d−1
∑

s=0

(αd(ru)− αd(u)) +
d2

2N
(〈ru〉d − 〈u〉d)

N/d−1
∑

s=0

(2s+ 1−N/d)

=
1

2
(αd(ru)− αd(u)) .

同様にして r が偶数のときは

νu,v(Xr(τ)) = (ǫN/2) (αd(ru)− αd(u))

であることが示される.
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(u, v) を V の元とすれば, u の範囲に注意すると

〈u〉d = u , 〈2u〉d = 2u.

ここで, νu,v(X
ǫN

2 (τ)) < 0となるのは, u < d/3 のときである. また, 0 < α ∈ Z, α −

3u = dk とおくと, α = 3u+ dk であるが, 1 ≤ u ≤ d/2 なら, 3 ≤ 3u ≤ 3d/2となる

ことから

〈3u〉d =

{

3u− d u ≥ d/3
3u u < d/3

となる. したがって, 次が成り立つ.

命題 3.10. Γ(N) の cusp P ′(u, v) での Xr(τ) の位数を νu,v(Xr(τ)) とおくと,

νu,v(X
ǫN

2 (τ)) =
ǫN(3u− d)u

2

νu,v(X3(τ)) =

{

(8u2 − 8ud+ 2d2) /2 u ≥ d/3
4u2 − ud u < d/3

系 3.11.

µu,v(X3) < 0 =⇒ µu,v(X
ǫN

2 ) < 0

また [Sil86, p.350] によると, P (u, v)での ψ : X(N) → X1(N) の分岐指数は

GCD(v, N) なので, 命題 3.7 により次が成り立つ.

命題 3.12. Xm
2 X

n
3 ∈ A1(N) とする. 関数 Xm

2 X
n
3 は Γ1(N) の cuspでのみ極もしく

は零点をもち, cusp P (u, v) ((u, v) ∈ U) での位数 µu,v(X
m
2 X

n
3 ) は次のようになる.

µu,v(X
m
2 X

n
3 ) =











(3m+ 8n)u2 − (m + 2n)du

2d
u < d

3

(3m+ 8n)u2 − (m + 8n)du+ 2d2n

2d
u ≥ d

3

ただし, d は v と N の最大公約数とする.

定理 3.13. 関数XǫNN
2 , XN

3 は C 上 A1(N) を生成する.

証明. XNiǫN

2 +XNj
3 の形の生成元を考える. N が奇数のとき ǫN = 1 で, 補題 3.12よ

り, XNi
2 +XNj

3 は Γ1(N) の cusp でしかもX2 が極を持つ cusp でのみ極を持つ. ゆ

えに u < d/3 のみ考えればよい. cusp P (u, v)
((

u
v

)

∈ U
)

でのXN
2 , X

N
3 の位数は,

µu,v

(

XN
2

)

=
3u2 − du

2

N

d
, µu,v

(

XN
3

)

= (4u2 − du)
N

d
.

ここで, i < 2j とすれば,

µu,v

(

XNi
2

)

− µu,v

(

XNj
3

)

< 0⇐⇒ u >
(2j − i)d

8j − 3i

となる. そこで

1 <
(2j − i)N

8j − 3i
< 2(3.14)
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となるような整数の組 (i, j) を取ると, cusp P (1, N) を除いては,

µu,v

(

XNi
2

)

< µu,v

(

XNj
3

)

が成り立つ. このとき,

d
(

XNi
2 +XNj

3

)

= −





∑

P (u,v)

µu,v

(

XNi
2

)

− µ1,N

(

XNi
2

)

+ µ1,N

(

XNj
3

)





= id
(

XN
2

)

+
3−N

2
i− (4−N)j.

(3.15)

ただし, 和
∑

P (u,v) は, Γ1(N) の cuspを動くものとする.

(i1, j1) =

(

N − 3,
N − 1

2

)

, (i2, j2) =

(

N − 5,
N − 3

2

)

とすれば, (i1, j1), (i2, j2) は不等式 (3.14) を満たす. (3.15) より,

d
(

XNi1
2 +XNj1

3

)

= i1d
(

XN
2

)

+
N − 5

2
,

d
(

XNi2
2 +XNj2

3

)

= i2d
(

XN
2

)

+
N − 3

2
.

したがって,

GCD
(

d
(

XǫNN
2

)

, d
(

XNi1
2 +XNj1

3

)

, d
(

XNi2
2 +XNj2

3

))

= GCD

(

d
(

XǫNN
2

)

,
N − 3

2
,
N − 5

2

)

= 1

となる. ゆえに,

A1(N) = C

(

XǫNN
2 , XNi1

2 +XNj1
3 , XNi2

2 +XNj2
3

)

.

一方, XN
2 , X

N
3 はC

(

XN
2 , X

Ni1
2 +XNj1

3 , XNi2
2 +XNj2

3

)

の元なので, C
(

XN
2 , X

N
3

)

は

C

(

XN
2 , X

Ni1
2 +XNj1

3 , XNi2
2 +XNj2

3

)

に含まれる. 逆の包含関係も明らかなので,

C
(

XN
2 , X

N
3

)

= C

(

XN
2 , X

Ni1
2 +XNj1

3 , XNi2
2 +XNj2

3

)

= A1(N).

N が偶数のときは, j > i ≥ 0 ならば

µu,v

(

XNiǫN

2

)

− µu,v

(

XNj
3

)

< 0⇐⇒ u >
(j − i)d

4j − 3i

となる. そこで, j > i ≥ 0 を満たし, しかも

1 <
(j − i)N

4j − 3i
< 2

となるような整数の組 (i, j) を探せば良い.

(i1, j1) = (2N − 12, 2N − 9) , (i2, j2) = (3N − 16, 3N − 12)

とすれば, 以下奇数の場合と同様にして主張が示される.
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A(N) の生成元についても同様の計算で次のことが確かめられる.

定理 3.16. 関数 XǫN

2 , X3 は C 上 A(N) を生成する.

証明. 定数値関数でない A(N) の関数 f に対して, d∗(f) = [A(N) : C(f)] とおく. N

が奇数のときは 定理 3.13 の証明と同様に (i1, j1), (i2, j2)をとると,

d∗(X i1
2 +Xj1

3 ) = i1d
∗(X2) + (N − 5)/2,

d∗(X i2
2 +Xj2

3 ) = i2d
∗(X2) + (N − 3)/2

となるから,

GCD(d∗(X2), d∗(X i1
2 +Xj1

3 ), d∗(X i2
2 +Xj2

3 ))

= GCD(d∗(X2), (N − 5)/2, (N − 3)/2) = 1.

N が偶数のときも A1(N) の証明と同様にして A(N) = C(X2
2 , X3) が示される.

さらに, 定理 3.13 により次の定理が成り立つ.

定理 3.17. m0, n0は 3m0+8n0 = ǫNN を満す整数とする. このときXm0
2 Xn0

3 , X8
2X

−3
3

は C 上 A1(N) を生成する.

証明. 3.1 より, Xm0
2 Xn0

3 , X8
2X

−3
3 ∈ A1(N) である. 定理 3.13 と

XǫNN
2 = (Xm0

2 Xn0
3 )3 (X8

2X
−3
3

)n0

XN
3 = (Xm0

2 Xn0
3 )8/ǫN

(

X8
2X

−3
3

)−m0/ǫN

より, Xm0
2 Xn0

3 , X8
2X

−3
3 はA1(N) の生成元であることがわかる.

4. X(N), X1(N) の定義方程式

前のセクションの定理 3.16より, 関数 XǫN

2 , X3 は C 上 A(N) を生成することが

わかった. ここではまず, X3 が Q[XǫN

2 ] 上整であることを示し, さらに Q[XǫN

2 ] 上の

X3 のモニックな既約方程式 FN(XǫN

2 , Y ) = 0 を求める. N が素数の場合には方程式

FN(X, Y ) = 0 の係数は 各 cusp でのXǫN

2 , X3 の Fourier展開をそれぞれ X, Y に代

入して, 帰納的に係数がわかっていない項のなかで最小次の項の係数を 0 とおくこと

により, 各項の係数を具体的に求めるアルゴリズムが得られる. 一方, N が素数でな

い場合にはそのようなアルゴリズムが存在するとは言えないが, すべての係数を決定

することは原理的には可能である.

また A1(N) については同様に, Xm0
2 Xn0

3 が Q[X8
2X

−3
3 ] 上整であることが示され,

方程式 FN(X, Y ) = 0 から Q[X8
2X

−3
3 ] 上の Xm0

2 Xn0
3 を根にもつモニックな方程式

EN(X8
2X

−3
3 , Y ) = 0 を 1つ導くことができる. もしこの方程式の次数が [A1(N) :

C(Xm0
2 Xn0

3 )] と一致すれば, この方程式は既約方程式である.

補題 4.1. X3 は C[XǫN

2 ] 上整である.
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証明. A = C[XǫN

2 ], B を A(N) のなかでのA の整閉包とする．B は Dedekind環 な

のでB の (0) でない素イデアル p は極大イデアルでB の p による局所化 Bp は離散
付値環である．さらに

B = ∩Bp
である．もし X3 /∈ B ならある p が存在してX3 /∈ Bp となる．p は X(N) のある点

P と対応し X3 はこの点 P で極を持つ．すると系 3.11 よりXǫN

2 もこの点 P で極を

もつのでXǫN

2 /∈ Bp である．Bp ⊃ A ∋ XǫN

2 なのでこれは矛盾である．よって X3 は

A 上整である．

上の補題より X3 の C(XǫN

2 ) 上の最小多項式は C[XǫN

2 ][Y ] のモニックな多項式か

ら取れる.

補題 4.2. 関数 X3 は次の形の多項式 FN (X, Y )に対して,既約方程式 FN(XǫN

2 , X3) =

0 を満す.

FN(X, Y ) = Y d2 + Φd2−1(X)Y d2−1 + · · ·+ Φ1(X)Y + Φ0(X) ∈ Q[X,Y ].

Φd2−1(X), . . .Φ1(X),Φ0(X) は共通因子を持たない Q 上の X についての多項式.

証明. d2 = [A(N) : C(XǫN

2 )] とおく. このとき, A(N) = C(XǫN

2 , X3) より, 拡大

A(N)/C(XǫN

2 ) の拡大次数は d2 で, 補題 4.1 よりC(XǫN

2 ) 上次数 d2 の X3 のモニッ

クな既約方程式ΨN(Y ) = 0 が存在する.

ζN = exp(2πi/N), kN = Q(ζN)とおいて, FN を A(N)の元で cusp i∞でのFourier

係数が kN -有理的であるものの全体とすると, FN は A(N) の部分体である. また, FN

と C は kN 上 linearly disjoint でA(N) = CFN が成り立つ ([Shi71] Chapter 6 6.2).

ゆえに A(N) = C(XǫN

2 , X3) により体の拡大 C/kN は忠実平坦なので FN は kN 上

XǫN

2 と X3 で生成されることがわかる. 従って, とくに ΨN(Y ) として kN(XǫN

2 )[Y ]

の元が取れる.

ΨN(Y ) = FN(X, Y )

とおくと, FN(X, Y ) ∈ kN [X, Y ] で, Y についての次数は d2 なので

FN(X, Y ) = Y d2 + Φd2−1(X)Y d2−1 + · · ·+ Φ1(X)Y + Φ0(X)

の形になっている. ここでΦd2−1(X), . . . , Φ1(X), Φ0(X)は共通因子を持たない kN [X]

の元である.

一方, f(τ) ∈ FN の Fourier展開を f(τ) =
∑

cnq
n とすれば, Gal (kN/Q) の任意

の元 σ のGal (FN/Q) への拡張は fσ =
∑

cσnq
n で定まる. このことから定数値関数

FN(XǫN

2 , X3) ≡ 0 を考えるとXǫN

2 , X3 は命題 2.11より cusp i∞ で整係数を持つから,

FN(X, Y ) =
∑

i,j

Ci,jX
iY j, Ci,j ∈ kN

とおくと,

0 = FN (XǫN

2 , X3)
σ =

∑

i,j

Cσ
i,jX

ǫN i
2 Xj

3 .
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∑

Cσ
i,jX

ǫN i
2 Xj

3 はまた C(XǫN

2 ) 上のX3 の最小多項式となる. したがって, hσ ∈ k
×
N が

存在し, F σ
N = hσFN である. しかし Y d2 の係数が 1 なので hσ = 1 となる. ゆえに

Cσ
i,j = Ci,j が任意の σ ∈ Gal (kN/Q) に対して成り立つ. このことから, Ci,j ∈ Q とな

る.

補題 4.3.

max {deg Φk(X) | 0 ≤ k < d2} = d3.

証明. 一般に C(A,B) を C 上超越次数 1の体で, A,B はともに C の元でないものと

する.

φ : C[X, Y ] −→ C(A,B)

X −→ A

Y −→ B

の kernel I は素イデアル で C[X, Y ]/I の超越次元が 1なのでNoetherの正規化定理

([Mat80, p.91] Corollaly 1) と [Mat80, p.92] Corollaly 3 より I は高さ 1のイデアル

である. C[X, Y ] は素元分解環なので, I はある既約元 F (X, Y ) で生成され, F は定

数倍を除いて一意的に決まる ([Mat80, p.141] Theorem 47).

ここで

d = [C(X, Y ) : C(X)], d′ = [C(X, Y ) : C(X)]

とおき,

Y d + a1(X)Y d−1 + · · ·+ ad(X) = 0 (ai(X) ∈ C(X))

を Y の C(X) 上の最小多項式とする. C(X) の元を掛けて

b0(X)Y d + b1(X)Y d−1 + · · ·+ bd(X) = 0 (bi(X) ∈ C[X]),

GCD(b0, · · · , bd) = 1

が成り立っていると仮定して良い.

G(X, Y ) = b0(X)Y d + · · ·+ bd(X)

とおき, R = C[X] とすると R は素元分解環であり, G(X, Y ) は R[Y ] の元として原

始多項式である. G(X, Y ) は C(X)[Y ] の元としては既約なので, R[Y ] = C[X, Y ] の

元として既約である. G(A,B) = 0 で, G は既約なので G は F の定数倍である. よっ

て F (X, Y ) の Y の多項式としての次数は d である. X と Y を入れ替えて, F (X, Y )

の X の多項式としての次数は d′ である. 補題 4.3 は上の考察を A = XǫN

2 , B = X3

にあてはめればわかる.

FN(X, Y )を補題 4.2 の多項式とする. C(XǫN

2 ) から A(N) への埋め込みから, X(N)

から 1次元射影空間 P1(C) へのmorphism ϕ で

ϕ(Q) =

{

(XǫN

2 (Q), 1) (XǫN

2 (Q) 6=∞)
(1, 0) (XǫN

2 (Q) =∞)
(4.4)
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となるものが導かれる. 任意の点 α ∈ P1(C) に対して, ϕ の逆像 ϕ∗ は

ϕ∗(α) =

r
∑

i=1

eiQi(4.5)

で与えられるX(N)のdivisorである. ここで, {Q1, · · · , Qr}はX(N)の点でX2(Qi) =

α となる点の全体であり, ei は, α 6= ∞ なら X2 − α の点 Qi での位数とし, α = ∞

ならば 1/X2 の点 Qi での位数とする. 補題 3.12 より,

ϕ∗(∞) = −
∑

(u,v)∈V
u≤d/3

ǫN
2

(3u2 − du)Pu,v,

ϕ∗(0) =
∑

(u,v)∈V
d/3≤u

ǫN
2

(3u2 − du)Pu,v.

一方, (4.5) で α =∞ ならば [Iwa93] Chapters 1,2 よりより次のように言いかえら

れる.

T = 1/XǫN

2 とおく. C(XǫN

2 )において Tに対応する付値を v とおくと, v は∞ ∈ P1

に対応している. 剰余体はC で代数閉体なので, C(XǫN

2 ) の完備化は C((T )) である.

XǫN

2 が極を持つ A(N) の cusp P ′(u, v) の定める付値による完備化をQu,v とすると,

A(N)⊗ C((T )) ∼= ⊕Qu,v(4.6)

となる. ただし Qu,v は XǫN

2 が極を持つ A(N)の cusp P ′(u, v)の定める付値による完

備化の全体をわたるものとする. また v の剰余体は代数閉体なので,剰余次数はすべて

1である. ゆえに拡大 [A(N) : C(XǫN

2 )]は完全分岐で, 分岐指数 eu,v は [Qu,v : C((T ))]

となる.

Ψ(T, Y ) = T d3FN (1/T, Y )

とおくと,

A(N) = C(T )[Y ]/(Ψ(T, Y ))

であり, C((T ))[Y ] で Ψ(T, Y ) =
∏

Gu,v(Y ) と既約多項式の積に分解される. ただし,

Gu,v は cusp P ′(u, v) に対応する C[[T ]][Y ] の原始多項式で, degGu,v(Y ) = eu,v であ

る. また, 埋め込み

A(N) →֒ Qu,v

による X3 の像は Gu,v(Y ) の根である.

| | を C((T )) での付値で, |T | = λ (0 < λ < 1) となるものとする. 多項式

f(Y ) = fmY
m + fm−1Y

m−1 + · · ·+ f0 ∈ C((T ))[Y ]

において 0 ≤ j ≤ m なる任意の j に対して,

log |fj | ≤
log |fm| − |f0|

m
j + log |f0|

となっているとき, つまり
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各点 (j, log |fj|) は線分の下にある．

0 i

(i, log |fi|)

(0, log |f0|)

(m, log |fm|)

m

このようになっているとき, f(X)は pureであるという. (pureは [Cas86] CHAPTER

SIXの Newton polygonの性質の一つある. ) また (m, (log |fm|− log |f0|)/m)を f(Y )

のタイプという.

[Cas86] CHAPTER SIX THEOREM 3.1 より次が成り立つ.

補題 4.7. f(Y ) ∈ C((T ))[Y ] が既約多項式であるならば pure である.

逆に, pureであっても既約とは限らない.

上の補題より, Gu,v(Y ) は既約多項式なので pureである.

Gu,v(Y ) = gu,v,eu,v
Y eu,v + · · ·+ gu,v,1Y + gu,v,0

とする. このとき各 k に対して gu,v,k ∈ C[[T ]] かつGCD(gu,v,eu,v
, · · · gu,v,0) = 1 であ

る. Gu,v(Y ) のタイプは (eu,v, γu,v) で,

γu,v =
log
∣

∣gu,v,eu,v

∣

∣− log |gu,v,0|

eu,v
(4.8)

である. 正数 cu,v を log cu,v = −γu,v となるように取ると,

log |gu,v,j| − log |gu,v,0|

j
≤ γu,v = − log cu,v

より, |gu,v,j|c
j
u,v ≤ |gu,v,0| であるから, 各 (u, v) に対して

|gu,v,0| ≥ |gu,v,j|c
j
u,v (j = 0, 1, · · · eu,v)(4.9)

となる.

(4.8) より,
∣

∣

∣

∣

gu,v,eu,v

gu,v,0

∣

∣

∣

∣

= c−eu,v

u,v(4.10)

となる. πu,v を Qu,v の素元として, fu,v を X3 の位数とすると, (4.10) より cu,v =

|π|
fu,v
u,v , (|π|u,v = λ1/eu,v) となる. したがって

cu,v = λ
fu,v

eu,v , γu,v =
fu,v

eu,v

log λ.

集合 {(i, j) | 0 ≤ i ≤ d3, 0 ≤ j < d2, Ci,j 6= 0} を I とおく. このとき, I の元 (i, j)

については次が成り立つ.
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補題 4.11. (i, j) が I の元ならば,

(1) 3iǫN + 8j ≡ 8d2 mod ǫNN

(2) (N−3)
2

iǫN + (N − 4)j ≤ (N − 4)d2

が成り立つ.

証明. (1)命題 2.11(2)により, Aとして ( 1 1
0 1 )をとると, ζN = exp

(

2πi
N

)

としてX1(τ) =

1 に注意すると,

X2(τ + 1) = exp

(

2πi
3

2N

)

(−1)X2(τ) = ζ
3+N

2
N X2(τ).

X3(τ + 1) = exp

(

2πi
8

2N

)

X3(τ) = ζ4
NX3(τ).

したがって,

FN (XǫN

2 (τ + 1), X3(τ + 1))

= Xd2
3 (τ + 1) +

∑

i,j

Ci,jX
iǫN

2 (τ + 1)Xj
3(τ + 1)

= ζ4d2
N Xd2

3 (τ) +
∑

i,j

Ci,jζ
3+N

2
iǫN+4j

N X iǫN

2 (τ)Xj
3(τ)

= 0.

ゆえに, Ci,j 6= 0 ならば, ζ4d2
N = ζ

3+N
2

iǫN+4j

N すなわち

4d2 ≡
3 +N

2
iǫN + 4j mod N.(4.12)

N が奇数のとき, ǫN = 1 となるので, (4.12) より

8d2 ≡ (N + 3)i+ 8j ≡ 3i + 8j mod N

⇐⇒ 3i + 8j ≡ 8d2 mod N.

N が偶数のときは, ǫN = 2 なので (4.12) より

8d2 ≡ (N + 3)iǫN + 8j ≡ 3iǫN + 8j mod ǫNN.

(i, j) ∈ I なので主張が成り立つ.

(2) XǫN

2 が極をもつような Γ(N) の cusp の全体を U とおくと,

U = {(u, v) | GCD(v, N) = dv > 3, GCD(u, dv) = 1, 0 < u < dv/3}

である. 先の議論から,

Ψ(T, Y ) = T d3FN

(

1

T
, Y

)

=
∏

(u,v)∈UGu,v(Y )
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と分解される. Gu,v(Y ) は cusp P ′(u, v) に対応する既約因子である. Gu,v(Y ) は pure

で, そのタイプ (eu,v, γu,v) において, eu,v は Gu,v(Y ) の次数, すなわち cusp P ′(u, v)

での XǫN

2 の極の位数であるから

eu,v =
ǫN(dvu− 3u2)

2
.

また γu,v については,

γu,v = −
X3 の cusp P ′(u, v) での位数

eu,v
log λ

=
4(dvu− 4u2)

(dvu− 3u2)ǫN
log λ

=
dv − 4u

dv − 3u

4

ǫN
log λ.

log λ < 0 でありしかも (dv − 4u)/(dv − 3u) は (u, v) = (1, N) のとき最大であること

はすぐわかるので, U の任意の元 (u, v) に対して γu,v ≥ γ1,N である. ゆえに

cu,v ≤ c1,N(4.13)

が成り立つ. 簡単のため, c = c1,N とおく.

また, C((T ))[Y ] の任意の元 f(Y ) = fmY
m + fm−1Y

m−1 + · · · f1Y + f0 に対して付

値 | |c を次のように定義する.

|f(Y )|c = max
j

{

|fj|c
j
}

[Cas86] CHAPTER SIX LEMMA 1.1 より | |c は C((T )) の付値の C((T ))[Y ] への

拡張になっている.

(4.9) より

|Gu,v(Y )|c = max
j
{|gu,v,j|c

j} ≤ max
j
{|gu,v,0|c

−j
u,vc

j} = |gu,v,0|max
j

{

(

c

cu,v

)j
}

となるが, (4.13) より, c/cu,v ≥ 1 なので, 右辺は j = eu,v のとき最大になる. した

がって,

|Gu,v(Y )|c ≤ |gu,v,0|

(

c

cu,v

)eu,v

= |gu,v,0|c
−eu,v

u,v ceu,v

である. (4.10) より,

|gu,v,0|c
−eu,v

u,v = |gu,v,eu,v
|

が成り立つので,

|Gu,v(Y )|c ≤ |gu,v,eu,v
|ceu,v

が成り立つ. |Gu,v(Y )|c の定義より

|Gu,v(Y )|c = max
j
{|gu,v,j|c

j} ≥ |gu,v,eu,v
|ceu,v
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となるので,

|Gu,v(Y )|c = |gu,v,eu,v
|ceu,v

が成り立つ.

FN(X, Y ) で Y d2 の係数は 1 なので, Ψ(T, Y ) では Y d2 の係数は

T d3 =
∏

gu,v,eu,v

である. したがって

|Ψ(T, Y )|c =
∏

(u,v)∈U |Gu,v(Y )|c =
∏

(u,v)∈U |gu,v,eu,v
|ceu,v =

∣

∣T d3
∣

∣ cd2 = λd3cd2

が成り立つ. 一方, 定義より

|Ψ(T, Y )|c = max
j

{∣

∣Φj(1/T )T d3cj
∣

∣

}

= max
j

{

λd3−deg Φj(X)cj
}

となるので,

λd3−deg Φj(X)cj ≤ λd3cd2

が成り立つ. 両辺の対数をとれば,

−γ1,N = log c = 4(N − 4)(N − 3)−1ǫN
−1 log λ

より

(d3 − deg Φj(X)) log λ− j log c ≤ d3 log λ+ d2 log c.

ゆえに,

− deg Φj(X) log λǫN − j
4(N − 4)

(N − 3)
log λ ≤ −d2

4(N − 4)

(N − 3)
log λ

である. 0 < λ < 1 より, − log λ > 0 なので上の不等式より補題の不等式が成り立

つ.

Φj(X) =
∑d3

i=0Ci,jX
i, (Ci,j ∈ Q) とおくと,

FN (XǫN

2 , Y ) = Y d2 +
∑

i,j

Ci,jX
iǫNY j .

但し, 和
∑

i,j は {(i, j) | 0 ≤ i ≤ d3, 0 ≤ j < d2} を動くものとする.

次に N が素数 pの場合, Ci,jを具体的に求める方法を述べる. この場合 ǫN = ǫp = 1

である. Xr(τ)(r = 2, 3)の Γ(p)の cuspでの x-展開を考える. ただし x = exp(2πiτ/p)

である. Γ(p)の cusp P ′(u, p) ((u, p) ∈ V ) は有理数 u/p で表される. 各 u に対して

Bu = B(u,N) =

(

u b
p ∗

)

∈ SL2(Z), ub ≡ 0 mod 2

となる b が取れる. 簡単のため, νu,p(Xr(τ)) を νr,u と書くことにする. cusp P ′(u, p)

での Xr(τ) の x-展開は 命題 2.11 より

Xr(Bu(τ)) = ±ζ
(r2

−1)ub

2
p xνr,u (1 +O(x))
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である. ただし O(xn) は, 最小次の項が xn であるようなべき級数を表すものとする.

(i, j) を














0 ≤ i ≤ d3

i < 2(d2 − j)(p− 4)(p− 3)−1

0 ≤ j < d2

3i+ 8j ≡ 8d2 mod p

(4.14)

を満す整数の組, もしくは (0, d2) とする. i についての 2つ目の条件は命題 4.11 (2)

に対応している. このとき

X2(Bu(τ))
iX3(Bu(τ))

j = ±ζ
(3i+8j)ub

2
N xν2,ui+ν3,uj (1 +O(x))

であるが, 3i+ 8j ≡ 8d2 mod p なので,

X2(Bu(τ))
iX3(Bu(τ))

j = ζ4ubd2
N Θu,i,j(x)

となる. ここで Θu,i,j(x) は Z[[x]] の元で, 最高次の係数は ±1 である. 方程式

FN(X, Y ) = 0 において, X = X2(Bu(τ)), Y = X3(Bu(τ)) とすると,

C0,d2Θu,0,d2(x) +
∑

(i,j)

Ci,jΘu,i,j(x) = 0.

但し, C0,d2 = 1, 和
∑

(i,j) は (4.14) を満す整数の組を動くものとする. 集合 S0 を

S0 = {(i, j) | 条件 (4.14)を満す整数の組 } ∪ {(0, d2)}

とする. また, S1 を S0 の部分集合で,
{

(i, j) ∈ S1 なら, Ci,j の値が決定されている
(i, j) ∈ S0 \ S1 なら, Ci,j の値が決定されていない

となっているものとする. 以下 S1 に新たな項を増やせることを示す.

まず, C0,d2 = 1 がわかってることから, S1 = {(0, d2)} ととれる.
∑

(i,j)∈S0\S1

Ci,jΘu,i,j = −
∑

(i,j)∈S1

Ci,jΘu,i,j(4.15)

において右辺の各項は決定されているので左辺の項について考える. 各u ((u,N) ∈ V )

に対して, 整数 m(u) を

m(u) = min {ordx (Θu,i,j(x)) = ν2,ui+ ν3,uj | (i, j) ∈ S0 \ S1}

とおく. 主張が成り立つことを示すためには次が言えれば良い.

補題 4.16. ν2,ui + ν3,uj = m(u) が唯 1つの解 (iu, ju) ∈ S1 \ S0 を持つような整数 u

が存在する.

実際, 補題 4.16が成り立つならば, (4.15) の左辺はCiu,ju
xm(u) +O(xm(u)+1) となり,

Ciu,ju
の値が具体的に求められる. (iu, ju) を S1 に付け加えて同じ議論を繰り返せば,

有限回の操作で S0 = S1 が具体的に得られる. 以下, 補題 4.16 を示す.
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証明. すべての u ∈ Z (p/3 < u < p/2) に対して, 補題 4.16の等式を満す S0 \ S1 の元

が 2つ存在すると仮定する. この 2つを (iu,1, ju,1), (iu,2, ju,2) (ju,1 > ju,2) とおく.

ν2,u(iu,1 − iu,2) + ν3,u(ju,1 − ju,2) = 0

となるが, ν2,u = (1/2)(3u2 − pu) と ν3,u = 4u2 − 4up + p2 は

4u2 − 4up + p2 = (p− 3u)(p− u) + u2

より互いに素なので, ju,1 − ju,2 (> 0) は ν2,u (> 0) の倍数である. ゆえに, ある正整

数 wu で

ju,1 − ju,2 = ν2,uwu

となるものが存在する. p = 7 の場合, p/3 < u < p/2 を満す整数は u = 3 のみで,

このとき補題 3.12 より ν2,3 = d2 = 3 である. ゆえに, ju,1 − ju,2 > 3 となる. 一方,

(iu,1, ju,1), (iu,2, ju,2) ∈ S0 \ S1 より, 0 < ju,1, ju,2 < 3 である. したがって矛盾が生じ

る. また p > 7 のときは, p/3 < u < p/2 を満す整数 u は 2つ以上存在するので, そ

れらを u > u′ とおくと. m(u), m(u′) の最小性から

ν2,u′iu,2 + ν3,u′ju,2 ≥ ν2,u′iu′,1 + ν3,u′ju′,1

ν2,uiu′,1 + ν3,uju′,1 ≥ ν2,uiu,2 + ν3,uju,2

となる. 従って

ν2,u′(iu,2 − iu′,1) + ν3,u′(ju,2 − ju′,1) ≥ 0

ν2,u(iu′,1 − iu,2) + ν3,u(ju′,1 − ju,2) ≥ 0.
(4.17)

ju′,1 > ju,2 と仮定すると, iu,2 − iu′1 > 0 であるが, (4.17)より

(ν2,u′ − ν2,u)(iu′,1 − iu,2) + (ν3,u′ − ν3,u)(ju′,1 − ju,2) ≤ 0

となり, これは ν2,u > ν2,u′ > 0 かつ ν3,u′ > ν3,u > 0 に矛盾する. 従って ju′,1 ≤ ju,2

である.

L =
[p

3

]

+ 1 , M =
[p

2

]

,

とおく. ただし [ ] はGauss記号である. このとき

jM,1 − jL,2 = jM,1 − jM,2 + jM,2 − jL,2

≥
M
∑

L

(ju,1 − ju,2) =
L
∑

M

ν2,uwu

≥
M
∑

L

ν2,u ≥
L
∑

M

1

2
(3u2 − pu).

いま, p は素数なので,命題 3.7より 最終項の総和は X2 の零点の位数の総和になって

いるので d2 に等しい. ゆえに, jM,1−jL,2 ≥ d2 である. しかし, (iM,1, jM,1), (iL,2, jL,2)

は S0 \ S1 の元なので, 0 ≤ jL,2 < jM,1 < d2 となり, 矛盾が生じる. よって主張が示

された.
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注 4.18. この証明は, N が素数でない場合には XǫN

2 , X3 の Γ(N) の cusp での位

数を比較することになるが, このとき命題 3.7 より, 各 cusp P ′(u, v) での νu,v(X
ǫN

2 ),

νu,v(X3)の値は GCD(v, N) に依存するので, 上の証明のように νu,v(X
ǫN

2 ) の大小関係

を一般的に決定することはできない. このことから一般の N についてはこの証明は

成り立たない.

補題 4.16 の証明に基いて素数 p に対してA(p) の生成元 X2, X3(τ) の満たす Q上

の方程式 FN(X, Y ) = 0 を求めるアルゴリズムが得られる.

アルゴリズム.

(1) : 7以上の素数 p を入力する.

(2) : S0 ← {(4.14) を満す整数の組 (i, j)} ∪ {(0, d2).

S1 ← {(0, d2)}.

C0,d2 = 1 として C0,d2 を出力する.

(3) : L← S0 \ S1, l ← |L|.

もし l = 0 ならばアルゴリズムは終る.

(4) : u← (p− 1)/2.

(5) : (i, j) ∈ L に対して関数 X i
2X

j
3 の cusp Pu での位数 ou(i, j) = ν2,ui+ ν3,uj を計

算して

ou(iu,1, ju,1) ≤ ou(iu,2, ju,2) ≤ · · · ≤ ou(iu,l, ju,l)

となるように並べかえる.

(6) : もし l ≤ 2 かつ ou(iu,1, ju,1) = ou(iu,2, ju,2) であるならば, u← u − 1 として 5

に戻る.

(7) : m を l 以下の最大の整数で

ou(iu,1, ju,1) < ou(iu,2, ju,2) < · · · < ou(iu,m−1, ju,m−1) < ou(iu,m, ju,m)

となるようなものとする.

もし m < l ならば, m← m− 1, K ← ou(iu,m, ju,m) とする.

(i, j) ∈ S1∪ {(iu,1, ju,1), (iu,2, ju,2), · · · , (iu,m, ju,m)}に対して, Θu,i,j(x) mod xK+1

の x-展開を計算する.

m
∑

s=1

Ciu,s,ju,s
Θu,iu,s,ju,s

(x) ≡ −
∑

(i,j)∈S1

Ci,jΘu,i,j(x) mod xK+1

31



より, Ciu,s,ju,s
(s = 1, ..,m) を決定する.

S1 ← S1 ∪ {(iu,1, ju,1), (iu,2, ju,2), · · · , (iu,m, ju,m)}

として 3に戻る.

N が素数でない場合はこのように具体的なアルゴリズムは存在するとは言えない. しか

しQ上の多項式 f(X, Y )において, f(XǫN

2 , X3) = 0が成り立っていて,しかも f(X, Y )

の X についての次数が d3 で Y についての次数が d2 なら, f(X, Y ) は FN(X, Y ) の

定数倍になるので, 生成元のあらゆる cusp での Fourier展開を f(XǫN

2 , X3) = 0 に代

入して係数についての連立方程式を解くことにより, 計算は膨大になるがすべての係

数が決定することが原理的には可能である.

次に A(N) の方程式から A1(N) の方程式を 1つ導く方法を述べる.

整数 m0, n0 は

3m0 + 8n0 = ǫNN,m0 ≥ 0, n0 ≤ 0

を満たすものとする. 簡単のために,

Λ = Xm0
2 Xn0

3 ,Θ = X8
2X

−3
3

とおく. また

3i0ǫN + 8j0 = min{3iǫN + 8j (i, j) ∈ I}

とする. このとき, 補題 4.11 により, 任意の (i, j) ∈ I に対して,

3i0ǫN + 8j0 ≡ 3iǫN + 8j ≡ 8d2 mod ǫNN.

(i0, j0) の決め方から, ある正整数 kで, 3(i− i0)ǫN + 8(j − j0) = ǫNNk となるものが

存在する. 3m0 + 8n0 = ǫNN だったので

3(iǫN − i0ǫN −m0k) + 8(j − j0 − n0k) = 0

となるが, GCD(3,8)=1 なので,

iǫN − i0ǫN −m0k = −8l, j − j0 − n0k = 3l

となる整数 lが存在する. このときX i
2X

j
3 = ΛkΘ−lX i0

2 X
j0
3 で補題 4.11 (2)より

3iǫN + 8j ≤
6(N − 4)

N − 3
(d2 − j) + 8j

≤
6(N − 4)

N − 3
d2 +

(

8−
6(N − 4)

N − 3

)

j

0 < 8− 6(N − 4)/(N − 3) なので, 3iǫN + 8j ≤ 8d2 で, 等号成立は (i, j) = (0, d2) の

ときである. さらに, n0 ≤ 0 なので, l = (j − j0 − n0k)/3 は (i, j) = (0, d2) のとき最

大となる. そこで

k0 =
−3i0ǫN + 8(d2 − j0)

ǫNN
, l0 =

d2 − j0 − noko

3
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とおき, (i, j) ∈ I に対しては,

k(i, j) =
3(i− i0)ǫN + 8(j − j0)

ǫNN
, l(i, j) =

j − j0 − nok(i, j)

3

とおくと,

FN (XǫN

2 , X3) = X i0
2 X

j0
3



Λk0Θ−l0 +
∑

(i,j)∈ICi,jΛ
k(i,j)Θ−l(i,j)



 = 0

となる. したがって,

Λk0 +
∑

(i,j)∈ICi,jΛ
k(i,j)Θl0−l(i,j) = 0.

EN(X, Y ) = Y k0 +
∑

(i,j)∈ICi,jX
l0−l(i,j)Y k(i,j) とおけば, A1(N) の生成元 Λ =, Θ が

満たす Q 上モニックな方程式 EN (X, Y ) が得られる.

5. FN(XǫN , Y ) = 0, EN(X, Y ) = 0 の例

セクション 4 で与えたアルゴリズムを用いて FN(XǫN , Y ), EN (X, Y ) を実際に求め

ることができる. ここでは各 N についてそのいくつかの例を挙げ, FN , EN から求

まる算術種数と X(N), X1(N) の実際の種数を比較してみることにする. もし算術種

数と曲線の種数が一致していれば, 与えた方程式は非特異な affine model を与えてい

ることがわかる. X(N), X1(N) の種数をそれぞれ, g(N), g1(N) とおく. 方程式 FN ,

EN から求まる算術種数は次数を d とすれば, (d − 1)(d − 2)2−1 で与えられる. FN ,

EN の算術種数をそれぞれ g′(N), g′1(N) とおく. X(N), X1(N) の種数 g(N), g1(N)

は [Ste99] Proposition 8.5 より次の式で与えられている.

g(N) = 1 +
(N − 1)N2

24

∏

p|N
p:素数

(1−
1

p2
) (N > 2),

g1(N) = 1 +
N2

24

∏

p|N
p:素数

(1−
1

p2
)−

1

4

∑

d|N
d:正整数

ϕ(d)ϕ

(

N

d

)

(N > 4).

ただし, ϕ はEular関数で, ϕ(N) = ♯ (Z/NZ)× である.

(1) N = 7 (m0 = 5, n0 = −1)

F7(X, Y ) = Y 3 −X3Y +X,

E7(X, Y ) = Y 3 −XY 2 +X2.

g(7) = 3, g′(7) = 3, g1(7) = 0, g′1(7) = 1

(2) N = 8 (m0 = 8, n0 = −1)

F8(X, Y ) = Y 7 + 2Y 5 + Y 3 −X4Y 2 +X4,

E8(X, Y ) = Y 2 + (2X −X2)Y +X2 +X3.
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g(8) = 5, g′(8) = 15, g1(8) = 0, g′1(8) = 1

(3) N = 9 (m0 = 3, n0 = 0)

F9(X, Y ) = Y 6 − (X5 −X2)Y 3 +X7 − 2X4 +X,

E9(X, Y ) = Y 5 −XY 4 +XY 3 +X2Y 2 − 2X2Y +X2.

g(9) = 10, g′(9) = 21, g1(9) = 0, g′1(9) = 6

(4) N = 10 (m0 = 12, n0 = −2)

F10(X, Y ) = Y 14 + 4X2Y 10 + 2Y 9 −X6Y 7 − 2X4Y 6 + 3X2Y 5 + Y 4

+X8Y 3 − 3X6Y 2 + 3X2Y −X,

E10(X, Y ) = Y 5 + (4X2 −X3)Y 4 + (X5 − 2X4 + 2X3)Y 3

+ 3(X5 −X6)Y 2 + (X6 + 3X7)Y −X8.

g(10) = 13, g′(10) = 78, g1(10) = 0, g′1(10) = 21

(5) N = 11 (m0 = 9, n0 = −2)

F11(X, Y ) = Y 12 −X7Y 8 + 2X6Y 7 − 4X5Y 6 + 5X4Y 5 − 2X3Y 4

+ (X13 +X2)Y 3 − (3X12 +X)Y 2 + 3X11Y −X10

E11(X, Y ) = Y 7 −X2Y 6 + 2X3Y 5 + (X5 − 4X4)Y 4

− (3X6 − 5X5)Y 3 + (3X7 − 2X6)Y 2 − (X8 −X7)Y.

g(11) = 26, g′(11) = 105, g1(11) = 1, g′1(11) = 28

(6) N = 12 (m0 = 8, n0 = 0)

F12(X, Y ) = Y 21 − 2Y 18 + (6X2 + 1)Y 15 − (X4 − 14X2)Y 12

− (7X4 +X2)Y 9 + (X6 + 6X4 + 9X2)Y 6

− (2X6 − 4X4 + 2X2)Y 3 +X6 − 2X4 +X2,

E12(X, Y ) = Y 6 − (X3 − 6X2 + 2X)Y 5 + (X5 − 7X4 + 14X3 +X2)Y 4

− (2X6 − 6X5 +X4)Y 3 + (X7 + 4X6 + 9X5)Y 2

− (2X7 + 2X6)Y +X7.

g(12) = 25, g′(12) = 190, g1(12) = 1, g′1(12) = 28

34



(7) N = 13 (m0 = 7, n0 = −1)

F13(X, Y ) = Y 20 +XY 18 −X2Y 16 −X9Y 15 + 2X3Y 14 + 2X10Y 13

− 5X4Y 12 − 7X11Y 11 −X5Y 10 + 14X12Y 9 + (X19 + 6X6)Y 8

− 10X13Y 7 − (3X20 + 7X7)Y 6 + (4X14 −X)Y 5 + (3X21 + 5X8)Y 4

− 4X15Y 3 −X22Y 2 + 2X16Y −X10,

E13(X, Y ) = Y 10 − (X2 −X)Y 9 + (2X3 −X2)Y 8 + (X5 − 7X4 + 2X3)Y 7

− (3X6 − 14X5 + 5X4)Y 6 + (3X7 − 10X6 −X5)Y 5

− (X8 − 4X7 − 6X6)Y 4 − (4X8 + 7X7)Y 3 + (2X9 + 5X8)Y 2

−X8Y −X10

g(13) = 50, g′(13) = 325, g1(13) = 2, g′1(13) = 66
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