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序文

本論文は主等質空間を用いた [2]-Selmer群上の Second [2]-descentが計算可能な
skew-symmetricで双線形な pairingの構成およびそれを用いた計算に関する総合報
告である. まず, Kを完全体とし, E/KをK上定義された楕円曲線とするときE/K

はすべての係数がKの元となる x, yを変数としたWeierstrass方程式

E/K : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6 (ai ∈ K)

で与えられることが知られており, E/K上の点は無限遠点Oを単位元としてAbel群
の群構造をもつ. このとき, 楕円曲線E/KのK-有理点からなる集合E(K), すなわち
Weierstrass方程式のK-有理解を求めることを考えたい. E(K)もまたE/Kの部分群
になるが, 特にKが代数体のとき次がよく知られている.

定理 0.0.1 (Mordell-Weil). ([16, VIII Thm. 6.7]を参照.) Kが代数体であればE(K)

は有限生成Abel群である.

これよりEtors(K)をE(K)のねじれ部分群としたときE(K) ∼= Etors(K) ⊕ Zrの形
になり, E(K)の生成元もしくは Etors(K)と階数 rを求めることを考えるが, ここで
は後者を考えることにする. 一般に階数 rを求めることは Etorsを求めるよりはるか
に難しく, 任意に大きな階数 rをもつ楕円曲線が存在することは予想されているが未
解決問題である. なお, あるm ≥ 2に対してE(K)/mE(K)とEtors(K)の群構造が分
かれば階数 rが求まるが, E(K)/mE(K)の群構造を直接求めることもまた難しく, そ
れを計算できそうな群に埋め込むことを考える. ここで次がよく知られている.

命題 0.0.2. ([16, X Thm. 4.2]を参照.) 次の列は群の完全列である.

0 // E(K)/mE(K) // S(m)(E/K) // X(E/K)[m] // 0. (0.0.3)

上の命題中の S(m)(E/K)は [m]-Selmer群と呼ばれ, この群は有限群であることが
知られており, この群の計算は主等質空間のいたる所局所的な有理点をもつか否か
に帰着し, これには主にHenselの補題が用いられる. また, X(E/K)は Shafarevich-

Tate群と呼ばれ, m倍して 0になるその部分群X(E/K)[m]が自明な群になりかつ
[m]-Selmer群が求まれば求めたい E(K)/mE(K)が求まる. しかし, 代数体上定義
された一般の楕円曲線に対してX(E/K)[m]が自明な群になるとは限らない. よっ
て, 次にE(K)/mE(K)を含み, [m]-Selmer群より小さい群を求めていくことによって
E(K)/mE(K)を評価することを考えたい. ここで, m = 2, 4とすれば次の可換図式

E(K) // E(K)/4E(K)Ä _

²²

//

©
E(K)/2E(K)Ä _

²²
S(4)(E/K)

f2 // S(2)(E/K)
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が成り立ち, この可換図式から群の包含列

E(K)/2E(K) ⊂ Im(f2) ⊂ S(2)(E/K)

を得る. 一般に, [m]-Selmer群から始めて, 上の完全列 (0.0.3)においてmnとするこ
とによってそれより小さくかつE(K)/mE(K)を含むものでE(K)/mE(K)を評価す
ることが考えられる. ここでもし, Shafarevich-Tate群が有限群であればnを十分大き
くすることによってその小さい群がE(K)/mE(K)に一致する. しかし, Shafarevich-

Tate群の有限性は未解決問題である. よって, このようなやり方でE(K)/mE(K)を
評価できることは保証されていないがE(K)/2E(K) = Im(f2)となる楕円曲線は存在
する. そこで, Im(f2)を計算することを考える. そのため, J. W. S. Casselsが主等質
空間を用いて次を満たす双線形な pairingを構成した.

主定理 0.0.4 (Cassels, [6]). S(2) = S(2)(E/K)とする. このとき, 主等質空間を用
いて構成した双線形な pairing 〈·, ·〉 : S(2) × S(2) → {±1} は以下の 2つを満たす.

(a) α ∈ S(2)に対し, α ∈ Im(f2)となるための必要十分条件は任意の β ∈ S(2)に対
して 〈α, β〉 = 1となることである.

(b) α ∈ S(2)に対し, 〈α, α〉 = 1である.

ここでS(2), Im(f2)ともにF2-線型空間とみなすことができ, pairingの値は±1と乗
法的に書くことに注意する. この定理を言い換えると, (a)の必要十分性からα, β ∈ S(2)

に対し 〈α, β〉 = −1となれば α, β /∈ Im(f2)であり, また, (b)から S(2)の相異なる 2

つの F2-基底の pairingの値が分かればすべての pairingの値が分かる. これを用いて
E(K)/2E(K)が求まるときがある. 例えば有理数体Q上定義された楕円曲線

E/Q : y2 = x(x − 343)(x + 59049)

のE(Q)の階数が 0であり, Q-有理点がO, (0, 0), (343, 0), (−59049, 0) であることが計
算できる. なお, この pairingは有名なCassels pairing

X × X → Q/Z

の [2]-Selmer群への引き戻しであり, Selmer群, Shafarevich-Tate群を定義する際に用
いられるGalois cohomologyを用いて (a), (b)を満たす [2]-Selmer群上の pairingが [3]

で構成されているが実際の計算は困難であった. そこで, Selmer群, Shafarevich-Tate

群がともに主等質空間で解釈できることを手掛かりにCasselsは [6]で主定理のpairing

を再構成している. ここで, もっとも簡単な場合の pairing 〈·, ·〉の構成を紹介する. ま
ず, K = Qとし, Q上定義された楕円曲線として

y2 = (x − e1)(x − e2)(x − e3) (ei ∈ Q)
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とする. このとき [2]-Selmer群を以下のようにして与えることができる. 今, 集合KS

を

KS =

{
Λ = (b1, b2, b3) ∈

3∏
i=1

Q∗ ; b1b2b3 ∈ Q∗2

}

とし, Λ = (b1, b2, b3) ∈ KSに対するCΛを

CΛ :
{
Hi := bi+1Z

2
i+1 − bi+2Z

2
i+2 + (ei+1 − ei+2)T

2 = 0 ; i = 1, 2, 3
}

与えられるP3の 3つ 2次曲面の intersectionとすると, このCΛはE/QとQ上同型で
あり, 特にE/Qの主等質空間となる. さらに, 集合 FDを

FD = {Λ ∈ KS ; 各 v ∈ MQに対し, CΛ(Qv) = ∅}

としたとき S(2) ∼= FD/KS2となる. よって, S(2)と同型なこの FD/KS2上の pairing

〈·, ·〉を以下のようにして構成する. まず, α = {Λ} ∈ FD/KS2に対するCΛにおいて,

各 i(i = 1, 2, 3)に対しQiを円錐曲線 Yi : {Hi = 0} ⊂ P2のQ-有理点として取り, さら
に添え字をmod 3で与えたとき

Li := ai+1Zi+1 + ai+2Zi+2 + aT (ai+1, ai+2, a ∈ Q)

をLi = 0がQiにおけるYiの接線となるように取る. また, FDの与え方から各v ∈ MQ

に対して Li(Qv) 6= 0となる CΛ 上の Qv-有理点を取る. これより, α = {Λ}, β =

{(c1, c2, c3)} ∈ FD/KS2に対する 〈α, β〉を

〈α, β〉 =
∏

v∈MQ

3∏
i=1

(Li(Qv), ci)v

(但し, (·, ·)vをHilbert記号とする) とする. 実際, これが主定理の性質 (a), (b)を満た
すこととなる.

以上でこの修士論文の大まかな流れを述べたが, 最後に楕円曲線に関する基礎的事
項, 特に主等質空間に関して書いたつもりである. それらに関しては [4],[16],[5] を参
考にして書いた.
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授には本当に心から感謝します. また, 幾つか助言を頂きました佐藤篤助手, 森田康夫
教授に感謝します. そして, 共に学び, 時に良き相談相手となってくれた友人たち, 数
学に志そうと思うきっかけになった高校時代の高橋直文先生, 陰ながら支えてくれた
母親と親戚の方々にも感謝します. 最後に, 3年前に他界した父に冥福を祈ります.
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1 準備

この修士論文でよく使う記号の定義と幾つかの事実を引用する. まず, よく用いる
記号として次を定義する.

記号 1.0.5. Rを環としたとき, R∗をRの可逆元全体からなる集合とすれば, R∗は環
Rの積を演算として群をなす. 特にRが体であれば, R∗ = R \ {0}である. また, 正の
整数 nに対し, 集合 (R∗)nを

(R∗)n := {an ∈ R∗ ; a ∈ R∗}

とすれば (R∗)nはR∗の部分群である.

次にKを完全体としたとき次を定義する.

定義 1.0.6. Kを完全体とする. このとき, n次元射影空間 Pnに対し

Pn(K) = {[X0 : X1 : · · · : Xn] ∈ Pn ; 各 iに対し, Xi ∈ K}

とし,点P ∈ Pn(K)をK-有理点という (Affine空間に対しても同様に定義する). また,

代数多様体CがK係数の幾つかの代数方程式の共通零点で与えられているならば, C

はK上定義されているといい, C/Kと書く. さらにC ⊂ PnならばC(K) = C∩Pn(K)

とおく.

次にKが大域体のとき以下の記号を定義しておく.

記号 1.0.7 (大域体と局所体). Kを代数体とするとき, 以下の記号を定義する.

• MK : Kの自明でない付値 vの同値類からなる集合,

• R : Kの整数環,

• Kv : v ∈ MK で完備化した体,

• Rv : Kvの付値環,

• R∗
v(または UKv) : Rvの単数群,

• kv : Kvの剰余体.

• ordv(x) : x ∈ Kvにおける正規化付値

次に述べるHasse-Minkovskiの定理は Selmer群上の pairing 〈·, ·〉の構成の際に用い
る. また後で述べる Selmer群, Shafarevich-Tate群を与える動機付けともなる.

定理 1.0.8 (Hasse-Minkovski). ([1, 1 §1 Thm. 1]より引用.) K を代数体とし, f

を係数がすべてKの元となる非退化 2次形式とする. このとき, f がKで 0を表現す
るための必要十分条件は各 v ∈ MK に対し f がKvで 0を表現することである.
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注 1.0.9. 以下を注意として与える.

(1) 定理の特別な場合を代数幾何の言葉で言い換えれば次である. C/K をK 上定
義された非特異 2次曲線としたとき, CがK-有理点をもつための必要十分条件
は各 v ∈ MK に対しCがKv-有理点をもつことである.

(2) (1)と同様のことは非特異 3次曲線において必ずしも成立しない. 一般に, 代数
体Kに関するある命題が各 v ∈ MKに対して, Kvに関する命題として同時に成
り立つことに帰着できるならば, その命題に関して Hasseの原理が成り立つと
いう. 特に非特異 3次曲線におけるK-有理点の存在性に関してHasseの原理が
成立しないものが存在する. 詳細は節 2.5で述べる.

次に述べるHenselの補題は主定理を用いた計算で用いる.

補題 1.0.10 (Hensel). ([16, X exer. 10.12]より引用.) Rを離散付値 vで完備な環と
する. このとき, f(x1, . . . , xn) ∈ R[x1, . . . , xn] に対して次を満たす (a1, . . . , an) ∈ Rn

が存在すれば, f はRnで根をもつ.

v(f(a1, . . . , an)) > 2v

(
∂f

∂xi

(a1, . . . , an)

)
(ある 1 ≤ i ≤ n). (1.0.11)

次に述べるHilbert記号は Selmer群上の paring 〈·, ·〉 の構成に用いる.

定義 1.0.12 (Hilbert記号). Kを代数体とし, Kvを v ∈ MK での完備体とする. こ
のとき, α, β ∈ K∗

v に対し (α, β)Kv を以下で定義する. (·, ·)Kv は Hilbert記号と呼ば
れる.

(α, β)Kv :=

{
1 (αx2 + βy2 − z2が

∏3
i=1 Kvで自明でない根をもつとき)

−1 (それ以外のとき).

以下ヒルベルト記号の性質を述べる. これらは主定理の証明および主定理を用いた
計算で用いる.

命題 1.0.13 (Hilbert記号の諸性質). (詳細は [1, 1 §6]または [18, 第 8章 §8.2]を参
照.) 以下の 4つが成り立つ.

(a) (·, ·)Kv はK∗
v/K

∗
v
2上の双線形, 非退化, 対称的な 2次形式である.

(b) α, β ∈ Kに対し, 有限個を除いたすべての v ∈ MK で [α, β]v = 1であり,∏
v∈MK

(α, β)Kv = 1 (1.0.14)

が成り立つ. これを積公式という.
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(c) L/Kvを有限次拡大とする. このとき, α ∈ L, β ∈ Kvに対し,

(α, β)L =
(
NL/Kv(α), β

)
Kv

(1.0.15)

が成り立つ.

(d) α, β ∈ UKv に対し, (α, β)Kv = 1である.

次で与える命題はApplicationおけるHilbert記号の計算で用いる.

命題 1.0.16. ([14, III Thm. 1]より引用.) K = Qのとき, 各 v ∈ MQに対するHilbert

記号を簡略化のため (·, ·)vとする. このとき, v = ∞であれば α, β ∈ Rに対し

(α, β)∞ =

{
1 (α > 0またはβ > 0のとき)

−1 (α, β < 0のとき)

であり, それ以外については α, β ∈ Qvに対し α = pa
vu1, β = pb

vu2(ある u1, u2 ∈ Z∗
v)

とすれば,

(α, β)v =


(−1)ab(p−1)/2

(
u1

pv

)(
u2

pv

)
(v 6= 2のとき)

(−1)



2(u1−1)(u2−1)+a
(

u2
2−1

)
+b

(
u2
1−1

)ff

/8
(v = 2のとき)

となる (但し, ( u
pv

)は Legendre記号である).
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2 楕円曲線概論

この節では, 楕円曲線を定義してその諸性質について簡単に述べた後, Mordell-Weil

の定理について解説し, Selmer群と Shafarevich-Tate群を用いたMordell-Weil群の計
算について述べる.

2.1 定義と諸性質

以下Kを完全体, Kをその代数的閉包とし, GK/K = Gal(K/K)とする.

定義 2.1.1 (楕円曲線). 種数 1の曲線Eとその曲線上の固定点Oとの対 (E,O)を楕
円曲線とする. また, O ∈ Pn(K)でありEがK上定義されているならば, その楕円曲
線はK上定義されているといい, この意味でE/Kと書く.

上で楕円曲線の定義を述べたが, 任意の楕円曲線 (E,O)に対して, EはAff2におけ
るある非特異曲線

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6 (2.1.2)

(Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z2 = X3 + a2X
2Z + a4XZ2 + a6Z

3) (2.1.3)

(下の曲線は x = X/Z, y = Y/Zで斉次化したもの) に同型で, しかもこの同型写象に
よりその固定点Oが無限遠点∞(斉次座標で表すと [0 : 1 : 0])に写ることがRiemann-

Rochの定理よりいえる (詳細は [16, III Thm. 3.1]を参照). 逆に定義から明らかに
(2.1.2)または (2.1.3)で与えられる非特異曲線は固定点Oを∞とすれば楕円曲線であ
る. ちなみに (2.1.2)あるいは (2.1.3)をWeierstrass方程式といい, これより楕円曲線
の議論はすべてWeierstrass方程式で行われてよい. ここで, 楕円曲線の例とそうでな
い例を述べる.

例 2.1.4. 次の (a)∼(d)は楕円曲線であるが, (e)∼(h)はそうではない. ちなみに, (e),

(f)はともに (0, 0)を特異点として持ち,その特異点はそれぞれnode, cuspである (node,

cuspについては命題 2.1.6の (b)で述べる).

(a) E1/Q : y2 + y = x3 − x + 1

(b) E2/Q : y2 = (x − 12)(x − 45/32)(x − 123/22)

(c) E3/Q : y2 = x4 + 1

(d) E4/Qp : y2 = x3 + x

(e) C1/Q : y2 = x3 + x2

(f) C2/Q : y2 = x3

(g) C3/F13 : y2 + y = x3 − x + 1
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(h) C4/Q : y4 = x4 + 1.

楕円曲線の諸性質を述べる前に, その際に用いられるWeierstrass方程式について
幾つか述べておく.

記号 2.1.5. Weierstrass方程式 (2.1.2)に対し, 以下の記号を定義する.

b2 := a2
1 + 4a2, b4 := 2a4 + a1a3, b6 := a2

3 + 4a6,

b8 := a2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a

2
3 − a2

4,

c4 := b2
2 − 24b4, c6 := −b3

2 − 24b4, c6 := −b3
2 + 36b2b4 − 216b6,

∆ := −b2
2b8 − 8b3

4 − 27b2
6 + 9b2b4b6, j := c3

4/∆,

ω := dx/(2y + a1x + a3) = dy/(3x2 + 2a2x + a4 − a1y).

命題 2.1.6 (Weierstrass方程式の性質). (詳細は [16, III]を参照.) Weierstrass方程
式において以下の 4つが成り立つ.

(a) Weierstrass方程式 (2.1.2)は ch (K) 6= 2, 3であれば, y2 = x3 − 27c4x − 54c6に
同型である.

(b) Weierstrass方程式で与えられた曲線は, ∆ 6= 0であれば非特異で楕円曲線とな
るが, ∆ = 0であれば, 1点のみを特異点としてもち, c4 6= 0であれば特異点で
異なる 2本の接線をもち (このときの特異点を nodeという), c4 = 0であれば特
異点で接線は 2重に接している (このときの特異点を cuspという).

(c) Weierstrass方程式からWeierstrass方程式への, Oを動かさない変換は次の形で
与えられる.

x = u2x′ + r, y = u3y′ + u2sx′ + t (ある u, r, s, t ∈ K). (2.1.7)

(d) j, ωはそれぞれ, Eの j-invariant, EのWeierstrass方程式に付随する invariant

differentialといい, 変数変換 (2.1.7) に対して jは不変で, ωは定数倍を除いて不
変である.

次に楕円曲線の諸性質について幾つか述べるが, もっともよく知られているものの
1つに複素解析の言葉を用いれば, C上の楕円曲線Eはある 1次元複素トーラスC/Λ

(Λは rankZΛ = 2となるCの離散部分群)に解析的同型であることがあげられ, トー
ラスの穴の数が種数に対応している. 実際, Eは次の弦と接線の方法による演算で群
をなし, その演算は任意のKで成り立つ.

命題 2.1.8 (弦と接線の方法とEの群構造). ([16, III §2]を参照.) P,Q ∈ Eに対して,

P + Qを P とQを通る直線 Lと Eとの第 3交点を Rとしたときの, 固定点Oと R

を通る直線L′とEとの第 3交点で与えれば, 固定点Oを単位元としてAbel群をなす
(但し, P = Q, R = Oのときはそれぞれ L,L′をその点におけるEの接線として与え
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る). なお, このとき P + Q + R = Oであり, 以上をR2のグラフで表すと下の図のよ
うになる.

O

y

x

P
Q

R

P + Q

∞

E/Q : y2 = x3 − x

これより P ∈ E と整数m > 0に対して [m]P を P のm個の和とし, [0]P = O,

[−m]P = [m](−P )とする. また, E/KをK上定義された楕円曲線とすれば, 次で与
える命題から P ∈ E(K)に対して, [m]P ∈ E(K)となるためE(K)もまたAbel群で
ある. 特にKが代数体であればE(K)は有限生成となる (Mordell-Weilの定理). これ
については後で触れることにする.

命題 2.1.9 (加法公式). (詳細は [16, III §2]を参照.) EをWeierstrass方程式 (2.1.2) で
与えれば, 以下の 3つが成り立つ.

(a) P0 = (x0, y0) ∈ Eに対して, −P0は

−P0 = (x0, −y0 − a1x0 − a3) (2.1.10)

で与えられる.

(b) P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) ∈ Eに対し, P3 = (x3, y3) := P1 + P2は P1 6= −P2

であれば,

P3 = (λ2 + a1λ − a2 − x1 − x2, −(λ + a1)x3 − ν − a3) (2.1.11)
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で与えられる (但し, λ, νはそれぞれ,

λ =


y2 − y1

x2 − x1

(x1 6= x2 のとき)

3x2
1 + 2a2x1 + a4 − a1y1

2y1 + a1x1 + a3

(x1 = x2 のとき)

ν =


y1x2 − y2x1

x2 − x1

(x1 6= x2 のとき)

−x3
1 + a4x1 + 2a6 − a3y1

2y1 + a1x1 + a3

(x1 = x2 のとき)

とする).　　　

(c) (b)から, P = (x, y) ∈ Eの 2倍 [2]P の x座標 x([2]P )は

x([2]P ) =
x4 − b4x

2 − 2b6x − b8

4x3 + b2x2 + 2b4x + b6

(2.1.12)

で与えられ, これを 2倍公式という.

ここで, E上の関数を構成する際に用いる有名なAbelの定理を述べる. 代数幾何の
言葉を用いるが, 後で因子類群を使うことも考えてK上定義された曲線C/Kに対し
て幾つかの記号を定義する.

定義 2.1.13 (因子群と因子類群). C/K をK 上定義された代数曲線とする. このと
き, Cの関数体K(C)に対し,

K(C) = {f ∈ K(C) ; f はGK/K の作用で不変 }

とする. また, 整数係数のC上の点の形式和

D =
∑
p∈C

np(P )

をCの divisorといい (但し, npは有限個の点を除いて 0となる整数として取る), Cの
divisorからなる群をCの因子群といいDiv(C)と書く. さらに, 2つの divisor D1, D2

に対しある f ∈ K(C)∗が存在してD1 −D2 = div(f) となるならば (但し, div(f)は f

の divisorであり, この divisorを principal divisorという), D1とD2は線形同値とい
い, D1 ∼ D2と書くことにする. すると明らかに関係∼は同値関係であり, この関係
よるDiv(C)の商集合を C の因子類群といい Pic(C)と書く. 以上より, D ∈ Div(C)

に対し

deg D =
∑
p∈C

np
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をDの degreeといい, GK/K のDiv(C)への作用を σ ∈ GK/K とD =
∑

p∈C np(p)に
対し

Dσ =
∑
p∈C

np(p
σ)

で定めたとき, 以下の 4つの記号を定義する.

• Div0(C) := {D ∈ Div(C) ; deg D = 0},

• Pic0(C) := {{D} ∈ Pic(C) ; deg D = 0},

• Div0
K(C) :=

{
D ∈ Div0(C) ; 各 σ ∈ GK/K に対し, Dσ = D

}
,

• Pic0
K(C) :=

{
{D} ∈ Pic0(C) ; 各 σ ∈ GK/K に対し, Dσ = D

}
.

このとき, divisr D ∈ Div0(C)がD ∈ Div0
K(C)ならばDはK上定義されているとい

う (Pic0(C)に対しても同様に定義する).

注 2.1.14 (K上定義された divisor). K上定義された divisor Dは必ずしもK-有理
点のみの形式和とは限らない. 例えば楕円曲線

E/Q : y2 = x3 − 67 =
(
x − 3

√
67

)(
x − 3

√
67ζ3

)(
x − 3

√
67ζ2

3

)
に対し (但し, ζ3は 1の原始 3乗根とする), 次で与える divisor D0, D1, D2, D3はそれ
ぞれQ, Q

(
3
√

67
)
, Q

(
3
√

67ζ3

)
, Q

(
3
√

67ζ2
3

)
上定義されている.

D0 = 2
(((

3
√

67, 0
))

+
((

3
√

67ζ3, 0
))

+
((

3
√

67ζ2
3 , 0

))
− 3(O)

)
(2.1.15)

D1 = 2
(((

3
√

67, 0
))

− (O)
)

, (2.1.16)

D2 = 2
(((

3
√

67ζ3, 0
))

− (O)
)

, (2.1.17)

D3 = 2
(((

3
√

67ζ2
3 , 0

))
− (O)

)
. (2.1.18)

次に divisorに関して幾つか述べるが, それらは主定理の pairing 〈·, ·〉を構成する際
に用いられる. なお, Pic0(C)は下の命題の (a)から代表元による演算により群をなす
ことがいえ, 単位元は同値関係∼の与え方からすべての principal divisor のみを含む
同値類となる.

命題 2.1.19. K上定義された代数曲線C/Kに対し, 以下の 3つが成り立つ.

(a) f ∈ K(C)∗に対し deg(div(f)) = 0 であり, div(f) = 0となるための必要十分条
件は f ∈ K

∗
となることである (詳細は [16, II Prop. 3.1]または [9, II Cor. 6.10]

を参照).
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(b) Cの種数が 0であればC上の任意の 2点P,Qに対して 2つ divisor(P ), (Q)は線
形同値であり逆も成立する (詳細は [9, II Ex. 6.10, IV Ex. 1.3,5]を参照).

(c) (a)と定義から完全列

1 // K
∗ // K(C)∗

div // Div0(C) // Pic0(C) // 1

を得る (divは f ∈ K(C)∗に対し, f の divisor div(f)を対応させる写像). さら
に次の列もまた完全列である ([16, II Exer. 2.13]より引用).

1 // K∗ // K(C)∗ div // Div0
K(C) // Pic0

K(C) (2.1.20)

これよりAbelの定理について述べる.

定理 2.1.21 (Abel). ([16, III Cor. 3.5]を参照.) E を楕円曲線とする. このとき,

D =
∑

P∈E np(P ) ∈ Div(E)に対して, Dが principalとなるための必要十分条件は∑
P∈E

np = 0 かつ
∑
P∈E

[np]P = O (2.1.22)

を満たすことである (但し, 上の一番右側の和はE上の演算である).

注 2.1.23. 上で与えた divisor(2.1.15)∼(2.1.16) は Abelの定理から principal divisor

である.

このAbelの定理を用いて構成されるWeil pairingについて述べておく. これは, 代
数体K上定義されたある場合の楕円曲線E/Kに対するE(K)/mE(K)の計算に用い
られる. ちなみにこの pairingは双線形, 交代的で, 非退化なE[m]上の pairingとなる.

定義 2.1.24 (Weil pairing). m ∈ Z∗とする. 今, T ∈ E[m]に対して, Abelの定理
から,

div(f) = m(T ) − m(O), div(g) = [m]∗(T ) − [m]∗(O)

であって ([m]∗は [m]倍写像によって引き起こされるDivisorの引き戻し), f ◦ [m] = gm

を満たす f, g ∈ K(E)∗ を取ることができ, これにより, 上の T と S ∈ E[m]による
pairingを

em(S, T ) :=
g(X + S)

g(X)
(X ∈ E) (2.1.25)

で与える. これをWeil pairingという.

上の定義において, f, g, Sの取り方から, X ∈ Eの取り方に寄らないことと, em ∈
µm(µmはK∗の単元のm乗根からなる集合)がいえる. よって emはE[m] × E[m]か
ら µmへの pairingとなり, 次の命題で述べる性質をもつ.
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命題 2.1.26 (Weil pairingの性質). ([16, III §8]を参照.) E/KをK上定義された楕
円曲線とするとき, 次の 2つが成り立つ.

(a) Weil pairingは双線形, 交代的, 非退化, Galois不変な pairingである.

(b) 非退化性と後で述べる注 2.1.39から, em(S, T )が原始m乗根となるS, T ∈ E[m]

が存在し, 特にE[m] ⊂ E(K)ならば, µm ⊂ K∗となる.

次に楕円曲線間のある写像 (isogeny)とその諸性質について述べた後, dual isogeny

について述べる. このdual isogenyもまたE(K)/mE(K)の計算に利用されるが, Weil

pairingを使った方法では計算できない楕円曲線E/K に対するE(K)/mE(K)が計算
可能となる. しかし, この方法でも一般の代数体上定義された楕円曲線に対して計算
できるわけではない. ちなみに isogenyはC上においては, 複素トーラスC/Λ1から複
素トーラスC/Λ2への正則写像に相当する.

定義 2.1.27 (isogeny). E1, E2を楕円曲線とする. このとき, E1からE2への射 φで
あって φ(O) = Oを満たすものをE1からE2へ isogenyという. さらに,

Hom(E1, E2) := {φ : E1 → E2 ; φは isogeny}

とし, End(E1) := Hom(E1, E1)とし, End(E1)の元であって自己同型なものからなる
集合をAut (E1)とする

注 2.1.28. 以下を注意として与える.

(1) 定義で使われる射という言葉は代数幾何の言葉であり, 定義の詳細は [16, I §3]

あるいは [9, I §4]を参照. しかし, 大まかに言えば射とは有理多項式で与えられ
る変数変換のことである.

(2) isogenyは群の準同型である.

(3) φ1, φ2をE1からE2への isogenyとすれば,

φ1 + φ2 : E1 3 P 7→ φ1(P ) + φ2(P ) ∈ E2,

−φ1 : E1 3 P 7→ −φ1(P ) ∈ E2

(2.1.29)

もまたともにE1からE2への isogenyとなる. よってHom(E1, E2)は Z-加群で
あり, さらにEnd(E1)は合成を積として環をなし, Aut (E1)は合成を演算として
群をなす.

(4) (3)より, 特にm ∈ Zに対し, m倍写像 [m] : E1 3 P 7→ [m]P ∈ E1 もまた
isogenyである.

(5) 変数変換 (2.1.7)も当然 isogenyである.
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例 2.1.30 (dual isogeny). ([16, III Ex. 4.5]より引用.) ch (K) 6= 2とし, a, b ∈ Kを
b 6= 0かつ a2 − 4b 6= 0 として取ってくれば, 2つのK上定義された楕円曲線

E1/K : y2 = x3 + ax2 + bx, (2.1.31)

E2/K : Y 2 = X3 − 2aX2 + (a2 − 4b)X (2.1.32)

において次の φ, φ̂はともに degree 2の isogenyであり, φ̂ ◦ φ = φ ◦ φ̂ = [2] となる.

φ : E1 → E2 (x, y) 7→
(

y2

x2
,
y(b − x2)

x2

)
,

φ̂ : E2 → E1 (X,Y ) 7→
(

Y 2

4X2
,
Y {(a2 − 4b) − X2}

8X2

)
.

dual isogenyについて述べる前に, 自己準同型環End(E)と自己同型群Aut (E)の構
造にについて述べておく. ここで, Hom(E1, E2)がねじれのない rankZHom(E1, E2) ≤ 4

となる Z-自由加群であることが知られており, End(E)およびAut (E)は次の命題で
与えられた構造を持つ. ちなみにC上においてEnd(E)は複素トーラスの自己正則環
に同型であり, それは Zまたはある虚 2次体の orderに同型である.

命題 2.1.33 (EndとAut の構造). ([16, III Cor. 9.4, Thm. 10.1]を参照.) E/Kを楕
円曲線とする. このとき End(E)は次の 3つのいずれかに同型である.

(a) Z.

(b) Q上のある虚 2次体の order.

(c) Q上のある四元環の order.

さらに, Aut (E)は位数が 24を割る有限群であり, 以下のように分類される.

Aut (E) =



2 (j(E) 6= 0, 1728のとき)

4 (j(E) = 1728 かつ ch (K) 6= 2, 3のとき)

6 (j(E) = 0 かつ ch (K) 6= 2, 3のとき)

12 (j(E) = 1728 = 0 かつ ch (K) = 3のとき)

24 (j(E) = 1728 = 0 かつ ch (K) = 2のとき).

(2.1.34)

注 2.1.35. 以下を注意として与える.

(1) ch (K) = 0であれば Lifshetzの原理からEnd(E) は (c)と同型ではない ([16, VI

Thm. 6.1]を参照). よって, (a)と同型でなければ (b)と同型である. このとき,

Eは虚数乗法をもつまたはCMをもつという. この名前はC上のEに対応する
トーラスを定める lattice Λにおいて, αΛ ⊂ Λとなるα ∈ C \R が存在している
ことに由来する. 　
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(2) Kが有限体ならば, End(E) 6= Zである.

次に dual isogenyの定義と諸性質の説明に入る. dual isogenyの性質から, E(K)の
ねじれ部分群E(K)torsの構造を得ることもできる.

定義 2.1.36 (dual isogeny). E1, E2を楕円曲線とし, φ : E1 → E2を degree mの定
値ではない isogenyとする. このとき, [16, III Thm. 6.1] より φ′ ◦ φ = [m]を満たす
isogeny φ′ : E2 → E1 が唯 1つ存在しており, この φ′を φの dual isogenyといい, φ̂と
書く.

注 2.1.37. 定義から, 例 2.1.30において, φ̂(φ)は φ(φ̂)の dual isogenyである.

命題 2.1.38 (dual isogenyの性質). ([16, III Thm. 6.2]を参照.) φ : E1 → E2 を
isogenyとするとき, 以下の 4つが成立する.

(a) m = degφとすればE1上 φ̂ ◦ φ = [m]であり, E2上 φ ◦ φ̂ = [m]である.

(b) 各m ∈ Zに対して ˆ[m] = [m]であり, deg[m] = m2となる.

(c) degφ̂ = degφである.

(d)
ˆ̂
φ = φである.

m ∈ Z \ {0}に対して E[m] := {P ∈ E(K) ; [m]P = O} とし, P ∈ E[m]を
m-torsion pointという. このとき, E[m]について次の系を得る. ちなみにC上であれ
ば, Eに同型な複素トーラスがC/Λで与えられることからE[m] ∼= (Z/mZ)× (Z/mZ)

であるため, E(C)のねじれ部分群E(C)torsは (Q/Z) × (Q/Z)に同型である.

系 2.1.39. 以下の 2つが成り立つ.

(a) m ∈ Z \ {0}に対し, ch (K) = 0であるか, またはmが ch (K)と互いに素であ
れば,

E[m] ∼= (Z/mZ) × (Z/mZ).

が成り立つ.

(b) ch (K) = pのとき,

E[pe] ∼= {O} (e = 1, 2, . . . )

であるか, または

E[pe] ∼= Z/peZ (e = 1, 2, . . . )

となる.
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例 2.1.40 (位数 2の元). ch (K) 6= 2のとき, K上重根を持たない 3次多項式 f(x) ∈
K[x]に対し, ei(i = 1, 2, 3)を f のKにおける 3根とし, 楕円曲線E/Kを

E/K : y2 = f(x) = (x − e1)(x − e2)(x − e1)

として与える. このとき (2.1.10)より, P = (x, y) ∈ Eに対して, [2]P = Oとなること
と y = 0であることは必要十分であることから

E[2] = {O, (e1, 0), (e2, 0), (e3, 0)} ∼= (Z/2Z)2

を得る. ここで, 一般に ch (K) 6= 2である体K 上定義された楕円曲線 E/K は下の
形のWeierstrass方程式で与えられた楕円曲線 E ′にK 上同型であり, この方程式は
Legendre形式といわれる.

E ′ : y2 = x(x − 1)(x − λ) (λ ∈ K \ {0, 1}).

2.2 Galois cohomology

Mordell-Weilの定理を中心とした代数体上の楕円曲線について述べる前に,そこでよ
く用いられるGalois cohomologyについて述べるが,始めにAbel群のGalois cohomol-

ogyについて述べる. 以下Kを完全体, Kをその代数的閉包とし, GK/K = Gal(K/K)

とする.

定義 2.2.1 (GK/K-加群). Aを Abel群とする. このとき, Kull位相による位相群と
してのGK/K が離散位相によるAに連続的に作用しているならばAをGK/K-加群と
いう.

例 2.2.2. K
+
,K

∗
はともに自然な作用によりGK/K-加群であり, K上定義された楕円

曲線もまた各点の成分への作用によってひき起こされる作用によりGK/K-加群となる.

定義 2.2.3 (0th, 1th-cohomology(abelian case)). Aを GK/K-加群とする. このと
き

H0(K,A) := AGK/K = {P ∈ A ; 各 σ ∈ GK/K に対し, P σ = P}

をGK/K-加群Aの 0th-cohomologyという. さらに連続写像 ξ : GK/K → Aであって,

各 σ, τ ∈ GK/K に対し,

ξστ = ξτ
σ + ξτ

を満たすものを 1-cocycleといい, 1-cocycleからなる集合を Z1(K,A)とする. また,

a ∈ Aに対し写像

GK/K 3 σ 7→ aσ − a ∈ A
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は連続写像であり 1-cocycleとなるがこの形の写像を coboundaryといい, coboundary

からなる集合を B(K,A)とする. このとき, Aが Abel群であることから, Z1(K,A),

B(K,A)はともに群であり, 剰余群H1(K,A) := Z(K,A)/B(K,A)を 1th-cohomology

という.

ここで,楕円曲線における弱有限生成定理の証明および, Selmer群, Shafarevich-Tate

群の定義にも用いられる長完全列について述べる.

命題 2.2.4. (詳細は [16, B Prop. 2.3]を参照.) GK/K-加群としての短完全列

0 // A
φ // B

ψ // C // 0 (2.2.5)

において, c ∈ CGK/K = H0(K,C)に対し, ψ(b) = cとなる b ∈ Bを取ることによって
得られる 1-cocycle

ξ : GK/K 3 σ 7→ bσ − b ∈ A

を対応させることによって引き起こされる写像

δ : H0(K,C) 3 c 7→ {ξ} ∈ H1(K,A)

を connecting homomorphismという. これによって次の長完全列が存在する.

0 // H0(K,A) // H0(K,B) // H0(K,C) EDBC
GF δ@A

..]]]] H1(K,A) // H1(K,B) // H1(K,C) // · · ·

(2.2.6)

次に述べる命題の (b)はHilbertの定理 90と呼ばれ, その次の系が主定理の補題の
証明に用いられる.

命題 2.2.7. (詳細は [15, X §§1-3]を参照.) Kを体とするとき次の 3つが成り立つ.

(a) H1(K, K
+
) = 0である.

(b) H1(K, K
∗
) = 0である.

(c) ch (K) = 0であるかまたは (ch (K),m) = 1のとき, µmを 1のm乗根からなる
K

∗
の部分群とすれば

H1(K,µm) ∼= K∗/(K∗)m

が成り立つ.

系 2.2.8. (詳細は [15, p. 151]を参照.) L/Kを有限次巡回拡大とし, σをGal(L/K)

の生成元とする. このとき, α ∈ K∗に対しNL/K(α) = 1を満たすならば α = σ(β)/β

となる β ∈ L∗が存在する.
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最後に非可換群AにおけるGalois cohomologyを定義する.

定義 2.2.9 (0th, 1th-cohomology(non-abelian case)). Kull位相による位相群とし
てのGK/K が離散位相による非可換群Aに連続的に作用しているとする. このとき

H0(K,A) := AGK/K = {P ∈ A ; 各 σ ∈ GK/K に対し, P σ = P}

を Aの 0th-cohomologyという. さらに連続写像 ξ : GK/K → Aであって, 各 σ, τ ∈
GK/K に対し,

ξστ = ξτ
σξτ

を満たすものを 1-cocycleという. またさらに 2つの 1-cocycle ξ, ζが次を満たすとき
cohomologousという. ある P ∈ Aが存在し, 各 σ ∈ GK/K に対し

P σξσ = ζσP

が成り立つ. これにより 1-cocycleからなる集合Hに同値関係を入れることができ, こ
の関係によるHの商集合をH1(K,A)とし, Aの 1th-cohomologyという.

注 2.2.10. H0(K,A)は群であるがH1(K,A)は群ではないことに注意しておく.

2.3 Mordell-Weilの定理とそれに関連した話題

いよいよ, Mordell-Weilの定理およびその周辺について述べる. 一般に, 不定方程
式の整数解および有理数解を求める問題はDiophantus問題といい, Fermatの最終定
理そしてMordell-Weilの定理もそれに関連した話題の 1つである. 今, E/Qを楕円曲
線としたとき, E(Q)は, E/Qを与える不定方程式の有理数解からなる集合のことで
あり, 前にも話したように, Abel群であり, Mordell-Weilの定理はそれが有限生成で
あることを主張している. しかも, それは一般の代数体Kに対しても成り立つ. よっ
て, その生成元 (もしくはE(K)のねじれ部分群E(K)torsおよび free partの rank) を
求めることに主眼が置かれることとなる. ここでは, その定理とその弱有限生成定理,

そしてE(K)torsについて述べる. 以下Kは代数体としておく.

定理 2.3.1 (Mordell-Weilの有限生成定理). (詳細は [16, VIII]を参照.) E/K を楕
円曲線とする. このときE(K)は有限生成Abel群である. 従って,

E(K) ∼= E(K)tors ⊕ Zr (2.3.2)

という形になる. このとき rankE(K) = rとする.

注 2.3.3. 以下を注意として与える.

(1) 一般の E/K に対して E(K)を求める algorithmは今のところ知られていない.
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(2) 任意に大きい rをもつ楕円曲線が存在することが予想されており, rank問題と
いわれているが, 2000年の段階で ([12]を参照), r ≥ 24となる楕円曲線が存在す
ることがわかっている.

Mordell-Weilの定理は次に述べる弱有限生成定理および降下定理とその定理中で述
べられている高さがE(K)に対して与えられるためいえる.

定理 2.3.4 (弱有限生成定理). ([16, VIII §1]を参照.) E/K を楕円曲線とする. この
とき, 2以上の各整数mに対しE(K)/mE(K)は有限群である.

定理 2.3.5 (降下定理). ([16, VIII Prop. 3.1]を参照.) Abel群Aに対し, height func-

tionと呼ばれる以下の 3つを満たす関数 h : A → Rが存在しているとする.

(a) Q ∈ Aに対し, 各 P ∈ Aにおいて

h(P + Q) ≤ 2h(P ) + C1

を満たす非負定数C1 = C1(A,Q) が存在する.

(b) 2以上のある整数mに対し, 各 P ∈ Aにおいて

h(mP ) ≥ m2h(P ) − C2

を満たす非負定数C2 = C2(A)が存在する.

(c) 任意定数C3(≥ 0)に対し, 集合

{P ∈ A ; h(P ) ≤ C3}

は有限集合である.

このとき, (b)におけるmに対し, A/mAが有限群であれば Aは有限生成 Abel群で
ある.

補題 2.3.6. ([16, VIII §§4-6, Ex. 8.18]を参照.) E/Kを楕円曲線とする. このとき, 2

以上の各整数mに対するE(K)上の height functionが存在する.

注 2.3.7. 上の定理と補題の 3つについて以下の注意を与える.

(1) 弱有限生成定理は Kummer pairing (E(K) × GK/K から E[m]へのある双線形
な pairing) の kernelの考察と代数的整数論 (類数の有限性とDirichletの単数定
理) からいえる. なおここで用いられるKummer pairingは, Eのm倍による自
明なGK/K-加群としての短完全列

0 // E[m] // E
[m] // E // 0 (2.3.8)
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から得られるGalois cohomologyの長完全列

0 // E(K)[m] // E(K)
[m] // E(K) EDBC

GF δ@A
..̂^^^ H1(K,E[m]) // H1(K,E)

[m]′ // H1(K,E) // · · ·

(2.3.9)

(但し, [m]′は [m]によって引き起こされたものであり, δは connecting homo-

morphismである)の connecting homomorphism δで与えることもできる. 　

(2) 降下定理とその周辺の議論から, E(K)/mE(K)の完全代表系が求まれば,有限回
の操作によりE(K)の生成元が求まることがいえる. もしくはE(K)/mE(K)の
群構造 (または位数)とE(K)torsから rankE(K)が求まる. 従って, E(K)/mE(K)

の完全代表系, もしくは群構造 (または位数)とE(K)torsを求めればよい. 実際
のE(K)/mE(K)の計算は, 可換図式 (2.3.9)の connecting homomorphism δ に
よって引き起こされる単射準同型 δ : E(K)/mE(K) → H1(K,E[m]) の image

を計算することとなる.

(3) 補題 2.3.6において, 楕円曲線E/Qを

E/Q : y2 = x3 + Ax + B (A, B ∈ Z)

で与えたときのE(Q)上の height functionは次で与えられ, 一般の代数体Kに
おいてもほぼ同様に与えられる.

hx : E(Q) → R

hx(P ) =

{
log H(x(P )) (P 6= O のとき)

0 (P = O のとき)

(但し, Hは t ∈ Qに対し t = p/qを既約分数としたとき,

H(t) = max{|p|, |q|}

で与える).

次にE(K)を求める段階に入る. これが楕円曲線論の主題であった. 注 2.3.7で, あ
る 2以上の整数mでE(K)/mE(K)を求めればよいことを述べたが, まずE(K)torsに
ついて述べる.

定理 2.3.10 (Luts-Nagell). E/Qを次のWeierstrass方程式

y2 = x3 + Ax + B (A,B ∈ Z)

で与えられた楕円曲線とする. このとき, P ∈ E(Q)tors \ {O}に対し, 次の 2つが成り
立つ.
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(a) x(P ), y(P ) ∈ Zである.

(b) P ∈ E[2]でなければ, Zにおいて y(P ) | 4A3 + 27B2 となる.

注 2.3.11. 以下を注意として与える.

(1) 上の定理は必要十分条件ではないが, E(Q)tors の元を求める 1つの方法を与える.

(2) 一般の代数体 K における E(K)tors の元については, (a)の類似として, P ∈
E(K)tors の位数がある素数のべきでなければ x(P ), y(P ) ∈ R (但し, RはK

の整数環)となることが知られている.

定理 2.3.10で, E(Q)torsの元はすべて整数点となることを述べたが, E/Qの整数点
については次に述べる Siegelの定理により有限個しかないことがいえ, しかもその次
で与えるMazurの定理からE(Q)tors は 15通りしかないことが知られている.

定理 2.3.12 (Siegel). S をK の無限素点を含むMQの任意の有限部分集合とする.

このとき, degf ≥ 3であってK 上重根を持たない f(x) ∈ K[x]に対して, y2 = f(x)

を満たす S-整数解 (x, y)は高々有限個しかない.

定理 2.3.13 (Mazur). E/Qを楕円曲線とするときE(Q)torsは次で与える 15個の群
の 1つに同型であり, しかもその 15個それぞれに同型となるQ上定義された楕円曲
線が存在する.

Z/NZ (1 ≤ N ≤ 10 または N = 12)

Z/NZ × Z/2NZ (1 ≤ N ≤ 4).

次に E(K)/mE(K)の群構造もしくは位数を考えることになるのだが, 注 2.3.7で
述べたようにE(K)/mE(K)をH1(K,E[m])に埋め込んで計算または評価することを
考えるが, H1(K,E[m])のままでは大き過ぎるためH1(K,E[m])より小さい群であっ
て E(K)/mE(K)を評価できそうな群を考える必要がある. その群は Selmer群と呼
ばれ, 節 2.5で詳しく述べる.

2.4 主等質空間

Selmer群と Shafarevich-Tate群を定義する前にそれらの群を解釈する際に必要な
E/Kの主等質空間を定義し, その諸性質について幾つか述べる. 代数幾何の言葉を用
いることにすれば, それは Jacobi多様体がE/KとなるK上定義された種数 1の曲線
である (特にこの曲線は固定点を考えていないため必ずしも楕円曲線ではない). 以下
Kは完全体とする.

定義 2.4.1 (主等質空間). E/K をK 上定義された楕円曲線とする. このとき, K上
定義された非特異曲線C/Kと以下の 3つを満たすK上定義された射 µ : C ×E → C

との対 (C, µ)をE/Kの主等質空間という.
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(a) 各 p ∈ Cに対して µ(p,O) = pである.

(b) 各 p ∈ Cと P,Q ∈ Eに対して,

µ(µ(p, P ), Q) = µ(p, P + Q)

が成り立つ.

(c) p, q ∈ Cに対して, µ(p, P ) = qとなる P ∈ Eが唯一つ存在している.

注 2.4.2. 以下の 2つを注意として与える.

(1) 主等質空間の定義を代数群の言葉で言い換えると, 代数群としてのEがK上推
移的に作用している非特異曲線C/Kのことである.

(2) θ : C ′ → CがK上同型射となるK上定義された曲線 C ′/Kもまた主等質空間
である. なぜなら, 射 µ′ : C ′ × E → C ′を

µ′(p, P ) := θ−1(µ(θ(p), P ))

で与えれば直ちにこの µ′が上の定義を満たすことがいえるからである.

例 2.4.3 (主等質空間の例). K上定義された楕円曲線E/Kを

E/K : y2 = f(x) : = x3 + a2x
2 + a4x + a6 (ai ∈ K)

= (x − e1)(x − e2)(x − e3) (ei ∈ K)
(2.4.4)

(但し, i 6= jならば ei 6= ejである)とする. また,

∆ = (e2 − e3)(e3 − e1)(e1 − e2)

とし, Λ := (b1, b2, b3) ∈
∏3

i=1 K(ei)
∗ を, b1b2b3 ∈ K∗2 を満たし, 相異なる任意の

i, j ∈ {1, 2, 3}に対し, eiと ej がK上共役ならば biと bj もまたK上共役となるもの
として与える. これより, H0, G0 ∈ K[U1, U2, U3]をそれぞれ,

Zi = Zi(U1, U2, U3) := U1 + U2ei + U3e
2
i (i = 1, 2, 3)

として

H0(U1, U2, U3) =
1

∆

{
(e2 − e3)b1Z

2
1 + (e3 − e1)b2Z

2
2 + (e1 − e2)b3Z

2
3

}
,

G0(U1, U2, U3) =
1

∆

{
e1(e2 − e3)b1Z

2
1 + e2(e3 − e1)b2Z

2
2 + e3(e1 − e2)b3Z

2
3

}
とする. このとき P3における曲線CΛを

CΛ :
{
H0(U1, U2, U3) = G0(U1, U2, U3) − T 2 = 0

}
(2.4.5)
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とすれば, CΛはE/Kの主等質空間となる. このことについては命題 2.4.17で示すこ
とにする. なお, この主等質空間は主定理における [2]-Selmer群上の paring 〈·, ·〉の構
成で用いられる. ここで, その構成のことも考え,

CΛ =

{
Hi(U1, U2, U3, T ) :=

bi+1Z
2
i+1 − bi+2Z

2
i+2

ei+1 − ei+2

+ T 2 = 0 ; i = 1, 2, 3

}
(2.4.6)

であることを付け加えておく (Hi = 0(i = 1, 2, 3)のうち 2つの式で十分ではあるが対
称性のため 3つの式で与えることにする). これが成り立つのは, 各 i(i = 1, 2, 3)に対
し添字をmod 3で考えると

eiH0 − (G0 − T 2)

=
ei

∆

{
(ei+1 − ei+2)biZ

2
i + (ei+2 − ei)bi+1Z

2
i+1 + (ei − ei+1)bi+2Z

2
i+2

}
−

[ 1

∆

{
ei(ei+1 − ei+2)biZ

2
i + ei+1(ei+2 − ei)bi+1Z

2
i+1 + ei+2(ei − ei+1)bi+2Z

2
i+2

}
− T 2

]
=

1

∆

{
(ei − ei+1)(ei+2 − ei)bi+1Z

2
i+1 + (ei − ei+2)(ei − ei+1)bi+2Z

2
i+2

}
+ T 2

=
(ei − ei+1)(ei+2 − ei)(bi+1Z

2
i+1 − bi+2Z

2
i+2)

(e2 − e3)(e3 − e1)(e1 − e2)
+ T 2

=
bi+1Z

2
i+1 − bi+2Z

2
i+2

ei+1 − ei+2

+ T 2

= Hi

となるため, eiの取り方から p = [U1 : U2 : U3 : T ] ∈ P3に対して

H0(U1, U2, U3) = G0(U1, U2, U3) − T 2 = 0

を満たすことと,

H1(U1, U2, U3, T ) = H2(U1, U2, U3, T ) = H3(U1, U2, U3, T ) = 0

を満たすことは必要十分だからである.

ここで, 慣例として定義中の µ(p, P )を p + P と書くことにすると, 定義中の (a)は
P がこの和の単位元を意味し, (b)は結合律を意味する. また定義中の (c)から写像

ν : C × C → E (p, q) 7→ P

を得ることから, 慣例として µ(q, p)を q − pと書くことにする. これらを用いて, これ
より主等質空間の性質を幾つか述べる.

命題 2.4.7 (主等質空間の性質). (詳細は [16, X §3]を参照.) E/K をK 上定義され
た楕円曲線とし, C/KをE/Kの主等質空間とする. このとき以下の 3つが成り立つ.
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(a) 上で定めた+,−とE上の演算の+,− を同時に用いることにすれば, 定義より
各 p, q ∈ C, P,Q ∈ Eに対し以下の 5つが成り立つ.

(i) p + O = p, (ii) p − p = O, (iii) p + (q − p) = q,

(iv) (p + P ) − p = P, (v) (q + Q) + (p + P ) = (q − p) + (Q − P ).

(b) 任意に取ってきた点 p0 ∈ Cに対し, 射

θ : E 3 P 7→ p0 + P (= µ(p0, P )) ∈ C

はK(p0)上の同型射であり, 各 p, q ∈ C, P ∈ Eに対し

p + P = θ(θ−1(p) + P ), q − p = θ−1(q) − θ−1(p)

が成り立つ.

(c) 写像 ν : C × C → EはK上定義された射である.

次にWeil-Chatelet群を定義し, Galois cohomologyとの関係を述べた後, E/K が
C/Kの Jacobi多様体であることを述べてこの節を終わりにする.

定義 2.4.8 (Weil-Chatelet群). E/Kの任意の 2つの主等質空間 C/K, C ′/Kに対
し, C/K ∼ C ′/KをEのC, C ′への作用と可換となるK同型射 θ : C → C ′が存在す
ると定めれば関係∼は同値関係である. このとき, T をE/Kの主等質空間からなる
集合としたとき, T/∼をE/KのWeil-Chatelet群といい, WC(E/K)と書く. さらに
Eを含む同値類を trivial classという.

注 2.4.9 (Weil-Chatelet群について). 以下を注意として与える.

(1) 次で与える命題 2.4.10によりWC(E/K) は trivial classを単位元として群を
なす.

(2) θ : C ′ → CがK上同型射となるK上定義された曲線 C ′/Kもまた主等質空間
であることは注 2.4.2の (2) で述べたが, 必ずしも C/K ∼ C ′/Kとは限らない.

これは後で述べる可換図式 (2.4.15)においてH1(K,E) → H1(K, Isom(E))が単
射でないことに起因する.

(3) C/K を E/K の主等質空間とする. このとき, C/K が trivial classに含まれる
こととC(K) 6= ∅であることは必要十分である ([16, X Prop. 3.3]を参照). 従っ
てC/Kが trivial class に含まれるかどうかを調べるためにはC/KにおけるK-

有理点の存在性を調べればよい. これより Selmer群の実質的な計算が可能とな
る. なお, Selmer群の計算については節 2.6で述べる.
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命題 2.4.10 (Weil-Chatelet群の群構造). ([16, X Thm. 3.6]を参照.) E/Kを楕円
曲線とする. このとき, 写像

WC(E/K) → H1(K,E) {C/K} 7→ {GK/K 3 σ 7→ pσ
0 − p0 ∈ E} (2.4.11)

(但し, p0は C 上の点として取る)は p0 ∈ C の取り方に寄らず定まり全単射である.

従ってこれによりWC(E/K)に群の演算を自然に定義できる.

命題 2.4.7の (b)より E/K の主等質空間 C/K は常に K 上同型であったが, 逆に
E/KにK上同型となるK上定義された曲線C/KがいつE/Kの主等質空間となる
かを次に述べる. その後, 例 2.4.3で与えた楕円曲線E/KとCΛに対し, CΛがE/Kの
主等質空間であることを示す.

定義 2.4.12 (Twist). K上定義された楕円曲線E/Kに対し, K上同型なK上定義
された (非特異)曲線C/KをE/Kの twistという. このとき, E/Kの twistからなる
集合に対しK上同型なものを同一視した商集合をTwist(E/K)をとする.

Isom(E)を楕円曲線Eの自己同型射からなる集合とすれば, 写像の合成を演算とし
て群をなす (Isom(E)はAut (E)と違い, 自己同型射 φは φ(O) = Oを満たさなくても
よい). このとき次の命題が成り立つ.

命題 2.4.13 (Twist(E/K)とH1(K, Isom(E))). ([16, X Thm. 2.2]を参照.) K 上定
義された楕円曲線E/Kに対し, 写像

Twist(E/K) → H1(K, Isom(E))

{C/K} 7→ {GK/K 3 σ 7→ θσ ◦ θ−1 ∈ Isom(E)}
(2.4.14)

は全単射である.

上の命題から次の可換図式を得る.

WC(E/K)

ι1
²²

κ1 //

©
H1(K,E)

ι2
²²

Twist(E/K)
κ2 // H1(K, Isom(E))

(2.4.15)

(但し, ι1は命題 2.4.7の (b)よりE/Kの主等質空間が E/Kの twistであることから
得られる自然な写像であり, ι2は {ξ} ∈ H1(K,E)に対し

{τξσ : E 3 P 7→ P + ξσ ∈ E} ∈ H1(K, Isom(E))

を対応させる写像である). これと注 2.4.2の (2)から, E/Kの twist C/KがE/Kの
主等質空間となるための必要十分条件として次を得る.
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命題 2.4.16 (C/KがE/Kの主等質空間となるための必要十分条件). E/K をK 上
定義された楕円曲線, C/KをE/Kの twistとする. このとき, C/KがE/Kの主等質
空間となるための必要十分条件はある 1-cocycle ξ : GK/K → E が存在して, ξに対す
る 1-cocycle τξσ を

τξσ : E 3 P 7→ P + ξσ ∈ E

としたとき, 同型射 θ : C → Eによる 1-cocycle

GK/K 3 σ 7→ θσ ◦ θ−1 ∈ Isom(E)

と τξσ が cohomologousとなることである.

上の命題で与えた条件を用いて次の命題を示す.

命題 2.4.17. E/K,CΛともに例 2.4.3で与えたものとする. このとき, CΛはE/Kの
主等質空間である.

証明. 方針としてはまず, CΛがE/Kの twistであることを示した後,ある cohomology

class {ξ} ∈ H1(K,E)が存在してGK/K 上 θσ ◦ θ−1 = τξσ であることをいう. これが
いえれば命題 2.4.16からC/KはE/Kの主等質空間である.

Step1 : CΛがK上定義されていることを示す. これは, Galois理論からCΛを定義
する 2つの方程式が, f(x)の最小分解体をK ′としたときの拡大K ′/KのGalois群の
作用で不変であることがいえればよい. 今, σ ∈ Gal(K ′/K)はある σ′ ∈ S3により

σ :


e1 7→ eσ′(1)

e2 7→ eσ′(2)

e3 7→ eσ′(3)

をひき起こすことから, 各 i(i = 1, 2, 3)に対し

Zσ
i = U1 + U2σ(ei) + U3σ(e2

i ) = U1 + U2eσ′(i) + U3eσ′(i) = Zσ′(i)

であるため, 添字をmod 3で考えると

Hσ
0 =

1

σ(∆)

{
σ((e2 − e3)b1)Z

2
σ′(1) + σ((e3 − e1)b2)Z

2
σ′(2) + σ((e1 − e2)b3)Z

2
σ′(3)

}
=

sig(σ′)

∆

{
(eσ′(2) − eσ′(3))bσ′(1)Z

2
σ′(1) + (eσ′(3) − eσ′(1))bσ′(2)Z

2
σ′(2)

+ (eσ′(1) − eσ′(2))bσ′(3)Z
2
σ′(3)

}
となる. ここで, σ′は集合 {1, 2, 3}から {1, 2, 3} への全単射であることから各 i(i =

1, 2, 3)に対して σ′(i + 1) = σ′(i) + 1であるか (このとき当然, σ′(3) = σ′(1) + 2), ま
たは各 i(i = 1, 2, 3)に対して σ′(i + 1) = σ′(i) + 2であり, 前者であれば σ′は巡回置換
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となる. また, S3において巡回置換は 3個あり, それはすべて隅置換であることと隅
置換と奇置換の個数が等しく#S3 = 6であることから前者のときかつそのときのみ
sig(σ′) = 1となる. よって, 各 i(i = 1, 2, 3)に対し

eσ′(i+1) − eσ′(i+2) = sig(σ′)(eσ′(i)+1 − eσ′(i)+2)

であるため

Hσ
0 =

sig(σ′)2

∆

{
(eσ′(1)+1 − eσ′(1)+2)bσ′(1)Z

2
σ′(1) + (eσ′(2)+1 − eσ′(2)+2)bσ′(2)Z

2
σ′(2)

+ (eσ′(3)+1 − eσ′(3)+2)bσ′(3)Z
2
σ′(3)

}
= H0

となり, G0も同様にすればよい. 従って, H0, G0ともにK上定義されているため CΛ

もK上定義されている.

Step2 : CΛがE/Kの twistであることを示す. Step1でCΛがK上定義されている
ことを示したのでCΛとE/KがK上同型を示す. E/Kは

E/K : y2 = f(x) : = x3 + a2x
2 + a4x + a6 (ai ∈ K)

= (x − e1)(x − e2)(x − e3) (ei ∈ K)
(2.4.18)

で与えられおり, 変数変換

y =
T

U
, x =

V

U
, x2 =

W

U
(2.4.19)

により

H(1)(U, V,W ) := UW − V 2,

G(1)(U, V,W ) := V W + a2V
2 + a4UV + a6U

2

としたときの P3における曲線C1

C1 :
{
H(1)(U, V,W ) = G(1)(U, V,W ) − T 2 = 0

}
にK上同型である (この変数変換によるEからC1への同型射を α1とする). さらに,

C1は変数変換Z ′
1

Z ′
2

Z ′
3

 =

−(2e2
1 − 2e1a2 + a4) −2e1 1

−(2e2
2 − 2e2a2 + a4) −2e2 1

−(2e2
3 − 2e3a2 + a4) −2e3 1


U

V

W

 , T = T (2.4.20)

により

H(2)(Z ′
1, Z

′
2, Z

′
3) :=

1

4∆

{
(e2 − e3)Z

′
1
2
+ (e3 − e1)Z

′
2
2
+ (e1 − e2)Z

′
3
2
}

,

G(2)(Z ′
1, Z

′
2, Z

′
3) :=

1

4∆

{
e1(e2 − e3)Z

′
1
2
+ e2(e3 − e1)Z

′
2
2
+ e3(e1 − e2)Z

′
3
2
}
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としたときの P3における曲線C2

C2 :
{
H(2)(Z ′

1, Z
′
2, Z

′
3) = G(2)(Z ′

1, Z
′
2, Z

′
3) − T 2 = 0

}
にK(e1, e2, e3)上同型である (この変数変換による C1から C2への同型射を α2とす
る). なぜなら, 変数変換 (2.4.20)における変換行列の行列式は−4∆ 6= 0 であり,

−∆ = −(e2 − e3)(e3 − e1)(e1 − e2)

= −(e1e2 − e2
2 − e1e3 + e2e3)(e3 − e1)

= −e1e2e3 + e2
2e3 + e1e

2
3 − e2e

2
3 + e2

1e2 − e1e
2
2 − e2

1e3 + e1e2e3

= −e2e
2
3 − e3e

2
1 − e1e

+
2 e2

2e3 + e2
3e1 + e2

1e2

= e2
1(e2 − e3) + e2

2(e3 − e1) + e2
3(e1 − e2)

となることと, f(x) = x3 + a2x
2 + a4x + a6の解と係数の関係から

−(2e2
i − 2eia2 + a4) = −2e2

i + 2(ei + ei+1 + ei+2)ei − (ei+1ei+2 + ei+2ei + eiei+1)

= ei(ei+1 + ei+2) − ei+1ei+2

ゆえ,

H(2)(Z ′
1, Z

′
2, Z

′
3) =

1

4∆

{
(e2 − e3)Z

′
1
2
+ (e3 − e1)Z

′
2
2
+ (e1 − e2)Z

′
3
2
}

=
1

4∆

[
(e2 − e3){−(2e2

1 − 2e1a2 + a4)U − 2e1V + W}2

+ (e3 − e1){−(2e2
2 − 2e2a2 + a4)U − 2e2V + W}2

+ (e1 − e2){−(2e2
3 − 2e3a2 + a4)U − 2e3V + W}2

]
となる. ここで, 一番下の式を

1

4∆

{
AU2 + BV 2 + CW 2 + 2DUV + 2EUW + 2FV W

}
とおくとB,C,E, F はそれぞれ,

B = 4
{
e2
1(e2 − e3) + e2

2(e3 − e1) + e2
3(e1 − e2)

}
= −4∆,

C = (e2 − e3) + (e3 − e1) + (e1 − e2) = 0,

E = −(2e2
1 − 2e1a2 + a4)(e2 − e3) − (2e2

2 − 2e2a2 + a4)(e3 − e1)

− (2e2
3 − 2e3a2 + a4)(e1 − e2)

= −2{e2
1(e2 − e3) + e2

2(e3 − e1) + e2
3(e1 − e2)}

= 2∆,

F = −2
{
e1(e2 − e3) + e2(e3 − e1) + e3(e1 − e3)

}
= 0
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である. さらにAは

A = (2e2
1 − 2e1a2 + a4)

2(e2 − e3) + (2e2
2 − 2e2a2 + a4)

2(e3 − e1)

+ (2e2
3 − 2e3a2 + a4)

2(e1 − e2)

=
{
e1(e2 + e3) − e2e3

}2
(e2 − e3) +

{
e2(e3 + e1) − e3e1

}2
(e3 − e1)

+
{
e3(e1 + e2) − e1e2

}2
(e1 − e2)

= 0

であり, Dは

D = 2e1(2e
2
1 − 2e1a2 + a4)(e2 − e3) + 2e2(2e

2
2 − 2e2a2 + a4)(e3 − e1)

+ 2e3(2e
2
3 − 2e3a2 + a4)(e1 − e2)

= −2e1

{
e1(e2 + e3) − e2e3

}
(e2 − e3) − 2e2

{
e2(e3 + e1) − e3e1

}
(e3 − e1)

− 2e3

{
e3(e1 + e2) − e1e2

}
(e1 − e2)

= −4
{

(e1e2 − e2e3 + e3e1)(e1e2 − e1e3)

+ (e2e3 − e3e1 + e1e2)(e2e3 − e1e2)

+ (e3e1 − e1e2 + e2e3)(e3e1 − e2e3)
}

= 0

となる. 以上より変数変換により

H(2)(Z ′
1, Z

′
2, Z

′
3) = UW − V 2 = H(1)(U, V,W )

である.また, 同様にして

G(2)(Z ′
1, Z

′
2, Z

′
3) = V W + a2V

2 + a4UV + a6U
2 = G(1)(U, V,W )

となることから変数変換 (2.4.20)による射 α2は同型である. さらに, C2は変数変換
Zi = Z ′

i/(2
√

bi)(i = 1, 2, 3), T = T により

H(3)(Z1, Z2, Z3) :=
1

∆

{
(e2 − e3)b1Z1

2 + (e3 − e1)b2Z2
2 + (e1 − e2)b3Z3

2
}

,

G(3)(Z1, Z2, Z3) :=
1

∆

{
e1(e2 − e3)b1Z1

2 + e2(e3 − e1)b2Z2
2 + e3(e1 − e2)b3Z3

2
}

としたときの P3における曲線

C3 :
{
H(3)(Z1, Z2, Z3) = G(3)(Z1, Z2, Z3) − T 2 = 0

}
にK(

√
b1,

√
b2,

√
b3)上同型であり (この変数変換よる C2から C3への同型射を α3と

する), C3はCΛの与え方から変数変換U1

U2

U3

 =

1 e1 e2
1

1 e2 e2
2

1 e3 e2
3


−1 Z1

Z2

Z3

 (2.4.21)
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により CΛにK(e1, e2, e3)上同型である (この変数変換よる C3から CΛへの同型射を
α4とする). 以上よりNΛ := K(ei,

√
bi ; i = 1, 2, 3)とすれば, θ := (α4 ◦α3 ◦α2 ◦α1)

−1

は CΛからEへのNΛ上, 特にK上の同型射ゆえ, CΛはEの twistである. ちなみに
α13 := α3 ◦ α2 ◦ α1によるE[2]の元の行き先は

α13(O) =

[
1

2
√

b1

:
1

2
√

b2

:
1

2
√

b3

: 0

]
α13(e1, 0) =

[
−1

2
√

b1

:
1

2
√

b2

:
1

2
√

b3

: 0

]
α13(e2, 0) =

[
1

2
√

b1

:
−1

2
√

b2

:
1

2
√

b3

: 0

]
α13(e3, 0) =

[
1

2
√

b1

:
1

2
√

b2

:
−1

2
√

b3

: 0

]
となる.

Step3 : Step2の θに対し, K上定義された射 κ : CΛ → E が存在して, 可換図式

E
[2] //

θ−1

²²

E

CΛ

ª
κ

88ppppppppppppp

(2.4.22)

を得ることを示す. これについては θの全単射性からCΛ上 [2] ◦ θ = κとなるK上定
義された射 κの存在性をいえば十分である. 今, p := [u1 : u2 : u3 : t] ∈ CΛに対し,

zi = u1 + u2ei + u3e
2
i , z′i = 2

√
bizi(i = 1, 2, 3)とし,u

v

w

 =

−(2e2
1 − 2e1a2 + a4) −2e1 1

−(2e2
2 − 2e2a2 + a4) −2e2 1

−(2e2
3 − 2e3a2 + a4) −2e3 1


−1 z′1

z′2
z′3


とし, さらに x′ = v/u, y′ = t/uとすれば x′2 = w/uであり, 以上より (x′, y′) = θ(p)

である. また, P = (x, y) ∈ Eに対し

x ◦ [2](P ) − ei =

{
x2 − 2eix − (2e2

i − 2eia2 + a4)

2y

}2

(2.4.23)

である. よって, 各 i(i = 1, 2, 3)に対し

x ◦ ([2] ◦ θ)(p) − ei =

{
x′2 − 2eix

′ − (2e2
i − 2eia2 + a4)

2y′

}2

=

{
(w/u) − 2ei(v/u) − (2e2

i − 2eia2 + a4)

2(t/u)

}2

=

{
w − 2eiv − (2e2

i − 2eia2 + a4)u

2t

}2

=

(
z′i
2t

)2

=
(2
√

bizi)
2

4t2
=

biz
2
i

t2
(2.4.24)
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となり, 元々Eは (2.4.18)で与えられていることから, biの取り方から b1b2b3 = b2と
なる b ∈ Kを取ると

{y ◦ ([2] ◦ θ)(p)}2 =
b1Z1

2

t2
· b2z2

2

t2
· b3z3

2

t2
=

(
bz1z2z3

t3

)2

ゆえ, y ◦ ([2] ◦ θ)(p)は bz1z2z3/t
3または−bz1z2z3/t

3である. よって, 場合によっては
−bを bとおき直して, 射 κ : CΛ → Eを

κ : CΛ 3 p = [u1 : u2 : u3 : t] 7→
(

e1 +
b1z

2
1

t2
,
bz1z2z3

t3

)
∈ E (2.4.25)

で与える. このとき, 明らかにCΛ上 [2] ◦ θ = κであり, この κがK上定義されている
ことは bi, ziの与え方と, (2.4.24)より

x ◦ ([2] ◦ θ)(p) = e1 +
b1z

2
1

t2
= e2 +

b2z
2
2

t2
= e3 +

b3z
2
3

t2

であることからいえる. 従ってこの κから可換図式 (2.4.22)を得る.

Step4 : CΛが E/K の主等質空間であることを示す. σ ∈ GK/K と P ∈ E に対し
ξσ := θσ ◦ θ−1(P ) − P とする. このとき, ξσが P の取り方に依らずに定まることがい
えれば

GK/K 3 σ 7→ θσ ◦ θ−1 ∈ Isom(E)

が 1-cocycleゆえ

ξ : GK/K 3 σ 7→ ξσ ∈ E

もまた 1-cocycleとなり, 当然 θσ ◦ θ−1 = τξσ であることから命題 2.4.16より CΛ は
E/Kの主等質空間である. よって ξσが P ∈ Eの取り方に依らない, すなわち σを固
定したときに得られる射

φ : E 3 P 7→ θσ ◦ θ−1(P ) − P ∈ E

が定値写像であることを示す. ここで, [9, II Prop. 6.8]から φが全射であるかまたは
定値であることから φが全射でないこといえば十分である. 今, Step3における κと
[2]がK上定義されていることと可換図式 (2.4.22)から,

[2] = κ ◦ θ−1 = κ ◦
(
θ−1

)σ
= κ ◦ (θσ)−1

より κ = [2] ◦ θ = [2] ◦ θσ であるため, θの全単射性から [2] = [2] ◦ (θσ ◦ θ−1) となる.

よって, 各 P ∈ Eに対し

[2]
(
θσ ◦ θ−1(P ) − P

)
= O
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となることから, 各 P ∈ Eに対し

φ(P ) = θσ ◦ θ−1(P ) − P ∈ E[2] ( E (2.4.26)

ゆえ φは全射ではない. 従って, ξσがP の取り方に寄らずに定まるためCΛはE/Kの
主等質空間である.

ここで, K上定義された楕円曲線E/Kの主等質空間 C/Kの Jacobi多様体につい
て述べる. 次で述べる命題からそれが E/K であることがいえ, これを用いて主定理
の pairing 〈·, ·〉を構成することとなる.

命題 2.4.27 (C/Kの Jacobi多様体). (詳細は [16, X Thm. 3.8]を参照.) C/K を
E/Kの主等質空間とする. このとき, p0 ∈ Cに対してDiv0(C)からEへの写像 sum

を

sum : Div0(C) → E
∑
p∈C

np(p) 7→
∑
p∈C

[np](p − p0)

としたとき (左のΣは有限項からなる形式和で, 右のΣはE上の群の演算による和で
ある), sumは p0 ∈ Cの取り方に寄らず定まる. これより列

0 // K
∗ // K(C)∗

div // Div0(C)
sum // E // 0 (2.4.28)

は群の完全列であり (divは 0でない f ∈ K(C)∗に対し, f の divisor div(f)を対応さ
せる写像), Pic0(C) ∼= Eを得る. 特に Pic0

K(C) ∼= E(K)が成り立つ.

注 2.4.29 (Abelの定理との関連と Jacobi多様体). 以下を注意として与える.

(1) C = Eであれば, Im(div) = Ker(sum)は本質的には Abelの定理 (定理 2.1.22)

である.

(2) 一般に,種数1の曲線C/Kに対してC/Kが主等質空間となるK上定義された楕
円曲線E/Kが存在することが知られており,このとき上の命題からPic0(C) ∼= E

である. このことから代数幾何の言葉を用いればこのE/KはC/Kの Jacobi多
様体であるといわれる.

例 2.4.30 (CΛとE/K). 例 2.4.3で与えた楕円曲線E/KとCΛにおいて, 命題 2.4.17

からCΛはE/Kの主等質空間であるため, 命題 2.4.27よりE/KはCΛの Jacobi多様
体である.

次に主定理のpairing 〈·, ·〉を構成のため,いくつかの記号の定義とそれらに関するこ
とを述べておくが,命題 2.4.17の証明で与えた記号を用いることにし, Kは ch (K) = 0

の完全体とする. まず, 命題 2.4.17の Step2から次を得る.
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命題 2.4.31. Y0 : {H0 = 0} ⊂ P2とし, Y (1) : {H(1) = 0} ⊂ P2 とすれば, α2, α3, α4の
与え方から Y (1)と Y0は同型であり, 下の可換図式が存在する.

E

α1

²²
C1

α4◦α3◦α2

²²
©

φ(1)
// Y (1)

²²
CΛ

φ0 // Y0

(2.4.32)

(但し, φ(1), φ0は自明な degree 2のK上の射である).

例 2.4.3で CΛが別の形で表すこともできることを述べたが, 次にそれからも上の
命題と同様の可換図式を得ることを述べる. その前に幾つか記号を与える. 今, 各
i(i = 1, 2, 3)に対し

Hei
= Hei

(U, V,W ) := −{eiH
(1) − (G(1) − T 2)} ⊂ P2 (2.4.33)

とおけば, eiの取り方から

C1 = {He1 = He2 = He3 = 0}

である. また変数変換 (2.4.20)によりH(1) = H(2), G(1) = G(2)であることから例 2.4.3

の後半と同様にして, 各 i(i = 1, 2, 3)に対し添え字をmod 3で与えると

Hei
= −{eiH

(2) − (G(2) − T 2)}

= −
{

(Z ′
i+1/2)2 − (Z ′

i+2/2)2

ei+1 − ei+2

+ T 2

}
=: H ′

ei
(Zi+1, Zi+2, T )

を得る. よって,変数変換 (2.4.20)によりC1からYei
: {H ′

ei
= 0} ⊂ P2へのK(ei+1, ei+2)

上の射 φ
(i)
2 を得る. また

H ′
i(Zi+1, Zi+2, T ) :=

bi+1Z
2
i+1 − bi+2Z

2
i+2

ei+1 − ei+2

+ T 2 (i = 1, 2, 3)

とし, Yi : {H ′
i = 0} ⊂ P2とすれば, CΛからC3へのK(e1, e2, e3)上の同型射 α−1

4 を与
える変数変換 (変数変換 (2.4.21)の逆変換)によってC1から Yiへの射 φ

(i)
2 を得る. 以

上より, H ′
ei
, H ′

iの与え方から変数変換

Zi+1 =
Z ′

i+1

2
√

bi+1

, Zi+2 =
Z ′

i+2

2
√

bi+2

で与えられる射φ
(i)
3 はYei

からYiへのK上の同型射である. さらに,後に証明する主定
理の (d)の証明の Step1から Yi(i = 1, 2, 3)に対し, あるQ(i)(R,S, T ) ∈ K(ei)[R,S, T ]

が存在して, Xi : {Q(i) = 0} ⊂ P2としたとき, 射

ψi : Yi 3 [Zi+1 : Zi+2 : T ] 7→
[
Zi+1 + Zi+2

2
:

Zi+1 − Zi+2

2(ei+1 − ei+2)
: T

]
∈ Xi (2.4.34)
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は同型射となる (主定理の (d)の証明の Step1を参照). よって, φ
(i)
4 , ψiの与え方から

射の合成 ψi ◦ φ
(i)
4 は deg

(
ψi ◦ φ

(i)
4

)
= 2のK(ei)上の射となる. また, P2の曲線Xを

X : {Q(R,S, T ) := RS − T = 0} ⊂ P2

としたとき, Yei
の与え方から Yei

からXへの射

ψei
: Yei

3 [Z ′
i+1 : Z ′

i+2 : T ] 7→
[
−

Z ′
i+1 − Z ′

i+2

2(ei+1 − ei+2)
:
Z ′

i+1 − Z ′
i+2

2
: T

]
∈ X

は同型であり, Eを定義する f が

f(x) = (x − ei)(x − ei+1)(x − ei+2)

= (x − ei)(x
2 − (ei+1 + ei+2)x + ei+1ei+2)

=: (x − ei)(x
2 − fix + f ′

i)

であることと, φ
(i)
2 , ψei

の与え方から射の合成 ψei
◦ φ

(i)
2 は

ψei
◦ φ

(i)
2 : C1 ∈ [U : V : W : T ] 7→ [V − eiU : W − fiV + f ′

iW : T ] ∈ X

であり, deg
(
ψei

◦ φ
(i)
2

)
= 2 のK(ei)上の射である. 以上より次の命題を得る.

命題 2.4.35. 次の可換図式が存在する.

E

α1

²²
C1

α4◦α3◦α2

²²
©

φ
(i)
2 // Yei

φ
(i)
3

²²

ψei // Xei

CΛ
φ

(i)
4

// Yi ψi

// Xi.

(2.4.36)

上で述べた 2つの可換図式から次の命題を述べる.

命題 2.4.37. Y0(K), Xi(K(ei)) 6= ∅(i = 1, 2, 3)であるとし, Q0, Qi(i = 1, 2, 3)をそ
れぞれ, Y0のK-有理点, XiのK(ei)-有理点とする. さらに, D0, Di ∈ Div(CΛ)(i =

1, 2, 3)をそれぞれ, φ0 : CΛ → Y0による divisor (Q0)の引き戻し, ψi ◦ φ
(i)
4 : CΛ → Xi

による divisor (Qi)の引き戻しとする. このとき divisor

2(Di − D0), 2(D1 + D2 + D3 − 3D0)

はそれぞれ, K(ei), K上定義された principal divisorである.
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証明. まず, 2(Di −D0)がK(ei)上定義された proncipal divisorであることを示す. 始
めにDiについてみると, 射ψi ◦φ

(i)
4 が degree 2でK(ei)上定義されていることからDi

の与え方より, Diは deg Di = 2のK(ei)上定義された effective divisorであり, さら
に sum(Di) = (ei, 0)がいえる. なお sum(Di) = (ei, 0)については, 可換図式 (2.4.36)

において, (ei, 0), O ∈ Eに対し(
ψei

◦ φ
(i)
2 ◦ α1

)
(ei, 0) = [0 : 1 : 0](

ψei
◦ φ

(i)
2 ◦ α1

)
(O) = [0 : 1 : 0]

であるため, divisor ([0 : 1 : 0])は ψei
◦ φ

(i)
2 ◦ α1により

((ei, 0)) + (O) ∈ DivK(ei)(E)

に持ち上がり, Yi, Yei
ともに種数 0であることから可換図式 (2.4.36)と命題 2.1.19の

(b)と命題 2.4.27から

sum(Di) = (ei, 0)

となるためいえる. 次にD0についてみると, 射 φ0が degree 2でK 上定義されてい
ることからD0の与え方よりD0は deg D0 = 2のK(ei)上定義された effective divisor

であり, さらに sum(D0) = Oがいえる. なお sum(D0) = Oについては, 可換図式
(2.4.36)において (x, y), (x,−y) ∈ E(y 6= 0)に対し

φ(1) ◦ α1(x, y) = φ(1) ◦ α1(x,−y) (2.4.38)

であることと, Y0, Y
(1)ともに種数 0であることから可換図式 (2.4.32)と命題 2.1.19の

(b)と命題 2.4.27より

sum(D0) = O

となるためいえる. 以上より各 i(i = 1, 2, 3)に対し, 2(Di − D0) ∈ DivK(ei)(CΛ)で
あり,

sum(2(Di − D0)) = 2sum(Di) − 2sum(D0) = [2](ei, 0) − [2]O = O

となる. 従って, 命題 2.4.27と命題 2.1.19の (c)から 2(Di − D0)はK(ei)上定義され
た proncipal divisorである.

次に後者を示す. Di, D0の与え方から

D1 + D2 + D3 − 3D0 ∈ DivK(CΛ)

であり,

sum(D1 + D2 + D3 − 3D0) = (e1, 0) + (e2, 0) + (e3, 0) = 0

ゆえ, 再び命題 2.4.27と命題 2.1.19の (c)からD1 + D2 + D3 − 3D0はK上定義され
た proncipal divisorである.
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2.5 Selmer群と Shafarevich-Tate群

節 2.3で, E(K)の生成元 (または free partの rankやねじれ部分群) を求めるため
には, あるm ≥ 2で E(K)/mE(K)の生成元 (または群構造) を求めることに帰着で
きることを述べた. しかしながら, 一般の E/K に対して E(K)/mE(K)を直接求め
ることも難しく (しかし, E(K)torsだけを求めるのはそれに比べて易しい), そのため,

E(K)/mE(K)をこれより計算できそうな Selmer群と呼ばれる群に埋め込んで考え
る. その際, Galois cohomologyを用いて定義されるが, 主等質空間の言葉を用いて解
釈することができる. これよりSelmer群, Shafarevich-Tate群を定義するが, m倍写像
はK上定義された isogenyであるため, 一般のE/K上のK上定義された isogeny φに
対して定義する. 以下, Kは代数体とし, 群の準同型 φ : A → Bに対しE[φ] = Ker(φ)

とする.

今, E/K, E ′/KをそれぞれK上定義された楕円曲線, φ : E → E ′を定値ではない
K上定義された isogenyとする. このとき, 自明なGK/K-加群としての短完全列

0 // E[φ] // E
φ // E ′ // 0 (2.5.1)

から得られるGalois cohomologyの長完全列

0 // E(K)[φ] // E(K)
φ // E ′(K) EDBC

GF δ@A
..̂^^^ H1(K,E[φ]) // H1(K,E)

φ // H1(K,E ′) // · · ·

(2.5.2)

(但し, 下の φは上の φによって引き起こされたもので, 記号を混同して用いることに
し, δは connecting homomorphismである)を得る. また v ∈ MK(MK はKの自明で
ない付値 vの同値類からなる集合)に対し, K ⊂ KvによりEをKv上定義された楕円
曲線とみれば, 短完全列 (2.5.1)と同様のGKv/Kv

-加群としての完全列から同様にして
Galois cohomologyの長完全列を得るため, 次の可換図式を得る.

0 // E′(K)/φ(E(K))

²²

δ //

©

H1(K,E[φ])

²²

ι //

©

H1(K,E)[φ]

²²

// 0

0 //
∏

v∈MK

E′(Kv)/φ(E(Kv)) //
∏

v∈MK

H1(Kv, E[φ]) //
∏

v∈MK

H1(Kv, E)[φ] // 0

(2.5.3)

(但し, 上から下への写像のうち一番左は埋め込みK ⊂ Kvによるものであり, その
他は vのK への延長を一つ固定したときに得られる埋め込み λ : K → Kvによる埋
め込み λ∗ : GKv/Kv

→ GK/K によって引き起こされる制限写像である). これより以
下を定義する.

定義 2.5.4 (Selmer群と Shafarevich-Tate群). φをE/K からE ′/Kへの isogeny
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とする. このとき, E/Kの φ-Selmer群 S(φ)(E/K)を

S(φ)(E/K) := ker

{
H1(K,E[φ]) →

∏
v∈MK

H1(Kv, E)[φ]

}
(2.5.5)

で定義し, E/Kの Shafarevich-Tate群X(E/K)を

X(E/K) := ker

{
H1(K,E) →

∏
v∈Mk

H1(Kv, E)[φ]

}
(2.5.6)

で定義する.

注 2.5.7. 以下を注意として与える.

(1) 可換図式 (2.5.3)から, E ′(K)/φ(E(K))は S(φ)(E/K)に埋め込まれる.

(2) 曲線C/Kが各 v ∈ MKでKv-有理点をもつときいたる所局所的な有理点をもつ
という. このとき, Selmer群と Shafarevich-Tate群を主等質空間を使って解釈す
ると, 命題 2.4.10から

H1(K,E) ∼= WC(E/K) H1(Kv, E) ∼= WC(E/Kv)

であることと注意2.4.9の (3)と可換図式 (2.5.3)から, Shafarevich-Tate群はいた
る所局所的な有理点をもつE/Kの主等質空間C/Kからなる群であり, Selmer

群は対応するE/Kの主等質空間C/Kがいたる所局所的な有理点をもつような
{ξ} ∈ H1(K,E[φ])からなる群と解釈できる.

(3) 上の 2つの定義はどちらも付値 vのKへの延長のさせ方によらない. なぜなら,

(2)で行った解釈においてC/Kのいたる所局所的な有理点の存在性は vのKへ
の延長のさせ方によらないからである.

(4) X(E/K)とHasseの原理との関係を述べると, X(E/K)[φ] 6= {0}は至るところ
局所的な有理点を持っているが, K-有理点を持たない主等質空間 (曲線)が存在
していることを意味し (Hasseの原理が成立せず), 例えば, Selmer曲線と呼ばれ
る楕円曲線

E/Q : 3X3 + 4X3 + 5Z3 = 0

に対してX(E/Q)[φ] 6= {0}である. 一方, X(E/K)[φ] = {0}はそういうものが
ないことを意味する (Hasseの原理が成立).

以下, S(φ)(E/K)とX(E/K)との関係とそれぞれの諸性質について述べる. ここ
で, H1(K,A)を Galois cohomologyとし, v ∈ MK に対し Iv を惰性群とするとき,

{ξ} ∈ H1(K,A)が制限写像

H1(K,A) → H1(Iv, A)

により trivial classに対応しているならば {ξ}は vで不分岐であるとする. また, {ξ} ∈
H1(Kv, A)に対しても同様に定義する.
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命題 2.5.8. (詳細は [16, X Thm. 4.2]を参照.) φ : E/K → E ′/KをK上定義された
isogenyとする. このとき, 以下の 2つが成り立つ.

(a) 可換図式 (2.5.3)から得られる下の列は群の完全列である.

0 // E ′(K)/φ(E(K)) δ // S(φ)(E/K) // X(E/K)[φ] // 0 (2.5.9)

(b) S(φ)(E/K)は有限群である.

証明の方針. (a)について. 上の可換図式 (2.5.3)と S(φ)(E/K)とX(E/K)[φ]の定義
から列 (2.5.9)が完全列であることは明らかである.

(b)について. 今, M∞
K を無限素点からなるMK の部分集合とし, MK の部分集合 S

を

S := M∞
k ∪ {v ∈ MK ; Pv | deg φ}
∪ {v ∈ MK ; Eは vで bad reductionを持つ }

とすれば,

S(φ)(E/K) ⊂ H1(K,E[φ]; S)

が成り立ち (但し,

H1(K,E[φ]; S) := {{ξ} ∈ H1(K,E[φ]) ; {ξ}は Sを除いたところで不分岐 }

とする), 次で与える補題からH1(K,E[φ]; S)は有限集合であるため S(φ)(E/K)もま
た有限集合である.

補題 2.5.10. Aを有限 GK/K-加群とし, S ⊂ Mk を無限素点を含む有限集合とする.

このとき, H1(K,A; S)もまた有限集合である (但し,

H1(K,A; S) := {{ξ} ∈ H1(K,A) ; {ξ}は Sを除いたところで不分岐 }

とする).

前の節でH1(K,E)と主等質空間との対応を命題 2.4.10で述べたが, 次にH1(K,E[φ])

と φ-coveringとの対応について述べておく.

定義 2.5.11 (φ-covering). 定値ではないK上定義された isogeny φ : E/K → E ′/K

に対し, 下の可換図式となる K 上定義された非特異曲線 C/K と K 上の同型射 θ :

C → EとK上定義された射 κ : C → Eの 3つの pair (C, θ, κ)をE/Kの φ-covering

という.

E
φ //

θ−1

²²

E

C

ª
κ

88qqqqqqqqqqqqq

(2.5.12)
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さらに, 2つの φ-covering (C, θ, κ), (C ′, θ′, κ′)に対し, (C, θ, κ) ∼ (C ′, θ′, κ′)を P ′ ∈
E[φ]とK上の同型射 π : C ′ → Cが存在して可換図式

E
τP ′ //

θ′−1

²²
©

E

θ−1

²²
C ′

π
// C

(2.5.13)

となるものとして定めれば関係∼は同値関係であり, CVφを φ-coveringからなる集合
に対しこの同値関係で同一視した商集合をとする.

注 2.5.14. 以下を注意として与える.

(1) 例 2.4.3および命題 2.4.17における曲線 CΛ, 射 θ : CΛ → E, 射 κ : CΛ → E

による 3つの pair (CΛ, θ, κ)は, 命題 2.4.17の証明の Step1, 2, 3から E/K の
[2]-coveringである.

(2) 定義中の曲線 C/KはE/Kの主等質空間である. なぜなら, 命題 2.4.17の証明
の Step4において (CΛ, θ, κ)が [2]-coveringであることを用いてCΛがE/Kの主
等質空間であることを示していたが, これと全く同様にして示すことができる
からである. 実際, σ ∈ GK/K を固定したときの射

ψ : E 3 P 7→ θσ ◦ θ−1(P ) − P ∈ E[φ]

が全射でない (すなわち定値写像である)ことをいえば十分であり, (C, θ, κ)が
φ-coveringであることから各 P ∈ Eに対し

θσ ◦ θ−1(P ) − P ∈ E[φ] ( E

がいえるため全射ではない. 従ってC/KはE/Kの主等質空間である.

(3) (2)と, 命題 2.4.17の Step4と同様の理由から写像

ξC : GK/K 3 σ 7→ θσ ◦ θ−1(P ) − P ∈ E[φ]

は 1-cocycleである.

上の注の (3)は E/K の φ-covering (C, θ, κ)から 1-cocycle ξC への対応を意味する
が, これによりCVφからH1(K,E[φ])への対応を得ることができ, 次で与える命題に
よりその対応は全単射である.

命題 2.5.15. ([4, Lem. 13.1]を参照.) 定値ではない K 上定義された isogeny φ :

E/K → E ′/Kに対し, 写像

CVφ → H1(K,E[φ]) {(C, θ, κ)} 7→ {ξC}

は全単射である.
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2.6 S(φ)(E/K)の計算

前の節からE ′(K)/φ(E(K))が S(φ)(E/K)に埋め込まれるため, S(φ)(E/K)を計算
することを考える. その際, φ-Selmer群の有限性の証明の方針で述べた

S(φ)(E/K) ⊂ H1(K,E[φ]; S) (2.6.1)

であることを利用する.

Step1 : まず, H1(K,E[φ]; S)を計算する. これについては φ = [m]かつ E[m] ⊂
E(K)であれば, 容易に計算が可能である. なぜなら, このとき命題 2.1.26の (b)から
Kは原始m乗根を含むため, GK/K-加群としての同型

E[m] ∼= (Z/mZ) × (Z/mZ) ∼= µm × µm

を得ることと, Hilbertの定理 90より

K∗/K∗m 3 α 7→ βσ − β ∈ H1(K,µm) (2.6.2)

が群の同型となることから (但し, β ∈ Kは α = βmを満たすものとして与える),

H1(K,E[m]; S) ∼= H1(K,µm × µm; S)

∼= H1(K,µm; S) × H1(K,µm; S)

∼= K∗
S/(K∗

S)m × K∗
S/(K∗

S)m

が成り立ち (但し, KSをKの元であって Sを除いたところで可逆となる集合とする),

K∗
S/(K∗

S)m を計算することに帰着するからである. なお K = Qとし, m = 2かつ
S = {∞, 2, 3, 7, 11, 23}とすれば

Q∗
S/(Q∗

S)2 =

{
(−1)a · 2b · 3c · 7d · 11e · 23f ; (a, b, c, d, e, f) ∈

5∏
j=0

{0, 1}

}
(2.6.3)

となる.

Step2 : 今H1(K,E[φ]; S)が求まったとして, 次にこの集合から S(φ)(E/K)の元
を見つけることを考える. よって, Selmer群の定義から {ξ} ∈ H1(K,E[φ]; S)が
S(φ)(E/K)の元となるためには {ξ}に対応するE/Kの主等質空間Cξ/Kが至るとこ
ろ局所的な有理点をもっていなければならないが, 各 v ∈ SでKv-有理点をもつこと
とがいえれば十分である (Sが有限集合であることに注意する). この理由は次である.

今, m = deg(φ)とし, φ̂を φの dual isogenyとする. このとき (2.6.1)より v /∈ S に
対し {ξ} ∈ H1(K,E[φ]; S)は vで不分岐であり, 制限写像H1(K,E) → H1(Kv, E)

と E[φ] ⊂ E[m]によって引き起こされる写像H1(Kv, E[φ]) → H1(Kv, E[m])の合成
によって対応する {ξ′} ∈ H1(Kv, E[m])もまたKvの付値 ṽで不分岐である. よって,
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[4, Lem. 19.3]より v /∈ Sに対し下の可換図式における Im(δ′v)と不分岐な元からなる
H1(Kv, E[m])の部分集合が一致することと, 可換図式

0 // E ′(K)/φ(E(K))

²²

δ //

©
H1(K,E[φ]; S)

²²

//

©
H1(K,E)[φ]

²²

// 0

0 // E ′(Kv)/φ(E(Kv))

φ̂
²²

δv //

©
H1(Kv, E[φ])

²²

//

©
H1(Kv, E)[φ]

²²

// 0

0 // E(Kv)/mE(Kv)
δ′v // H1(Kv, E[m]) // H1(Kv, E)[m] // 0

から {ξ} ∈ H1(K,E[φ]; S)に対応する主等質空間 Cξ/K がKv-有理点をもつからで
ある.

以上で S(φ)(E/K)の判定を考えた. たとえそれが求まったとしても注 2.5.7で述べ
たように必ずしもX(E/Q)[φ] = {0} とは限らないことから, 必ずしも

(E ′(K)/φ(E(K)) ∼=) δ(E ′(K)/φ(E(K))) = S(φ)(E/K)

とはならない. 従って次はE ′(K)/φ(E(K))をどうやって見つけるかが問題になる. dual

isogenyとそれに付随する完全列を用いた方法もあるが, 次の節では nth [m]-descent

について述べる.

2.7 nth [m]-descent

前の項で φ-Selmer群の求め方について述べた. しかし, それが求まったとしても上
で述べたように一般にE(K)/φ(E(K))と一致するとは限らない. 従って φ-Selmer群
から始めて E(K)/φ(E(K))を含むよりより小さな群を考えていくことになる. この
項では nth [m]-descentを定義した後, これに関する話題について述べる.

今, 命題 2.5.8の (a)からmを 2以上の整数としたとき, 2以上の各整数 nに対し
φ = [mi](i = 1, 2, . . . , n) とすれば直ちに下の可換図式を得る.

E(K) // E(K)/mnE(K)Ä _

²²

//

©
E(K)/mn−1E(K)Ä _

²²

//

©
· · · //

©
E(K)/mE(K)Ä _

²²
S(mn)(E/K)

fn // S(mn−1)(E/K)
fn−1 // · · · f2 // S(m)(E/K)

(2.7.1)

(但し, 上の列における各写像は自然な全射準同型であり, fi(i = 2, 3, . . . , n)はEの 2

倍写像によって引き起こされた準同型である). これより以下を定義する.

定義 2.7.2. 上の可換図式において

S(m,n)(E/K) := Im (fn ◦ fn−1 · · · ◦ f2) ⊂ S(m)(E/K)
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を求めることを nth [m]-descentという. さらに, これより群の包含列

E(K)/mE(K) ⊂ S(m,n)(E/K) ⊂ · · · ⊂ S(m,2)(E/K) ⊂ S(m,1)(E/K) := S(m)(E/K)

が考えられるが, この包含列からE(K)/mE(K)を求めることを [m]-descentという.

注 2.7.3. 以下を注意として与える.

(1) ある n ≥ 1でE(K)/mE(K) = S(m,n)(E/K)となることとmn−1X(E/K)[m] =

{0}であることは必要十分である.

(2) (1)からX(E/K)が有限群であることがいえれば十分大きな整数 nを取ること
によりmn−1X(E/K)[m] = {0}がいえ S(m,n)(E/K)が求めればE(K)/mE(K)

が求めまることになる. しかしながらX(E/K)の有限性は予想はされているが
未解決問題である. よって, 十分大きな nを取ればよいことは確証されないが,

E(K)/mE(K) = S(m,n)(E/K)となるm,n,E/K は存在する (これについては
章 5を参照).
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3 主定理とその証明

Kを代数体 (場合によっては ch (K) = 0の完全体または局所体とする), E/KをK

上定義された楕円曲線とし, 記号簡略化のため以下 S(2) := S(2)(E/K)とする.

3.1 主定理

前の節で nth [m]-descentについて述べたが, それをいかにして計算するかが問題
になってくる. Casselsは [3]で 一般に nth [m]-descent上の (n + 1)th [m]-descentを
判定する双線形な pairirngの存在性は示しているが, その際に構成された pairingは
Galois cohomologyを用いており, 実際の計算は困難であった. そこで, Casselsは [6]

で [2]-Selmer群上の Im(f2)を判定する pairingを主等質空間を用いて構成した.

定理 3.1.1 (Cassels, [6]). 節 3.2で構成する pairing 〈·, ·〉 : S(2) × S(2) → {±1} は以
下の 4つを満たす.

(a) 〈·, ·〉はwell-definedである.

(b) 〈·, ·〉は双線形である.

(c) α ∈ S(2)に対し, α ∈ Im(f2)となるための必要十分条件は任意の β ∈ S(2)に対
して 〈α, β〉 = 1となることである.

(d) α ∈ S(2)に対し, 〈α, α〉 = 1である.

上の定理において, S(2), Im(f2)ともに F2-線型空間であるが, pairingの値は±1と
乗法的に書くことにしていることに注意する. また, (c)の必要十分性から, α, β ∈ S(2)

に対し 〈α, β〉 = −1となればα, β /∈ Im(f2)であり, (b), (d)よりS(2)の相異なる 2つの
F2-基底の pairingの値が分かればすべての pairingの値が分かる. さらに主定理 (b),

(c)より直ちに,

2 | dimF2 S(2) − dimF2 Im(f2)

がいえる. これは弱 Selmer予想といわれており別で証明されているが ([3, p. 264]を
参照), その予想の別証明を与える. なお, この pairingは有名なCassels pairing

X × X → Q/Z

の [2]-Selmer群への引き戻しとなっている. 〈·, ·〉の構成の際, S(2), Im(f2)を Galois

cohomologyを用いずに与え, 主等質空間とHilbert記号を用いて構成していることも
あり計算が可能な pairingである (主定理の適用については章 5を参照). 次の節でこ
の pairing 〈·, ·〉の構成を行う.
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3.2 S(2)上の pairing 〈·, ·〉の構成 (一般の場合)

ch (K) = 0 であるため, 下の形で与えられた楕円曲線 E/K の Mordell-Weil 群
E(K)/2E(K), Selmer群 S(2), Shafarvich-Tate群X(E/K)で議論すれば十分であり,

この形の楕円曲線に対し S(2)上の pairing 〈·, ·〉を構成する.

E/K : y2 = f(x) : = x3 + a2x
2 + a4x + a6 (ai ∈ K)

= (x − e1)(x − e2)(x − e3) (ei ∈ K)
(3.2.1)

(但し, i 6= jならば ei 6= ej である). 以下, 場合によってKは ch (K) = 0の完全体ま
たは局所体とするが, どの StepにおいてもE/Kはこれで与えられた楕円曲線である
とする.

Step1 : H1(K,E[2])と同型な群をGalois cohomologyを使わずに与える. なお, こ
の StepにおいてKは ch (K) = 0の完全体とする.

定義 3.2.2. 以下の (a), (b)を満たす Λ := (b1, b2, b3) ∈
∏3

i=1 K(ei)
∗ からなる集合を

kernel setといい, KS(E/K)と書く (以下, 単にKSと書くことにする).

(a) b1b2b3 ∈ K∗2.

(b) 相異なる任意の i, j ∈ {1, 2, 3}に対し, eiと ej がK上共役ならば biと bjもまた
K上共役である.

このとき次が成り立つ.

命題 3.2.3. (詳細は [4, p. 240], [2, §2], [10, IV 3, 4]を参照.) 以下の 2つが成り立つ.

(a) KSは
∏3

i=1 K(ei)
∗の部分群であり, KS/KS2 ∼= H1(K,E[2])となる.

(b) 次で与えられるE(K)/2E(K)からKS/KS2 への写像 δはwell-definedで単射準
同型となる.

δ : E(K)/2E(K) → KS/KS2

δ(P = (x0, y0)) :=



(1, 1, 1) (P = O のとき)

((e1 − e3)(e1 − e2), e1 − e2, e1 − e3) (P = (e1, 0)のとき)

(e2 − e1, (e2 − e3)(e2 − e1), e2 − e3) (P = (e2, 0)のとき)

(e3 − e1, e3 − e2, (e3 − e2)(e3 − e1)) (P = (e3, 0)のとき)

(x0 − e1, x0 − e2, x0 − e3) (それ以外のとき).

(3.2.4)
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Step2 : S(2)と同型な群をGalois cohomologyを使わずに与える. なお, この Stepに
おいてKは代数体とする.

定義 3.2.5 (S(2)の再構成). Λ = (b1, b2, b3) ∈ KSに対して, CΛを

Zi = Zi(U1, U2, U3) := U1 + U2ei + U3e
2
i (i = 1, 2, 3)

としたときの,

CΛ :

{
Hi(U1, U2, U3, T ) :=

bi+1Z
2
i+1 − bi+2Z

2
i+2

ei+1 − ei+2

+ T 2 = 0 ; i = 1, 2, 3

}
(3.2.6)

で与えられる P3 の 3つ 2次曲面の intersectionとする (但し, 添え字は mod 3で与
える). このとき, 例 2.4.3と命題 2.4.17から CΛ は E/K の主等質空間であり, 集合
FD(E/K)(以下, 単に FDと書くことにする)を

FD(E/K) := {Λ ∈ KS ; 各 v ∈ MK に対し, CΛ(Kv) 6= ∅}

とする.

注 3.2.7. CΛで 2次曲面を考える主な理由は Hasse-Minkovskiの定理 (定理 1.0.8)が
使えることと種数が 0となることが挙げられる .

定義と命題 3.2.3から次を得る.

命題 3.2.8. FDはKSの部分群かつKS2 ⊂ FDであり, FD/KS2 ∼= S(2)となる. さら
に, 命題 3.2.3の (b)における単射準同型 δに対し Im(δ) ⊂ FD/KS2である.

Step3 : pairing 〈·, ·〉の構成に用いる local pairing [·, ·]を定義するが, この pairing

には Hilbert記号を用いる. なお, この StepではK を局所体 (R, Cも含める)とし,

Step1で与えた群 KSは ch (K) = 0の完全体K に対して定義されているため, 当然
ch (K) = 0の局所体K上でも与えられ, KS/KS2 × KS/KS2上の pairing [·, ·]を以下
ようにして定める.

定義 3.2.9 (local pairing). Kを局所体とし, E/Kを (3.2.1)の形で与えられた楕円
曲線とする. また, (·, ·)K(ei)を Hilbert記号とし, 添え字集合 I = {1, 2, 3}において
i, j ∈ Iに対し, i ∼ jを eiと ejがK上共役として定めれば関係∼は同値関係であり,

これによる Iの商集合を Iとする. このとき, Λ = (b1, b2, b3),M = (c1, c2, c3) ∈ KSに
対して pairing [Λ,M ]を

[Λ,M ] =
∏

{i}∈IK

(bi, ci)K(ei) (3.2.10)

で与えれば,これはKSの定め方とHilbert記号の定義からIKの代表元の取り方に依ら
ず定まる. また, Hilbert記号の性質から明らかにこのpairing [·, ·]はKS/KS2×KS/KS2

から {±1}への双線形な pairingを引き起こす. この pairingを local pairingといい, 断
りがなければ [·, ·]で書くことにする.
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これより [Λ,M ]は, 例えば各 i ∈ Iに対し ei ∈ Kであれば

[Λ,M ] = (b1, c1)K(b2, c2)K(b3, c3)K

であり, e1 ∈ Kかつ e2, e3 /∈ Kであれば

[Λ,M ] = (b1, c1)K(b2, c2)K(e2) = (b1, c1)K(b3, c3)K(e3)

であり, 各 i ∈ Iに対し ei /∈ Kであれば

[Λ,M ] = (b1, c1)K(e1) = (b2, c2)K(e2) = (b3, c3)K(e3)

である. なお, local pairing [·, ·]は後で与える命題 3.3.14から非退化である.

Step4 : Step3で与えた local pairing [·, ·]を用いてFD/KS2上の pairing 〈·, ·〉を構成
する. なお, この StepにおいてはKを代数体とし, CΛは (3.2.6)または (2.4.5)で与え
られているとし, 記号は命題 2.4.17または命題 2.4.37の周辺で与えられたものを使う.

まず始めに, pairingを構成する際に必要なΛ ∈ FDに対するL0, Li(i = 1, 2, 3)の取り
方を与える. 今, Λ ∈ FDに対し FDの与え方から各 v ∈ MK に対しCΛ(Kv) 6= ∅であ
り, 命題 2.4.31および命題 2.4.35における 2つの射

φ0 : CΛ → Y0, ψi ◦ φ
(i)
4 : CΛ → Xi

がそれぞれ K,K(ei)上定義されていることから, 各 v ∈ MK に対し Y0(Kv) 6= ∅,
Xi(Kv(ei)) 6= ∅である. よって, Y0 ⊂ P2, Xi ⊂ P2がK,K(ei)上定義された 2次曲線で
あることからHasse-Minkovskiの定理 (定理 1.0.8)より Y0, XiはそれぞれK,K(ei)-有
理点を持ち, しかもともに種数 0ゆえ, それぞれ無限個のK,K(ei)-有理点をもつ. こ
れより, Q0, Qi(i = 1, 2, 3)をそれぞれ Y0のK-有理点, XiのK(ei)-有理点として取る.

このとき, 1次形式 L0 ∈ K[U1, U2, U3, T ], Li ∈ K(ei)[U1, U2, U3, T ](i = 1, 2, 3)をそれ
ぞれ, Q0における Y0の接線を与える 1次形式を射 φ0 : CΛ → Y0によって引き戻した
もの, QiにおけるXiの接線を与える 1次形式を射ψi ◦φ

(i)
4 : CΛ → Xiによって引き戻

したものとして取る. 以上でL0, Liの取り方を述べたが, 場合によってはL0を以下の
ようにして取り直す. 今, D0, Di ∈ Div(CΛ)をそれぞれ, φ0 : CΛ → Y0による divisor

(Q0)の引き戻し, ψi ◦ φ
(i)
4 : CΛ → Xiによる divisor (Qi)の引き戻しとすれば, それぞ

れK, K(ei)上定義された effective divisorであり, L0, Li, D0, Diの取り方から

div

(
Li

L0

)
= 2(Di − D0)

となる. よって

div

(
3∏

i=1

Li

L0

)
= 2(D1 + D2 + D3 − 3D0)
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であり, D1 + D2 + D3 − 3D0はK上定義されているが, 命題 2.4.37より

div(W ) = D1 + D2 + D3 − 3D0

となるW ∈ K(CΛ)が存在するため,

div

(
3∏

i=1

Li

L0

)
= 2 div(W )

となる. よって, CΛ上の関数として

3∏
i=1

Li

L0

= aW 2

となるa ∈ K∗が存在するが, a = 1でなければaL0をL0として取り直す. 従ってa−1W

をW として取り直せば上の左辺はW 2に等しい. 以上より,各 v ∈ MKに対し, KSvを
Kvに対して与えられるkernel setとし, φ0(Qv) 6= Q0かつψi◦φ

(i)
4 (Qv) 6= Qi(i = 1, 2, 3)

となるCΛ上のKv-有理点Qvを取れば

Jv(Λ) :=

{
L1

L0

(Qv),
L2

L0

(Qv),
L3

L0

(Qv)

}
∈ KSv (3.2.11)

となる. よって, Λ ∈ FDに対するこの Jv(Λ)を用いての pairing 〈·, ·〉を構成する. 実
際, 次で与える pairing 〈·, ·〉が主定理を満たす.

定義 3.2.12 (〈·, ·〉の構成). Kを代数体とし, E/Kを (3.2.1)の形で与えられた楕円曲
線とする. このとき FD/KS2上の pairing 〈·, ·〉を次で与える. α = {Λ}, β ∈ FD/KS2

に対し, Jv(Λ)を (3.2.11)で与えたものとしたとき

〈α, β〉 =
∏

v∈MK

[{Jv(Λ)}, β]v

とする.

以上で pairing 〈·, ·〉を定義したが, それを定義する際に用いたQi, Li(i = 0, 1, 2, 3)

の取り方に依らないことは節 3.4で示す. また, paring 〈·, ·〉の構成の際に L0, L1を使
うのはこれで Im(f2)と同型な FD/KS2の部分群 (後でこれを SD/KS2として与える)

を定式化することができるからであり (補題 3.3.3を参照), この pairing 〈·, ·〉が Im(f2)

を判定することとなる.

3.3 主定理の証明に使う補題の証明

主定理を証明する前に幾つか補題を示す. まず始めに Im(f2)と同型な FD/KS2の
部分群な群を考える.
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定義 3.3.1 (SD). Λ ∈ FDに対して, Li, L0を節 3.2 の Step4の方法で取ってきたも
のとする. このとき, あるΛ′ := (α1, α2, α3) ∈ KSが存在して, 各 vに対し

αi ·
Li

L0

(Qv) ∈ {Kv(ei)}2 (i = 1, 2, 3) (3.3.2)

満たすCΛのKv-有理点Qvが存在するΛ ∈ FD全体からなる集合を SDとする.

補題 3.3.3 (Im(f2)の定式化). 上で定めた集合SDはKS2を含むFDの部分群であり,

SD/KS2 ∼= Im(f2)が成り立つ.

証明. [3, p. 274]から Λ ∈ FDに対して Λ ∈ SDとなることと, Λ ∈ FDに対する
[2]-covering (CΛ, θ, κ)に対し, 可換図式

E
[2] //

θ′−1

²²
ª

E
[2] //

θ−1

²²

E

C ′
κ′

// CΛ

ª
κ

88ppppppppppppp

(3.3.4)

となる, 各 v ∈ MKでKv-有理点をもつK上定義された曲線C ′とK上の同型射 θ′と
K上定義された射 κが存在する (つまり (C ′, θ, κ ◦κ′)は [4]-coveringである) ことが必
要十分であることをいえばよい. 必要性は SDの与え方と [3, Lem. 4.1]からいえる.

次に十分性を示す. Λ ∈ FDに対し, 可換図式 (3.3.4)となる各 v ∈ MK でKv-有理点
をもつK上定義された曲線C ′とK上の同型射 θ′とK上定義された射 κが存在する
とする. このとき, 上の可換図式 (3.3.4)によって引き起こされる divisorの引き戻しの
可換図式

Div(E)

©
Div(E)

[2]∗oo

Div(C ′)

(θ′−1)∗

OO

Div(CΛ)
(κ′)∗

oo

(θ−1)∗

OO
(3.3.5)

を得る. これより, 各 i(i = 1, 2, 3)に対し

(κ′)∗ (div(Li/L0)) = 2 div(Wi) (3.3.6)

となるWi ∈ K(ei)(C
′)が存在すれば, 命題 2.1.19の (c)からαi · (κ′)∗(Li/L0) = W 2

i と
なる αi ∈ K(ei)

∗が存在し, 各 v ∈ MKに対し, うまくC ′上のKv-有理点Q′
vを取るこ

とによって

αi ·
Li

L0

(κ(Q′
v)) = {Wi(Q

′
v)}2 ∈ (K(ei)

∗)2 (i = 1, 2, 3)
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が成り立つ. よって, κ′がK上定義されているため各 v ∈ MKに対しκ′(Q′
v) ∈ CΛ(Kv)

であることから, Λ ∈ SDとなり十分性が成り立つ. 従って, 各 i(i = 1, 2, 3)に対し
(3.3.6)となるWi ∈ K(ei)(C

′)が存在することを示す. ここで, 節 3.2の Step4より

div

(
Li

L0

)
= 2(Di − D0) ∈ DivK(ei)(CΛ)

であることと, κ′がK 上定義されていることから (κ′)∗(Di − D0)はK(ei)上定義さ
れており, これが principal divisorであることを示せばよい. 今, Li, L0 の取り方か
ら (θ−1)∗

(
div(Li/L0)

)
と div(x − ei)が線形同値であるため, (θ−1)∗

(
(Di − D0)

)
と

(((ei, 0)) − (O))は線形同値である. さらに [2]∗ (((ei, 0)) − (O))が principal divisorで
あるため (θ−1 ◦ [2])∗(Di − D0)は principal divisorとなり, 可換図式 (3.3.5)と θ′が同
型射であることから (κ′)∗(Di − D0)は principal divisorとなる. 従って (3.3.2)が成り
立ち, 十分性がいえる. 以上より SD/KS2 ∼= Im(f2)である.

次にpairing 〈·, ·〉がwell-definedであることと双線形性を示すために幾つか補題を示す.

その前にΛMN ∈ KS2を満たすΛ = (b1, b2, b3),M = (c1, c2, c3), N = (d1, d2, d3) ∈ KS

に対し, 以下のようにしてK上定義された射

µ : CΛ × CM → CN (3.3.7)

を与える. 以下 K は完全体とする. 今, 生成点 p1 ∈ CΛ, p2 ∈ CM に対し可換図式
(2.4.22)から

[z1 : z2 : z3 : 1] := α−1
4,Λ(p1), [w1 : w2 : w3 : 1] := α−1

4,M(p2)

とし, それそれ b1b2b3 = b2, c1c2c3 = c2 となる b, c ∈ Kに対し

(XΛ, YΛ) := [2] ◦ θΛ(p1) =
(
e1 + b1z

2
1 , bz1z2z3

)
(XM , YM) := [2] ◦ θM(p2) =

(
e1 + c1w

2
1, cw1w2w3

)

とする. このとき, (XΛ, YΛ)と (XM , YM)を通る直線を y = A(x − XΛ) + YΛ とし,

P = (X ′, Y ′)をその直線とEとの第 3交点とすれば

(x − e1)(x − e2)(x − e3) − {A(x − XΛ) + YΛ}2 = (x − XΛ)(x − XM)(x − X ′)

(3.3.8)

が成り立つ. よって, 両辺に x = ei(i = 1, 2, 3)を代入すれば

−{A(ei − XΛ) + YΛ}2 = (ei − XΛ)(ei − XM)(ei − X ′) = (−biz
2
i )(−ciw

2
i )(ei − X ′)
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ゆえ,

X ′ − ei = (bici)
−1

[
z−1

i w−1
i {A(ei − XΛ) + YΛ}

]2

となる. ここで, XΛ, XM の与え方から添え字をmod 3で考えると

A(ei − XΛ) + YΛ =
YΛ − YM

XΛ − XM

(ei − XΛ) + YΛ

=
bzizi+1zi+3 − cwiwi+1wi+2

XΛ − XM

(ei − XΛ) + bzizi+1zi+3

=
(bzizi+1zi+3 − cwiwi+1wi+2)(ei − XΛ)

XΛ − XM

+
(bzizi+1zi+3)

{
(XΛ − ei) − (XM − ei)

}
XΛ − XM

=
−cwiwi+1wi+2(ei − XΛ) − bzizi+1zi+2(XM − ei)

XΛ − XM

=
cbiz

2
i wi+1wi+2 − bciw

2
i zi+1zi+2

XΛ − XM

であり, Λ,M,Nの取り方から bicidi = A2
i となるAi ∈ K(ei)

∗が存在するため (取り方
から, {A2

1, A
2
2, A

2
3} ∈ KSである),

X ′ − ei = (bici)
−1

[
z−1

i w−1
i {A(ei − XΛ) + YΛ}

]2

= di(Ai)
−2

(
cbiziwi+1wi+2 − bciwizi+1zi+3

XΛ − XM

)2

となる. 従って, bi, ci, zi, wi, XΛ, XM , Aiの記号の与え方とK(ei, p1, p2)/K(p1, p2)が
高々3次の拡大であることから

Zi :=
cbiziwi+1wi+2 − bciwizi+1zi+3

A2
i (XΛ − XM)

としたとき, Zi = u1 + u2ei + u3e
2
i となりかつ uj(j=1,2,3)が iに依らないように

uj ∈ K(p1, p2)を取ることができる. よって, ujの与え方から [u1 : u2 : u3 : 1] ∈ CN よ
りK上定義された射 µ

µ : CΛ × CM 3 (p1, p2) 7→ [u1 : u2 : u3 : 1] ∈ CN (3.3.9)

を得る. 以上によりK上定義された射を与えたが, 実はこれによりCΛがE/Kの主等
質空間であることの別証明を与えることもできる. 実際, Λ = Λ,M = (1, 1, 1), N = Λ

のときの射 µが主等質空間の定義 2.4.1の (a), (b), (c)を満たす. ここでは証明しない
がこれを用いて次を示す.

補題 3.3.10. 以下の 2つが成り立つ.
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(a) Λ(1)Λ(2)Λ(3) ∈ KS2 を満たす Λ(r) ∈ FD(r = 1, 2, 3)に対し, 生成点 p(1) ∈ CΛ(1) ,

p(2) ∈ CΛ(2)が射 (3.3.9)によって p(3) ∈ CΛ(3) に対応しているとする. このとき,

各 i(i=1,2,3)に対し

3∏
r=1

L
(r)
i

L
(r)
0

(p(r)) ∈ K(ei)
∗ {

K
(
ei, p

(1), p(2), p(3)
)∗}2

を満たす.

(b) Λ ∈ FDとし, 生成点 p ∈ CΛ,P = (x, y) ∈ Eとする. このとき, 各 i(i=1,2,3)に
対し

(Li/L0)(p + P )

(x − ei) · (Li/L0)(p)
∈ {K(ei, p, P )∗}2

となる.

証明. (a)を示す. K 上の同型射 θ(r) : CΛ(r) → E に対し, Q(r) := θ(r)(p(r))(r =

1, 2, 3) ∈ Eとする. 射 (3.3.9)を与える際のZiの置き方として場合によっては−Ziを
Ziと置き換えることによって

Q(1) + Q(2) + Q(3) = O

とすることができる. これは 3点Q(r)(r = 1, 2, 3)がある直線

y = Ax + B
(
A,B ∈ K

(
p(1), p(2), p(3)

))
上にあることを意味し, (3.3.8)の周辺と同様の議論から (X(r), Y (r)) := Q(r)とすれば
各 i(i = 1, 2, 3)に対し

−
3∏

r=1

(X(r) − ei) = (Aei − B)2 ∈
{
K(p(1), p(2), p(3))∗

}2
(3.3.11)

となる. ここで, x − ei ∈ K(ei)(E)に対して div(x − ei) = 2(((ei, 0)) − (O))であるこ
とと, X(r)の与え方から

div(X(r) − ei) = div
((

θ(r)
)∗

(x − ei)
)

=
(
θ(r)

)∗
(div(x − ei))

=
(
θ(r)

)∗(
2
(
((ei, 0)) − (O)

))
= 2

(
θ(r)

)∗(
((ei, 0)) − (O)

)
∈ Div

(
CΛ(r)

)
であり, 節 3.2の Step4から

div

(
L

(r)
i

L
(r)
0

)
= 2

(
D

(r)
i − D

(r)
0

)
∈ Div

(
CΛ(r)

)
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であるため, 各 r(r=1,2,3)に対し

div

(
(L

(r)
i /L

(r)
0 )

(
p(r)

)
X(r) − ei

)
= 2

((
θ(r)

)∗(
((ei, 0)) − (O)

)
− D

(r)
i + D

(r)
0

)
となる. よって, 上の右辺を 2D

(r)
i ∈ Div

(
CΛ(r)

)
とすれば, θ(r)が同型射であること

とD
(r)
i の与え方から, deg D

(r)
i = 0でありかつ sum(D

(r)
i ) = Oである. 従って, 補

題 2.4.27と命題 2.1.19の (c)から div(g
(r)
i ) = D

(r)
i となる g

(r)
i ∈ K

(
CΛ(r)

)
が存在する.

よって, 各 r(r=1,2,3)に対し

(L
(r)
i /L

(r)
0 )

(
p(r)

)
X(r) − ei

∈ K
∗ {

K(ei, p
(1), p(2), p(3))∗

}2

となるため, (3.3.11)より

3∏
r=1

L
(r)
i

L
(r)
0

(
p(r)

)
∈ K

∗ {
K

(
ei, p

(1), p(2), p(3)
)∗}2

が成り立つ. 従って, L
(r)
i /L

(r)
0

(
p(r)

)
∈ K(ei)(p

(r))であり, K(ei) ∩ K = K(ei)ゆえ,

3∏
r=1

L
(r)
i

L
(r)
0

(
p(r)

)
∈ K(ei)

∗ {
K

(
ei, p

(1), p(2), p(3)
)∗}2

となり, (a)が成り立つ.

(b)を示す. (a)よりΛ(1) = Λ(3) = Λ, Λ(2) = C(1,1,1,) とすればC(1,1,1)とEがK上同
型であることとこの補題のすぐ上で述べたことから

(Li/L0)(p + P )

(x − ei) · (Li/L0)(p)
∈ K(ei)

∗ {K(ei, p, P )∗}2

を得る.ここで特殊化P → Oにより (x−ei)(x/y)2 → 1となることから特殊化P → O

により

(Li/L0)(p + P )

(x − ei)(x/y)2 · (Li/L0)(p)
→ 1

であるため

(Li/L0)(p + P )

(x − ei) · (x/y)2 · (Li/L0)(p)
∈ {K(ei, p, P )∗}2

がいえる. 従って

(Li/L0)(p + P )

(x − ei) · (Li/L0)(p)
∈ {K(ei, p, P )∗}2

となり, (b)が成り立つ.
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次にKSの構造について見る.

命題 3.3.12 (KS/KS2の構造). Kを ch (K) 6= 0の完全体とする. このとき, KS/KS2

は (3.2.1)における f のK上の分解の仕方によって以下のようになる.

(a) fがKで (3つの)1次因子の積に分解されるときKS/KS2はK∗/(K∗)2×K∗/(K∗)2

に同型である.

(b) fが 1根のみKの元であるとき, Kの元ではない fの根 eiに対してK1 := K(ei)

としたときKS/KS2はK∗
1/(K

∗
1)2に同型である.

(c) f がKv上既約であるとき, f の根 eiに対しK2 := K(ei) としたときKS/KS2は
K∗

2/ {K∗(K∗
2)2}に同型である.

証明. (a)を示す. このとき, KSが
∏3

i=1 K∗の部分群であることから写像

KS/KS2 3 {(b1, b2, b3)} 7→ ({b2}, {b3}) ∈ K∗/(K∗)2 × K∗/(K∗)2

はwell-definedでありかつ群の準同型である. さらに, この写像の全単射性はKSの定
め方から明らかゆえ, (a)が成り立つ.

(b)を示す. このとき,場合によっては添え字を入れ変えて e1 ∈ Kかつ e2, e3 /∈ K(e2

と e3はK上共役である) としてよく, K1 = K(e2) = K(e3)である. まず, (a)の前半
と同様にして, 写像

KS/KS2 3 {(b1, b2, b3)} 7→ {b2} ∈ K∗
1/(K

∗
1)2

はwell-definedでありかつ群の準同型である. よってこの写像が全単射であることを
示せばよい. まず, 単射性は上の写像においてKSの与え方から b2と b3がK 上共役
であることと b1b2b3 ∈ (K∗)2より明らか. 次に全射性を示す. {β} ∈ K∗

1/(K
∗
1)2に対

し β ∈ K1の共役元を β′とすればK1/Kが 2次拡大より ββ′ = NK1/K(β) ∈ K∗ゆえ,

αββ′ = (K∗)2となる α ∈ Kを取ってくればKSの与え方から (α, β, β ′) ∈ KSとなる.

よって, 上の写像によりこれを代表元とする元が {β}に対応し, 全射性がいえる. 以
上より (b)が成り立つ.

(c)を示す. 今, e1, e2, e3はK上共役であるためK2 = K(e1)としてよく, 共役写像
σ2 : K(e1) → K(e2), σ3 : K(e1) → K(e2)とβ1 ∈ K∗

2に対しβ2 := σ2(β1), β3 := σ3(β1)

とする. このとき, K1/Kは 3次の分離拡大より

β1β2β3 = NK2/K(β1) ∈ K∗

であるため, 次の群の準同型

φ : (K1)
∗ 3 β1 7→ {(β2β3, β3β1, β1β2)} ∈ KS/KS2

を得る. よって, これが全射かつ ker(φ) = K∗(K∗
2)2をいえばよい. まず全射性を示

す. (b1, b2, b3) ∈ KSに対し, KSの与え方から b1b2b3 ∈ (K∗)2ゆえ, 各 i(i = 1, 2, 3)に
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対し bi(bi+1bi+2)
−1 ∈ (K(ei)

∗)2となることと, 再びKSの与え方と σ2, σ3の与え方から
σ2(b1) = b2, σ3(b1) = b3であるため

φ(b1) = {(b2b3, b3b1, b1b2)} = {(b1, b2, b3)} (3.3.13)

となり全射性がいえる. 次に ker(φ) = K∗(K∗
2)2を示すが, 写像 φの与え方から明らか

に ker(φ) ⊃ K∗(K∗
2)2 がいえるため ker(φ) ⊂ K∗(K∗

2)2を示す. ここで, f の最小分解
体をK ′としたときGalois理論からK ′は 3次の巡回拡大体であるかまたはGalois群
がS3と同型になる 6次の拡大体であることからこの 2つで場合分けをして示す.

(i)前者のとき,

K ′ = K(e1) = K(e2) = K(e3) = K2

であり, Gal(K ′/K)の生成元 σとして

σ :


e1 7→ e2

e2 7→ e3

e3 7→ e1

をひき起こすものを取る. このとき, β1 ∈ ker(φ)に対し, φの与え方から β2β3 = β2と
なる β ∈ (K(e1)

∗)2 = (K ′∗)2 が存在し, β3/β2 = (β/β2)
2である. よって, β2, β3の与

え方から

NK(e1)/K (β/β2)
2 = NK(e1)/K

((
β/β2

)2
)

= Nk(e1)/K (β3/β2) = 1

となる. ここで, [K(e1) : K] = 3より−βを βとおき直せばNK(e1)/K(β/β2) = 1であ
るため, Hilbertの定理 90から β/β2 = σ(γ)/γとなる γ ∈ K(e1)

∗が存在する. これ
より, β1/σ

2(γ) ∈ K∗をいえば β1 ∈ K∗(K∗
2)2となる. よって, β1/σ

2(γ) ∈ K∗を示す.

今, β, γの取り方から

(σ(γ)/γ)2 = (β/β2)
2 = β3/β2 = σ2(β1)/σ(β1)

より

σ2(β1)/(σ(γ))2 = σ(β1)/γ
2

となる. これより, 両辺に σ2を作用させれば σの位数が 3であることから

σ
(
β1/(σ

2(γ))2
)

= σ2
(
σ2(β1)/(σ(γ))2

)
= σ2

(
σ(β1)/γ

2
)

= β1/(σ
2(γ))2

となる. よってこれは Gal(K(e1)/K) = 〈σ〉より β1/(σ
2(γ))2 ∈ K∗を意味し, β1 ∈

K∗(K∗
2)2となる. 従って, このとき ker(φ) ⊂ K∗(K∗

2 )2がいえる.
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(ii)後者のとき, Galois理論からGal(K ′/K)の 2つの生成元 σ, τ として

σ :


e1 7→ e2

e2 7→ e3

e3 7→ e1

τ :


e1 7→ e1

e2 7→ e3

e3 7→ e2

をひき起こすものを取れば, Galoisの基本定理からK〈σ〉 = K(
√

D)(あるD ∈ K∗)で
ありK〈τ〉 = K(e1)である. このとき, β1 ∈ ker(φ)とすればK ′/K(

√
D)は 3次の巡

回拡大ゆえ, (i)から β1 = cγ2 となる c ∈ K(
√

D)∗と γ ∈ K ′ が存在する. ここで,

τ(γ)/γ ∈ K(
√

D)がいえる. なぜなら, τ の取り方と β1 ∈ K(e1)
∗であることから

cγ2 = β1 = τ(β1) = τ(c)τ(γ)2

より, τ と cの取り方から

(τ(γ)/γ)2 = c/τ(c) ∈ K(
√

D)

であるため, [K ′ : K(
√

D)] = 3より, τ(γ)/γ) ∈ K(
√

D)となるからである. よっ
て, Gal(K(

√
D)/K) ∼= 〈τ〉から NK(

√
D)/K(τ(γ)/γ) = 1となるため, Hilbertの定理

90から τ(γ)/γ = τ(δ)/δとなる δ ∈ K(
√

D)∗が存在する. これより cδ2 ∈ K∗ かつ
γ/δ ∈ K(e1)

∗がいえれば

β1 = cδ2 = (cδ2)(γ/δ)2 ∈ K∗(k(e1)
∗)2

となり, ker(φ) ⊂ K∗(K∗
2)2がいえる. よって cδ2 ∈ K∗かつ γ/δ ∈ K(e1)

∗を示す. ま
ず, γ/δ ∈ K(e1)

∗は τ の取り方から τ(γ/δ) = γ/δをいえば十分であり, δの取り方
から

τ
(γ

δ

)
=

τ(γ)

τ(δ)
=

τ(γ)γ

τ(γ)δ
=

γ

δ

となるためいえる. 次に cδ2 ∈ K∗については c, δの取り方から cδ2 ∈ K(
√

D) = K〈σ〉

ゆえ τ(cδ2) = cδ2をいえば十分であり, δの取り方から

τ(cδ2) = τ(c)τ(δ)2 =

(
cγ

τ(γ)

)2

·
(

τ(γ)δ

γ

)2

= cδ2

となるため, cδ2 ∈ K∗がいえる. よって, このとき ker(φ) ⊂ K∗(K∗
2)2となる. 以上よ

り (c)が成り立つ.

次は local pairingに関する命題を示す. ここではKを局所体 (R, Cも含める)とす
ることに注意しておく.

命題 3.3.14. 定義 3.2.9で与えた双線形な local pairing [·, ·] は非退化であり, 節 3.2の
Step1で与えた単射準同型 (3.2.3)δに対し Im(δ) × Im(δ)上 trivialである.
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証明. step1 : [·, ·]が非退化であることを示す. [·, ·]が左非退化かつ右非退化であるこ
とを示すが, Hilbert記号の対称性から左非退化をいえば十分であり, {(1, 1, 1)}ではな
い {Λ = (a, b, c)} ∈ KS/KS2に対し, [Λ,M ] = −1となるM ∈ KSが存在することを
いえばよい (但し, ここでの [·, ·]は local pairingをひき起こす pairing(3.2.10)である).

ここで, E/Kは (3.2.1)で与えられており次の 3つの場合に分けて証明する.

(i) Eを与える f がK で (3つの)1次因子の積に分解される場合. Λの取り方から
一般性を失うことなく a /∈ (K∗)2としてよい. これよりHilbert記号の非退化性 (命題
1.0.13の (a))から (a, µ)K = −1となる µ ∈ K∗が存在するため, M = (1, µ, µ) ∈ KS

とすれば,

[Λ,M ] = (a, 1)K(b, µ)K(c, µ)K

= (bc, µ)K

= (a−1, µ)K

= (a, µ)K = −1

となり, このとき [Λ,M ] = −1となるM が存在する.

(ii) f が 1根のみK の元である場合. 場合によっては添え字を変えて e1 ∈ K かつ
e2, e3 /∈ Kとすれば f は

K(e2, e3) = K(e2) = K(e3) = K(
√

D) (あるD ∈ K∗)

上 (3つの)1次因子の積に分解されている. このとき, まず, aK∗ /∈ (K∗)2であれば (i)

と同様の議論から (a, µ)K = −1となる µ ∈ K∗が存在するため (e1 ∈ K であった),

M = (1, µ, µ)とすればHilbert記号の性質 (命題 1.0.13)から

[Λ,M ] = (a, 1)K(b, µ)K(e2)

= (b, µ)K(
√

D)

= (NK(
√

D)/K(b), µ)K

= (bc, µ)K

= (a−1, µ)K

= (a, µ)K = −1

となる. 次に, a ∈ (K∗)2であれば代表元Λとして b ∈ K∗\((K∗)2 ∪ D(K∗)2)となるよ
うに取ることができる (取り直しても a ∈ (K∗)2であることには変わらない). この理
由は次である. KSの与え方と a ∈ (K∗)2より bと cはK上共役でありかつ bc ∈ (K∗)2

であるため bc = d2となる d ∈ K∗が存在する. よって

NK(
√

D)/K(b/d) = bc/d2 = d2/d2 = 1

であるため, Hilbertの定理 90からある d′ = α + β
√

D ∈ K(
√

D)∗に対し

b

d
=

α − β
√

D

α + β
√

D
=

(α − β
√

D)2

α2 − β2D
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となり,

b =
d

α2 − β2D
(α − β

√
D)2 ∈ K∗(K(

√
D)∗)2

がいえるため, b ∈ K∗ \ ((K∗)2 ∪ D(K∗)2)としてよい. このとき, Hilbert記号の非退
化性から (b, ε)K = −1 となる ε ∈ K∗が存在する. よって, NK(

√
D)/K(γ) = εとなる

γ ∈ K(
√

D)を取り, γ′ ∈ K(
√

D)を γのK上の共役元とし, M = (ε, γ, γ′)とすれば
ε, γの取り方とHilbert記号の性質 (命題 1.0.13)から

[Λ,M ] = (a, ε)K(b, γ)K(e2)

= (b, γ)K(
√

D)

= (b, NK(
√

D)/K(γ))K

= (b, ε)K = −1

となる. 従ってこのとき [Λ,M ] = −1となるM が存在する.

(iii) f がKv上既約である場合. f の最小分解体をK ′としたとき, Galois理論から
拡大K ′/Kが 3次の巡回拡大であるか, もしくはGalois群がS3と同型になる 6次の
拡大であるため, この 2つの場合に分けて示す. まず, K ′が前者のとき

K ′ = K(e1) = K(e2) = K(e3)

であり, 当然K ′上で f は一次因子の積に分解されることから (i)より v1v2v3 ∈ (K∗)2

を満たすある {v1, v2, v3} ∈
∏3

i=1 K ′∗ が存在して

(a, v1)K′(b, v2)K′(c, v3)K′ = −1

となる. よって, Gal(K ′/K)の生成元 σとして

σ :


e1 7→ e2

e2 7→ e3

e3 7→ e1

をひき起こすものを取り,

µ1 = v1 · σ−1(v2) · σ−2(v3), µ2 = σ(µ1), µ3 = σ2(µ1)

としてM = (µ1, µ2, µ3)とすれば σと viの取り方からM ∈ KSゆえ,

[Λ,M ] = (a, µ1)K(e1) = (a, µ1)K′

=
(
a, v1 · σ−1(v2) · σ−2(v3)

)
K′

=
(
a, v1

)
K′

(
a, σ−1(v2)

)
K′

(
a, σ−2(v2)

)
K′

= (a, v1)K′(b, v2)K′(c, v3)K′

= −1
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となる. 最後にK ′が後者のとき, Galois理論からGal(K ′/K)の生成元 σ, τ として

σ :


e1 7→ e2

e2 7→ e3

e3 7→ e1

τ :


e1 7→ e1

e2 7→ e3

e3 7→ e2

をひき起こすものを取ることができる. 今, KS の与え方と Λ の取り方から a /∈
(K(e1)

∗)2 であるため, Hilbert記号の非退化性から (a, γ) = −1 となる γ ∈ K(e1)
∗

が存在する. これより,

µ1 = σ(γ) · σ2(γ), µ2 = σ(µ1), µ3 = σ(µ2) = σ2(µ1)

としてM = (µ1, µ2, µ3)とすれば σと γ の取り方からM ∈ KSである. このとき,

Gal(K ′/K(e1)) = 〈τ〉であり, b, cはK(e1)上共役であるため

(b, γ)K′ = (c, γ)K′ = (NK′/K(e1)(c), γ)K(e1)

= (bc, γ)K(e1)

= (a, γ)K(e1) = −1

となる. よって, σ, τ の与え方から τ(σ(γ)) = σ2(γ)ゆえ

[Λ,M ] = (a, µ1)K(e1) =
(
a, NK′/K(e1)(σ(γ))

)
K(e1)

= (a, σ(γ))K′

= (σ(c), σ(γ))K′

= (c, γ)K′ = −1

となり, このとき [Λ,M ] = −1となるM が存在する. 以上より local pairing [·, ·]は非
退化である.

Step2 : Im(δ)× Im(δ)上 trivialであることを示す. Kが局所体であることと δが準
同型であることから, x, y 6= 0かつ x 6= uとなる P = (x, y), Q = (u, v) ∈ E(K)に対
して示せばよい. このとき, z = (x − u)−1としたときの自明な等式

z(x − ei) − z(u − ei) = 1 (i = 1, 2, 3) (3.3.15)

から,

z(x − ei) · 12 − z(u − ei) · 12 − 12 = 0

であるため, Hilbert記号の定義とHilbert記号の双線形性より各 i(i = 1, 2, 3)に対して

1 = (z(x − ei),−z(u − ei))K(ei)

= (z,−z)K(ei)(x − ei,−z)K(ei)(z, u − ei)K(ei)(x − ei, u − ei)K(ei)

= (x − ei,−z)K(ei)(z, u − ei)K(ei)(x − ei, u − ei)K(ei)
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が成り立つ. よって,

[δ(P ), δ(Q)] =
∏

{i}∈IK

(x − ei, u − ei)K(ei)

=

 ∏
{i}∈IK

(x − ei,−z)K(ei)


 ∏

{i}∈IK

(z, u − ei)K(ei)

 (3.3.16)

となり, ここで以下の 3つの場合に分けて示す.

(i) f がK 上 (3つの)1次因子の積に分解されるとき. E上が (3.2.1)で与えられて
いることから

3∏
i=1

(x − ei,−z)K = (y2,−z)K = 1,
3∏

i=1

(z, u − ei)K = (z, v2)K = 1

となり, (3.3.16)から [δ(P ), δ(Q)] = 1 となる.

(ii) f の 1根のみKの元であるとき. 添え字を入れ換えて e1 ∈ Kかつ e2, e3 /∈ Kと
してもよい. よって, 再びE上が (3.2.1)で与えられていることから

(x − e1,−z)K(x − e2,−z)K(e2) = (x − e1,−z)K

(
NK(e2)/K(x − e2),−z

)
K

= (x − e1,−z)K ((x − e2)(x − e3),−z)K

= ((x − e1)(x − e2)(x − e3),−z)K

= (y2,−z)K = 1

であり, また同様にして

(z, u − e1)K(z, u − e2)K(e2) = 1

となる. よって (3.3.16)から [δ(P ), δ(Q)] = 1である.

(iii) f がK上既約であるとき. 再びE上が (3.2.1)で与えられていることから

(x − e1,−z)K(e1) =
(
NK(e2)/K(x − e2),−z

)
K

= ((x − e1)(x − e2)(x − e3),−z)K

= (y2,−z)K = 1

であり,また同様にして (z, u−e1)K(e1) = 1となる. よって (3.3.16)から [δ(P ), δ(Q)] =

1 である. 以上より Im(δ) × Im(δ)上 trivialである

次に, 主定理の (c)を示すのに必要な approximation theoremと呼ばれる定理を示
す. まず, 幾つか補題を示すがKは始めの 2つの補題においてQv(ある v ∈ MQ)の有
限次拡大体とし, それ以後, 代数体とすることに注意しておく.
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補題 3.3.17. KはQv(ある v ∈ MQ)の有限次拡大体とする. このとき

e =


0 (f がK上既約であるとき)

1 (f の 1根のみKの元であるとき)

2 (f がK上 1次因子の積に分解されるとき)

とし, d = [K : Qv],W = KS/KS2とすれば

#Im(δ) = #(E(K)/2E(K)) =


2e−d (v = ∞)

2e+d (v = 2)

2e (それ以外のとき)

(3.3.18)

が成り立ち, さらに#W = (#Im(δ))2が成り立つ.

証明. Step1 : 次の 2つを引用する. (a)はHerbrandの補題と呼ばれ, [13, VI 65:9]よ
り引用する. また (b)は [16, VII Prop. 6.3]より引用する.

(a) GをAbel群, Hを有限指数のGの部分群とし, Gの 2つの自己準同型Φ, Ψが

Φ ◦ Ψ(G) = Ψ ◦ Φ(G) = {1G}, Φ(H) ⊂ H, Ψ(H) ⊂ H

を満たすとする. このとき, GΦ = Ker(Φ), HΦ = H ∩ Ker(Φ)とし, Ψに対して
も同様に与えれば,

(GΦ : Ψ(G))

(GΨ : Φ(G))
=

(HΦ : Ψ(H))

(HΨ : Φ(H))

が成り立つ.

(b) Kは補題の仮定を満たす体とし, Rをその付値環とする. このとき, K上定義さ
れた楕円曲線E/Kに対してE(K)はR+ と同型な有限指数の部分群をもつ (R+

は環Rの和による加法群とする).

Step2 : まず前半を示す. v = ∞のとき, KはCまたはRである. 今, K = Cであ
ればCは代数的閉体ゆえ, f は常にC上 1次因子の積に分解される. よって e = 2で
あり, d = 2であることから 22−2 = 1となる. 一方, 命題 (2.1.8)の上で述べたように
E(C)はある複素 1次元トーラスC/Λと, 特に群として同型であることから明らかに
E(C)/2E(C)は自明な群となり, このとき (3.3.18) が成り立つ.

またK = Rであれば, [C : R] = 2より f はR上既約ではなく, f の判別式を∆f と
すれば f が Rで 1根のみ (3根)もつときかつそのときのみ∆f < 0(∆f > 0)である.

よって, ∆(E) = 16∆f であることと, d = 1より

2e−d =

{
1 (∆(E) < 0)

2 (∆(E) > 0)
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となる. 一方, [17, p. 188]より

#E(R)/2E(R) =

{
1 (∆(E) < 0)

2 (∆(E) > 0)

であることからこのとき (3.3.18) が成り立つ.

v 6= ∞のとき, Step1の (b)からR+を E(K)の部分群とみなし, Step1の (a)にお
いてG = E(K), H = R+, Ψ = [2]とし, Φを常にOに移る定値写像とすれば (a)の仮
定を満たし, このとき

GΦ = E(K), Ψ(G) = 2E(K), GΨ = E(K)[2], Φ(G) = {O},
HΦ = R+, Ψ(H) = 2R+, HΨ = {O}, Φ(H) = {O}

であるため,

#E(K)/2E(K) = (E(K) : 2E(K)) = (E(K)[2] : {O})(R+ : 2R+)

= #E(K)[2](R+ : 2R+)

となる. ここで, eの与え方から#E(K)[2] = 2eであり,

(R+ : 2R+) =

{
2d (v = 2 のとき)

1 (v 6= 2 のとき)

ゆえ, このとき (3.3.18) が成り立つ.

後半は v 6= ∞のとき, K = Cであれば前半の証明より#Im(δ) = 1である. 一方,

Eを与える fがC上 1次因子の積に分解されることと, C∗/(C∗)2が自明な群であるこ
とから, 命題 3.3.12の (a)より#W = 1 · 1 = 1となるため#W = (#Im(δ))2が成り立
つ. 次にK = Rかつ∆(E) > 0であれば, 前半の証明から#Im(δ) = 2である. 一方,

前半よりEを与える fがR上 1次因子の積に分解されることと, R∗/(R∗)2 ∼= Z/2Zか
ら, 命題 3.3.12の (a)より#W = 2 · 2 = 4となるため#W = (#Im(δ))2が成り立つ.

また, K = Rかつ∆(E) < 0であれば, 前半の証明から#Im(δ) = 1である. 一方, 前
半よりEを与える f がRで 1根もち, 命題 3.3.12の (b)で与えたK1 = R(ei)はRの
2次拡大体, 即ちK1 = Cである. よってC∗/(C∗)2は自明な群であるため, 命題 3.3.12

の (b)より#W = 1 となり#W = (#Im(δ))2が成り立つ.

v 6= 2,∞のとき, e = 1, 2のときは命題 3.3.12と [7, §11 Thm. 11.3]または [11, II

§3 Prop. 6]から明らか. e = 0のときは

#W = #(K∗
2/(K

∗
2)2)/#(K∗/(K∗)2) (3.3.19)

がいえれば,再び [7, §11 Thm. 11.3]または [11, II §3 Prop. 6]から#W = #Im(δ) = 1

となる. よって (3.3.19)を示せばよい. ここで, K∗
2
2 ⊂ K∗(K∗

2)2 ⊂ K∗
2 より群の第 2同

型定理と命題 3.3.12の (c)から

W ∼= K∗
2/

(
K∗(K∗

2)2
) ∼=

(
K∗

2/(K
∗
2)2

)
/
(
K∗(K∗

2 )2/(K∗
2 )2

)
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が成り立つ. さらに群の第 1同型定理とK∗ ∩ (K∗
2)2 = (K∗)2 であることから(

K∗(K∗
2)2/(K∗

2)2
)
/(K∗

2)2 ∼= K∗/
(
K∗ ∩ (K∗

2)2
)

= K∗/(K∗)2

となる. 従って

W ∼= (K∗
2/(K

∗
2 )2)/(K∗/(K∗)2) (3.3.20)

ゆえ (3.3.19)が成り立つことからこのときも#W = #Im(δ) が成り立つ.

v = 2のとき, [11, II §3 Prop. 6]よりLをQ2の有限次拡大とするとき#(L∗/(L∗)2) =

22+[L:Q2]となることを用いて示す. e = 2のときは命題 3.3.12と前半から明らか. e = 1

のときは [K1 : Q2] = [K1 : K][K : Q2] = 2dであるため, 命題 3.3.12と前半から

#W = #(K∗
1/(K

∗
1)2) = 22+[K1:Q2] = 22+2d = (21+d)2 = #(Im(δ))2

となる. また, e = 2のときは [K2 : Q2] = [K2 : K][K : Q2] = 3dであることから e = 1

のときと同様にすればよい. 以上より後半が成り立ち, 補題が成り立つ.

補題 3.3.21. KをQv(vはKの有限素点)の有限次拡大体とし, Λ = (b1, b2, b3) ∈ KS

する. このとき, 各 i(i = 1, 2, 3)に対しK(
√

bi)/K(ei)が不分岐拡大ならばΛは不分岐
であるとする (KS/KS2に対しても同様に定義する). これより, v 6= 2,∞でありかつ
K の付値で E/K が good reduction をもてば, (3.2.3)で与えた単射準同型 δに対し,

Im(δ)は不分岐なものからなるKS/KS2の部分集合に一致する.

証明. Step1 : Kを局所体, Rをその付値環, kをその剰余体とし, E/KをK上定義さ
れた楕円曲線E/Kとする. このとき, 次の 3つを引用する. (a)は [16, VII Prop. 3.1]

より引用する. また, (b)はNeron-Ogg-Shafarevichの criteironと呼ばれるものの一部
であり, [16, VII Thm. 7.1]より引用し, (c)は semi-stable reduction theoremと呼ばれ
るもの一部であり, [16, VII Prop. 5.4]より引用する.

(a) Ẽを reduction写像R → kによって引き起こされる k上定義された曲線とする.

このとき, EがKで good reductionをもつならば (ch (k),m) = 1となる各整数
m ≥ 1に対し, reduction写像E(K)[m] → Ẽ(k)は単射となる.

(b) EがKで good reductionをもてば (ch (k),m) = 1となる各整数m ≥ 1に対し,

K(E[m])/Kは不分岐拡大となる.

(c) K ′/K が不分岐拡大であれば K における E の reductionと K ′ における E の
reductionの種類は同じである.　　　　

Step2 : 補題を証明する. まず, P ∈ E(K)に対し δ(P ) ∈ KS/KS2が不分岐である
ことを示す. 今, δ(P ) = {(δ1(P ), δ2(P ), δ3(P ))}とし, 各 i(i = 1, 2, 3)に対し ordvi

を
K(ei)の付値 viを正規化したものとする. このとき, 各 i(i = 1, 2, 3)に対し,

ordvi
(δi(P )) ≡ 0 (mod 2) (3.3.22)
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がいえればK(
√

δi(P ))/Kは不分岐拡大ゆえ, δ(P ) ∈ KS/KS2は不分岐となる. よっ
て (3.3.22)を示す. まず, P = (a, b) /∈ E(K)[2]のとき δの与え方から各 i(i = 1, 2, 3, )

に対し

ordvi
(δi(P )) ≡ ordvi

(a − ei) (mod 2)

であり,各 i(i = 1, 2, 3)に対し ordvi
(a−ei) ≡ 0 (mod 2)をいえばよい. 各 i(i = 1, 2, 3)

に対し ordvi
(a− ei) = 0のときは自明である. また, ある iで ordvi

(a− ei) ≥ 1ならば,

Eは (3.2.1) で与えられているため ordvi
(b) ≥ 1である. ここでK ′を f の最小分解体

とし, ordvをK ′の正規付値とすれば当然K(ei) ⊂ K ′より

ordv(a − ei) ≥ 1, ordv(b) ≥ 1

である. これは, k′を kの剰余体とするときの reduction写像E(K) → Ẽ(k)により P

と (ei, 0)が同じ点に対応することを意味する. 一方, ch (k) 6= 2であるため, Step1の
(a)と (c)から E[2] = E(K ′)[2] → Ẽ(k′)は単射ゆえ, reduction写像により (ei, 0)と
(ei+1, 0)と (ei+2, 0)は互いに異なる点に対応する. よって, これは

ordv(a − ei+1) = ordv(a − ei+2) = 0

を意味し, Step2の (b)から

ordvi
(a − ei+1)(a − ei+2) = 0

となる. 従って

ordvi
(a − ei) = ordvi

(a − ei)(a − ei+1)(a − ei+2)

= ordvi
(b2)

= 2ordvi
(b) ≡ 0 (mod 2)

となり,これは各 i(i=1,2,3)に対していえるため,このとき δ(P )は不分岐である. また,

P ∈ E(K)[2]のときも同様にすればよい. 以上からP ∈ E(K)に対し δ(P ) ∈ KS/KS2

は不分岐である. これより, #Im(δ)とKS/KS2で不分岐なものの集合の元の個数 d’

が同じであれば補題が成り立つ. ここで, [11, II §3 Prop. 6]から LをQv(vはQの
有限素点)の有限次拡大とすれば#(UL/U2

L) = 2であること, 命題 3.3.12と前半から
d′ = 2e = #Im(δ)となり, 補題が成り立つ.

以後, Kは代数体とする.

補題 3.3.23. α, β ∈ KS/KS2とする. このとき, 有限個を除いたすべての v ∈ MK

に対し [α, β]v = 1であり (但し, [·, ·]vはKvに対するKSv/KS2
v × KSv/KS2

v上の local

pairingである), ∏
v∈MK

[α, β]v = 1

となる.
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証明. [·, ·]vの定め方と注 (命題 1.0.13の (b))から明らか.

定理 3.3.24 (approximation). (αv)v∈MK
∈

∏
v∈MK

KSv/KS2 は有限個を除いたす
べての v ∈ MK で, αv ∈ Im(δv)であるとする (但し, δvはKvに対して定まる単射準
同型 (3.2.3)である). このとき, 各 v ∈ MKに対し αα−1

v ∈ Im(δv) となる α ∈ KS/KS2

が存在するための必要十分条件は各 β ∈ FD/KS2に対し∏
v∈MK

[αv, β]v = 1

となることである.

証明. Step1 : S ⊂ MK を無限素点を含む有限集合としたときKS を Sを除いたとこ
ろで可逆となるK∗の元からなる集合とする. このとき次を [7, pp. 70-72]から引用
し, 幾つか記号を定義する. ある無限素点を含むMKの有限集合 S0が存在し, S0を含
む任意の有限集合 Sに対し以下の 2つを満たす.

(a) #(KS/K2
S) = 2#Sである.

(b) 自然な写像K → Kv(v ∈ MK)によって引き起こされる写像

KS/K2
S →

∏
v∈S

Kv/K
2
v

は単射である.

これより, 同様のことがK(ei)(i = 1, 2, 3), K ′(K ′は fの最小分解体)にもいえる. よっ
て Sとして Sの各素点 vの上にあるK(ei), K

′の素点がともにすべて上の (a),(b)を
満たすように取り直せる. さらに Sを除いたところで good reductionを持つように
Sを取り直す. また, KSSをKSの元であって Sを除いたところで不分岐な集合とし,

WS = KSS/KS2
Sとし, Wv = KSv/KS2

vとすれば, Sの取り方から (b)によって引き起
こされる局所化写像WS →

∏
v∈S Wvは単射となる.

Step2 : Step1で与えた記号に対しH =
∏

v∈S #Im(δv)とすれば
∏

v∈S #WS = H2

であり, #WS = Hである.

前者は補題 3.3.17から明らか. 後者を示す.

(i) f がK上 (3つの)1次因子の積に分解されるとき. まず, Step1における Sの取
り方と補題 3.3.17から

H =
∏
v∈S

#(Im(δv)) = (22)#S

である. 一方, 命題 3.3.12の (a)と Step1における Sの取り方から

#WS = #
(
KSS/KS2

S

)
= #(K∗

S/(K∗
S)2)2 = (2#S)2 = (22)#S
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となり, #WS = Hが成り立つ.

(ii) f が 1根のみKの元である場合. Lを Sの上にあるK1の素点からなる集合と
し, 各 v ∈ Mkに対する fのKv上の既約因子の数を gvとすれば [11, II §1 Cor. 1]より

#L − #S =
∑
v∈S

(gv − 2)

である. よって Sの取り方と命題 3.3.12から

#WS = #(K1
∗
L/K1

∗
L) = 2#L = 2

P

v∈S(gv−1) =
∏
v∈S

#(Im(δv)) = H

となる.

(iii) f がK上既約であるとき. L′を Sの上にあるK2の上にある素点からなる集合
とすれば再び [11, II §1 Cor. 1]より

#L − #S =
∑
v∈S

(gv − 1)

となることから (ii)と同様にすれば#WS = H を得る. 以上より#WS = H が成り
立つ.

Step3 : 命題を示す. まず, 必要性は補題 3.3.23 と命題 3.3.14の後半より明らか. 次
に十分性を示す前に幾つか述べる. まず, Step1で与えた Sを含む有限集合であって
その集合を除いたすべての素点 vに対してΛv ∈ Im(δv)となるように Sを取り直せば
当然, Step1,2で述べたこととがこの Sに対しても成り立つ. また, 各 v ∈ Mkに対す
るKSv/KS2

v上の local pairing [·, ·]vは,
∏

v∈S[·, ·]によって命題 3.3.14から非退化な双
線形形式

Γ :
∏
v∈S

Wv ×
∏
v∈S

Wv → {±1}

を引き起こし, M :=
∏

v∈S Im(δv)とすればM × M 上 trivialである. ここで, Rを
Step1で与えた局所化写像によるWS の imageとすれば, Sの取り方から局所化写像
は単射であるため, Step2より#R = #WS = H である. また, 局所化写像と Γの与
え方から, 補題 3.3.23より ΓはR×R上 trivialである. よって, M,R, Γの与え方と Γ

の双線形性から (MR) × (M ∩ R)上 trivialであり, #R = H = #M であることと群
の同型定理から#MR · #M ∩ R = H2となる. 従ってMRとM ∩ Rは Γにおける∏

v∈S Wvの直交補空間となる. これより, 十分性を示す. 各 β ∈ FD/KS2に対し∏
v∈MK

[αv, β]v = 1

であるとすれば, FDの与え方から FD/KS2 ∼= M ∩ R となることと, Γの与え方から
(αv)v∈S ∈ MRである. よってM,Rの与え方から, ある (dv)v∈S ∈ M と α ∈ WSが存
在して

(αv)v∈S = (dvα)v∈S
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となり, これは各 v ∈ S に対し αα−1
v ∈ Im(δv) となることを意味する. 一方, S,WS

の与え方と補題 3.3.21から v ∈ M \ S に対して α, αv ∈ Im(δv)である. よって, 各
v ∈ MK に対し αα−1

v ∈ Im(δv)となることから十分性がいえ, 命題が成り立つ.

次で与える補題は 〈·, ·〉がL0を使わなくても定まることを意味し, Applicationと主
定理の (d)の証明で用いられる. なお, paring 〈·, ·〉がwell-definedであることはまだ示
してはいないが, これが示されたと仮定して証明する.

補題 3.3.25. α = {Λ}, β = {(c1, c2, c3)} ∈ FD/KS2に対し

〈α, β〉 =
∏

v∈MK

∏
{i}∈IKv

(Li(Qv), ci)Kv(ei)
(3.3.26)

となる (但し, Λに対して Li, L0, Qv は節 3.2 の Step4の方法で取ってきたものであ
り,IKv は節 3.2の Step3で与えたものである).

証明. paring 〈·, ·〉がwell-definedであることは仮定して証明する. Hilbert記号の性質
(命題 1.0.13)と補題 3.3.23と各 vに対して L0(Qv) ∈ Kvであることから ∏

v∈MK

∏
{i}∈IKv

(Li(Qv), ci)Kv(ei)

 〈α, β〉−1 =
∏

v∈MK

∏
{i}∈IKv

(L0(Qv), ci)Kv(ei)

=
∏

v∈MK

∏
{i}∈IKv

(
L0(Qv), NKv(ei)/Kv(ci)

)
Kv

=
∏

v∈MK

(L0(Qv), c1c2c3)Kv

= 1

となり, 一番上と一番下の右側に対し右から 〈α, β〉を掛ければ (3.3.26)が成り立つ.

3.4 主定理の証明

これより前の節で示した幾つかの補題を用いて主定理を証明する.

(a)の証明. α = {Λ}, β = {(c1, c2, c3)} ∈ FD/KS2に対して, 以下の 2つがいえれば
よい.

(i) 各 v ∈ MK に対し local pairing

[{Jv(Λ)}, β]v =
∏

{i}∈IK

(
Li

L0

(Q′
v), ci

)
Kv(ei)

(3.4.1)

がQvの取り方に寄らず定まりかつ有限個を除いたすべての v ∈ MK で 1とな
るとなる.
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(ii) 〈α, β〉の値は各 i(i = 0, 1, 2, 3)に対してQiを固定したときのLiの取り方と, Qi

の取り方に寄らない.

まず (i)が成り立つことを示す. 前者は各 v ∈ MK に対し, 命題 2.4.17から CΛ/Kv

はE/Kvの主等質空間であるため, Q′
vをCΛの別のKv-有理点として取ってくれば命

題 2.4.7からE上のKv-有理点Q = (xv, yv)が存在して, Q′
v = Qv + Qとできる. これ

より補題 3.3.10の (b)から各 i(i = 1, 2, 3)に対し, ある hi,v ∈ Kv(ei)
∗が存在して

(Li/L0)(Q
′
v)

(xv − ei) · (Li/L0)(Qv)
= h2

i,v

となる. よって, δv(Q), β ∈ Im(δv)であるため (β ∈ Im(δv)は FDの定義からいえる),

命題 3.3.14より∏
{i}∈IK

(
Li

L0

(Q′
v), ci

)
Kv(ei)

=
[
δv(Q), β

]
v
×

∏
{i}∈IK

(hi,v, ci)
2
Kv(ei)

×
∏

{i}∈IK

(
Li

L0

(Q′
v), ci

)
Kv(ei)

=
∏

{i}∈IK

(
Li

L0

(Q′
v), ci

)
Kv(ei)

= [{Jv(Λ)}, β]v

となり (3.4.1)はQv ∈ CΛ(Kv)の取り方に寄らない. 次に,後者の (3.4.1)が有限個を除
いたすべての v ∈ MKで 1となることを示す. 今, 有限個を除いたすべての v ∈ MKで
E,CΛ, L0, Li(i = 1, 2, 3)が good reductionをもつため, この vに対し CΛは十分に多
くのKv-有理点をもつことから, その中でLi(Qv)(i = 1, 2, 3), L0(Qv)がともに UKv(ei)

の元となるような点Qvを取れば (3.4.1)がCΛ上のKv-有理点の取り方に寄らないこ
とと命題 (1.0.13)の (c)からこの値は 1となり後者が成り立つ.

次に (ii)を示す. まず, 〈α, β〉の値が各 i(i = 1, 2, 3)に対してQiを固定したときの
Liの取り方に寄らないことを示す. Liの取り方からLiは α ∈ K(ei)

∗ (i = 0のときは
便宜上 e0 = 1としておく)倍を除いて一意的に定まっており, 節 3.2の Step4での取
り方を満たす別の 1次形式L′

i ∈ K(ei)[U1, U2, U3, T ]を取ってくればL′
i = αiLiとなる

αi ∈ K(ei)
∗が存在する. このとき, Li, L0の取り方から

α1

α0

· α2

α0

· α3

α0

∈ (K∗)2

より

A :=

{
α1

α0

,
α2

α0

,
α3

α0

}
∈ KS
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ゆえ, 補題 3.3.23から∏
v∈MK

∏
{i}∈IK

(
L′

i

L′
0

(Qv), ci

)
Kv(ei)

=
∏

v∈MK

∏
{i}∈IK

(
αiLi

α0L0

(Qv), ci

)
Kv(ei)

=

{ ∏
v∈MK

[{A}, β]

}  ∏
v∈MK

∏
{i}∈IK

(Li

L0

(Qv), ci

)
Kv(ei)


=

∏
v∈MK

∏
{i}∈IK

(
Li

L0

(Qv), ci

)
Kv(ei)

= 〈α, β〉

となるため, 〈α, β〉の値は Li(i = 0, 1, 2, 3)の取り方に寄らない. 最後に 〈α, β〉の値が
Qi(i = 0, 1, 2, 3)の取り方に寄らないことを示す. ここで, Q′

i(i = 0, 1, 2, 3)をそれぞ
れ, YiのK(ei)-有理点として取り (便宜上 e0 = 1とする), L′

i(i = 0, 1, 2, 3)として節
3.2 の Step4のやり方で取ってきたそれぞれ対する 1次形式として取る. また, 1次
形式 L ∈ K(ei)[U1, U2, U3, T ](i = 1, 2, 3)を Yi ⊂ P2におけるQiとQ′

iと結んだ直線
を与える 1次形式を射 CΛ → Yiによって引き戻したものとすれば, この取り方から
LiL

′
i = βiL

2となる βi ∈ K(ei)
∗が存在する. よって, L,L′の取り方から (ii)の前半と

同様にして

B :=

{
β1

β0

,
β2

β0

,
β3

β0

}
∈ KS

がいえるため, Hilbert記号の性質 (命題 1.0.13)と補題 (3.3.23)より ∏
v∈MK

∏
{i}∈IK

(
L′

i

L′
0

(Qv), ci

)
Kv(ei)


 ∏

v∈MK

∏
{i}∈IK

(
Li

L0

(Qv), ci

)
Kv(ei)


=

 ∏
v∈MK

∏
{i}∈IK

(
βiL

2
i

β0L
2
0

(Qv), ci

)
Kv(ei)


=

{ ∏
v∈MK

[{B}, β]v

} ∏
v∈MK

∏
{i}∈IK

(
Li

L0

(Qv), ci

)2

Kv(ei)


= 1

となる. 従って, 両辺の右側に一番上の等式の左側の右側を掛ければ∏
v∈MK

∏
{i}∈IK

(
L′

i

L′
0

(Qv), ci

)
Kv(ei)

=
∏

v∈MK

∏
{i}∈IK

(
Li

L0

(Qv), ci

)
Kv(ei)

ゆえ, 〈α, β〉の値はQi(i = 0, 1, 2, 3)の取り方に寄らない. 以上より主定理の (a)が成
り立つ.

(b)の証明. α = {Λ}, α′ = {Λ}, β = {M}, β′ = {M ′} ∈ FD/KS2に対し
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(i) 〈αα′, β〉 = 〈α, β〉〈α′, β〉,

(ii) 〈α, ββ′〉 = 〈α, β〉〈α, β′〉

が成り立つことを示す. まず (ii)は Hilbert記号の双線形性 (命題 1.0.13の (a))より
明らか. 次に (i)を示す. 今, Λ′′ = ΛΛ′とすれば ΛΛ′Λ′′ ∈ KS2ゆえ, 補題 3.3.10より
Li, L

′
i, L

′′
i (i = 0, 1, 2, 3)をそれぞれΛ, Λ′, Λ′′に対して節 3.2の Step4の方法で取ってき

たものとする. 各 v ∈ MKに対し, Qv, Q
′
v, Q

′′
vをそれぞれCΛ, CΛ′ , CΛ′′上のKv-有理点

としてうまく取ってくれば, 各 i(i = 1, 2, 3)に対し, ある ai ∈ K(ei)
∗と hi,v ∈ Kv(ei)

∗

が存在して

Li

L0

(Qv) ·
L′

i

L′
0

(Q′
v) ·

L′′
i

L′′
0

(Q′′
v) = ai · h2

i,v

となる. よってLi, L
′
i, L

′′
i の取り方から {a1, a2, a3} ∈ KSゆえ, Hilbert記号の性質 (命

題 1.0.13)と補題 (3.3.23)から

〈α, β〉〈α′, β〉〈αα′, β〉

=

 ∏
v∈MK

∏
{i}∈IK

(Li

L0

(Qv), ci

)
Kv(ei)


 ∏

v∈MK

∏
{i}∈IK

(L′
i

L′
0

(Q′
v), ci

)
Kv(ei)


×

 ∏
v∈MK

∏
{i}∈IK

(
L′′

i

L′′
0

(Q′′
v), ci

)
Kv(ei)


=

∏
v∈MK

∏
{i}∈IK

(
Li

L0

(Qv) ·
L′

i

L′
0

(Q′
v) ·

L′′
i

L′′
0

(Q′′
v), ci

)
Kv(ei)

=
∏

v∈MK

∏
{i}∈IK

(ai, ci)Kv(ei)
(hi,v, ci)

2
Kv(ei)

=
∏

v∈MK

∏
{i}∈IK

(ai, ci)Kv(ei)

= 1

となり両辺の左から 〈αα′, β〉を掛ければ (ii)を得る. 以上より pairirng 〈·, ·〉は双線形
である.

(c)の証明. (必要性.) 補題 3.3.3と補題 (3.3.23)とHilbert記号の性質 (命題 1.0.13)

から明らか.

(十分性.) 任意の β ∈ FD/KS2に対し

1 = 〈α, β〉 =
∏

v∈MK

[{Jv(Λ)}, β]v

であるとする. このとき, あるΛ′ := (α1, α2, α3) ∈ KSに対し, 各 v ∈ MK で,

αi ·
Li

L0

(Qv) ∈ {Kv(ei)}2 (3.4.2)
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を満たす CΛ上のKv-有理点Qv が存在することがいえれば, 補題 3.3.3より Λ ∈ SD

であるため十分性が成り立つ. 今, 定理 3.3.24からある {Λ′ = (α1, α2, α3)} ∈ KS/KS2

が存在して, 各 v ∈ MK に対し

{Λ′} · {Jv(Λ)}−1 ∈ Im(δv)

となる. よってこのΛ′に対し各 v ∈ MKで (3.4.2) が成り立つようなCΛ上のKv-有理
点が存在性すればよい. 上より, 各 v ∈ Mvに対し EのあるKv-有理点 Pv = (xv, yv)

と λv = (g1,v, g2,v, g3,v) ∈ KSvが存在して, 各 i(i = 1, 2, 3)に対し

αi = (xv − ei) · g2
i,v ·

Li

L0

(Qv)

となる. また, 補題 3.3.10の (b)より各 i(i = 1, 2, 3)に対し, ある di ∈ Kv(ei)
∗が存在

して

Li/L0(Qv + Pv)

(xv − ei) · (Li/L0)(Qv)
= d2

i

となる. 従って各 i(i = 1, 2, 3)に対し

αi ·
Li

L0

(Qv + Pv) = αi

(
d2

i · (xv − ei) ·
Li

L0

(Qv)

)
= αi · d2

i · αi · g−2
i,v

= (αi · di · g−1
i,v )2 ∈ Kv(ei)

2

となり, 上のQv + PvをQvとして取りな直せば (3.4.2)が成り立ち, 十分性が成り立
つ. 以上より主定理の (c)が成り立つ.

(d)の証明. Step1 : 次の 2つを示す.

(i) CΛ(Λ = (b1, b2, b3)とする) を定義するHi(i = 1, 2, 3)において, bi+1 6= bi+2であ
ればある 1次形式R,S ∈ K(ei)[U1, U2, U3]とA,B,C ∈ K(ei)

∗が存在して

Hi(U1, U2, U3, T ) = AR2 + 2BRS + CS2 + T 2 (3.4.3)

となる (A,B,C,R,Sは当然 iに依存するが簡略化のためあえてここでは添え字を
付けないことにする). さらに Aかつ C が 0でなければB − AC ∈ bi(K(ei)

∗)2

を満たす.

(ii) (3.4.3)の右辺を Q(i)(R,S, T )とし, Aかつ C が 0でないとし, ωi(i = 1, 2)を
Ax2 + Bx + C = 0の根とする. このとき, {Q(i)(R,S, T ) = 0} ⊂ P2上の 2点
[r1 : s1 : t1], [r2 : s2 : t2]に対して

2∏
i=1

{(t1r2 − t2r1) − ωi(t1s2 − t2s1)} = −t1t2W (3.4.4)
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が成り立つ (但し,

W =
2

A

{
Ar1r2 + B(r1s2 + s1r2) + Cs1s2 + t1t2

}
=

1

A
{Q(r1 + r2, s1 + s2, t1 + t2) − Q(r1, s1, t1) − Q(r2, s2, t2)}

とする).

まず, (i)については以下, 各 i(i = 1, 2, 3)に対し議論し, いくつか記号を定義するが,

記号簡略化のため添え字は付けないことにする. 前半は, 今, λ = ei+1 − ei+2とすると
λ2 ∈ K(ei)であるため, bi+1 = a+bλかつ bi+2 = a−bλとなるa, b ∈ K(ei)が存在する.

また同様にして, Zi+1 = R + Sλかつ Zi+2 = R − Sλ となるR,S ∈ K(ei)[U1, U2, U3]

が存在する (Ziは (3.2.6) で与えた記号である). よって

Hi(U1, U2, U3, T ) =
bi+1Z

2
i+1 − bi+2Z

2
i+2

ei+1 − ei+2

+ T 2

=
(a + bλ)(R + Sλ)2 − (a − bλ)(R − Sλ)2

λ
+ T 2

=
1

λ

[
2bλR2 + 2{(a + bλ) + (a − bλ)}RS + 2bλ3S2

]
+ T 2

= 2bR2 + 4aRS + 2bλ2S2 + T 2

となり, A = 2b, B = 2a, C = 2bλ2 ∈ K(ei)とおけば (3.4.3)を得る. 後半は記号の与
え方から

B2 − AC = 4(a2 − b2λ) = 4(a + bλ)(a − bλ)

= 4b−1
i bibi+1bi+2

= bi

(
2b−1

i

)2
(bibi+1bi+2) ∈ bi(K(ei)

∗)2

となり後半も成り立つ. 従って (i)が成り立つ.

(ii)を示す. ωi(i = 1, 2)はAx2 + Bx + C = 0の根であったことから, 解と係数の関
係より

−(ω1 + ω2) = −2B

A
, ω1ω2 =

C

A
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であることと, Q(i)(r1, s1, t1) = 0, Q(i)(r2, s2, t2) = 0であることから

2∏
i=1

{(t1r2 − t2r1) − ωi(t1s2 − t2s1)}

=
{
(t1r2 − t2r1) − ω1(t1s2 − t2s1)

}{
(t1r2 − t2r1) − ω2(t1s2 − t2s1)

}
= (t1r2 − t2r1)

2 − (ω1 + ω2)(t1r2 − t2r1)(t1s2 − t2s1) + ω1ω2(t1s2 − t2s1)
2

=
1

A

{
A(t1r2 − t2r1)

2 + 2B(t1r2 − t2r1)(t1s2 − t2s1) + C(t1s2 − t2s1)
2
}

=
1

A

[
A(t21r

2
2 + t22r

2
1 − 2t1t2r1r2) + 2B{t21r2s2 − t1t2(r1s2 + r2s1) + t22r1s1}

+ C(t21s
2
2 + t22s

2
1 − 2t1t2s1s2)

=
1

A

[
t21(Ar2

2 + 2Br2s2 + Cs2
2) + t22(Ar2

1 + 2Br1s1 + Cs2
1)

− 2t1t2{Ar1r2 + B(r1s2 + r2s1) + Cs1s2}
]

=
1

A

[
t21(−t22) + t22(−t21) − 2t1t2{Ar1r2 + B(r1s2 + r2s1) + Cs1s2}

]
= −t1t2

[ 2

A

{
Ar1r2 + B(r1s2 + s1r2) + Cs1s2 + t1t2

}]
となり (3.4.4)が成り立つ.

Step2 : 主定理の (d)を示す. α = βのとき 〈α, β〉 = 1を示すが, ここで主定理の (a)

からα, βの代表元としてΛ = {b1, b2, b3}としてよく, 適当に eiの添え字を入れかえる
ことによって b2 = b3 = b′となるときとそうでないときで場合分けする.

まず, 後者のときを示す. Qi := [r1 : s1 : t1]を Xi 上の K(ei)-有理点とし (Xi :

{Q(i)(R,S, T ) = 0}であった), 各 v ∈ MK に対する CΛ 上の Kv-有理点 Qv に対し
[r2 : s2 : t2] := ψi ◦ φ

(i)
4 (Qv)とし, このときの (3.4.4)における左辺を li ∈ K(ei)と

し, Wの値をWi とする. このとき, Xi, Li,W の与え方から, Li(Qv) = Wi であり,

A,B,C, ω1, ω2の与え方と Step1の (i)の後半から各 i(i = 1, 2, 3)に対し

K(ω1, ω2, ei) = K(ω1, ei) = K(ω2, ei) = K(
√

bi, ei)

ゆえ, Vi = (t1r2 − t2r1) − ω1(t1s2 − t2s1)とすれば li = NK(
√

bi,ei)/K(Vi)であることか
ら命題 (1.0.13)の (d)より

(li, bi)K(ei) = (Vi, bi)K(
√

bi,ei)
=

(
Vi,

(√
bi

)2
)

K(
√

bi,ei)
= 1

となる. よって, 各 i(i = 1, 2, 3)に対して li = −t1t2Li(Qv)より

(Li(Qv), bi)K(ei)
= (−t1, bi)Kv(ei)(t2, bi)Kv(ei)
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であることから, 補題 3.3.25より

〈α, α〉 =
∏

v∈MK

∏
{i}∈IKv

(Li(Qv), bi)Kv(ei)

=

 ∏
v∈MK

∏
{i}∈IKv

(−t1, bi)Kv(ei)


 ∏

v∈MK

∏
{i}∈IKv

(t2, bi)Kv(ei)


となる. ここで, 右辺の左側の積の値については−t1, bi ∈ K(ei)

∗ より補題 3.3.23の証
明と同様の議論から 1であることがいえる. 次に右辺の右側の積の値についてはKS

の与え方から b1b2b3 = b2となる b ∈ K∗が存在し, 射 ψi ◦ φ
(i)
4 の与え方 (2.4.34)から

t2 ∈ Kvであるため, 各 v ∈ MK に対し∏
{i}∈IKv

(t2, bi)Kv(ei)
= (t2, b1b2b3)Kv

=
(
t2, b

2
)

Kv
= 1

となり, 以上から 〈α, α〉 = 1となる.

次に前者を示すが, 前者は適当に eiの添え字を入れかえることによって b2 = b3 = b′

となるときであり, (a)から b1 = 1としてよい. ここで, b′ = 1(すなわちΛ = (1, 1, 1))

であれば明らかに 〈α, α〉 = 1であるため b′ = 1でないとする. このとき, KSの与え
方から e1 ∈ Kであり, Λの与え方からL2, L3に対して, 後者のときと同様に Step1の
(i), (ii)を適用する. すると, 各 i(i = 2, 3)に対し各 v ∈ MK で

(Li(Qv), bi)K(ei)
= (−t1, b

′)Kv(ei)(t2, b
′)Kv(ei)

となる (後者のときと同じ記号を用い, t1 ∈ K(ei)
∗であり, t2は iに寄らない). よっ

て, 自明な等式

(L1(Qv), 1)Kv(e1) = (−1, 1)Kv(e1)(t2, 1)Kv(e1)

から i = 1のときの−t1を−1とすることによって

〈α, α〉 =
∏

v∈MK

∏
{i}∈IKv

(Li(Qv), bi)Kv(ei)

=

 ∏
v∈MK

∏
{i}∈IKv

(−t1, bi)Kv(ei)


 ∏

v∈MK

∏
{i}∈IKv

(t2, bi)Kv(ei)


となり, 後者のときと同様にすれば 〈α, α〉 = 1を得る. 以上より (d)が成り立つ.

以上より, S(2)と同型な FD/KS2に対して構成した pairing 〈·, ·〉に対し主定理が成
り立つ.
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4 pairing 〈·, ·〉の再構成 (特別な場合)

〈·, ·〉の構成の際用いた楕円曲線 (3.2.1) は以下の 3つに場合分けされる.

(a) ei ∈ K (i = 1, 2, 3)である.

(b) ある iのみ ei ∈ Kである

(c) ei 6∈ K (i = 1, 2, 3)である.

ここでは計算しやすくするため, (a)の場合に対して簡単に pairing 〈·, ·〉を与える.

Step1 : S(2)を簡単に与える.

命題 4.0.5. (3.2.1)の形で与えられた楕円曲線E/Kが上の (a)を満たすとする. この
ときKS, FDはそれぞれ以下で与えられる.

KS =

{
Λ = (b1, b2, b3) ∈

3∏
i=1

K∗ ; b1b2b3 ∈ K∗2

}
FD = {Λ ∈ KS ; 各 v ∈ MK に対し, CΛ(Kv) = ∅}

(但し, Λ = (b1, b2, b3) ∈ KSに対するCΛは

CΛ :
{
Hi := bi+1Z

2
i+1 − bi+2Z

2
i+2 + (ei+1 − ei+2)T

2 = 0 ; i = 1, 2, 3
}

で与えられるP3の 3つ 2次曲面の intersectionとする). 従ってS(2) ∼= FD/KS2を得る.

Step2 : S(2)上の pairing 〈·, ·〉を簡単に与える.

命題 4.0.6. (3.2.1)の形で与えられた楕円曲線E/Kが上の (a)を満たすとする. この
とき S(2)上の pairing 〈·, ·〉は次で与えられる. まず, α = {Λ} ∈ FD/KS2に対するCΛ

において, 各 i(i = 1, 2, 3)に対しQiを円錐曲線 Yi : {Hi = 0} ⊂ P2のQ-有理点として
取り, さらに添え字をmod 3で与えたとき 1次形式

Li := ai+1Zi+1 + ai+2Zi+2 + aT (ai+1, ai+2, a ∈ Q)

をLi = 0がQiにおけるYiの接線となるように取る. また, FDの与え方から各v ∈ MQ

に対して Li(Qv) 6= 0となる CΛ 上の Qv-有理点を取る. これより, α = {Λ}, β =

{(c1, c2, c3)} ∈ FD/KS2に対して

〈α, β〉 =
∏

v∈MQ

3∏
i=1

(Li(Qv), ci)v

(但し, (·, ·)vをHilbert記号とする)となる.
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5 主定理を用いた計算例

主定理を用いてQ上定義された楕円曲線

E/Q : y2 = x(x − 343)(x + 59049)

の SD/KS2を計算する. この楕円曲線は [8, p. 120]より引用したもので Casselsの論
文 [6]でも計算はなされている. X(E/Q)[2] 6= {0}であることから E(Q)/2E(Q) (
FD/KS2(∼= S(2))であり, E(Q)torsと SD/KS2を計算することによって rankE(Q) = 0

を得る. 以下の Stepでそれらを計算していくことにする.

Step1 : E(Q)torsを求める. まず, 例 2.1.40より

E[2] = E(Q)[2] = {O, (0, 0), (343, 0), (−59049, 0)} ∼= (Z/2Z) × (Z/2Z)

である. 一方,

∆(E) = −16 · 3432 · 590492 · (343 + 59049)2

= −16 · 73 · 310 · 211 · 29

より 5 - ∆(E)であることからE[2] ⊂ E(Q)tors ↪→ Ẽ(F5) となり,

#Ẽ(F5) = 4

であることから E(Q)torsは位数 4の部分群をもち, 位数 4の群の部分群である. 従っ
て, E(Q)tors = E[2] ∼= (Z/2Z) × (Z/2Z)であり, 自明でない 4-torsion pointが存在し
ないことからE(Q)tors ⊂ E(Q)/2E(Q) とみなせる.

Step2 : FD/KS2を求める. FD/KS2が

FD/KS2 = 〈(−1,−1, 1), (1, 2, 2), (7, 7, 1), (1, 29, 29)〉 (5.0.7)

となることを示す. 命題 2.5.8から

S := {∞, 2, 3, 7, 29} ⊂ MQ

とすれば, 節 2.6の Step1から

S(2) ⊂ H1(K,E[2]; S) ∼= Q∗
S/Q∗

S
2 × Q∗

S/Q∗
S

2

である. よって, 命題 3.2.8におけるH1(K,E[2])とKS/KS2との対応と節 2.6の Step1

から

H1(K,E[2]; S) ∼= 〈(k, k, 1), (k, 1, k, ), (1, k, k) ; k ∈ {−1, 2, 3, 7, 19}〉 ⊂ KS/KS2

(5.0.8)
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である. ここで, 上における中央の集合をAとし, Λ := (b1, b2, b3) ∈ KS/KS2に対応す
るCΛは命題 4.0.5より

CΛ :


H1 = b2Z

2
2 − b3Z

2
3 + 211 · 29T 2 = 0

H2 = −b1Z
2
1 + b3Z

2
3 − 310T 2 = 0

H3 = b1Z
2
1 − b2Z

2
2 − 73T 2 = 0

であり, 節 2.6の Step2より Λ ∈ Aが FD/KS2の元となるための必要十分条件は CΛ

が各 v ∈ SでQv-有理点をもつことである.

始めにAの生成元をみていく. まず, Λ = (−1, 1,−1)に対してCΛはR-有理点をも
たない. なぜなら {H1 = 0} ⊂ P3上のR-有理点は [1 : 0 : 0 : 0]のみであるが, この点
は {H3 = 0} ⊂ P3上にはないからである. よって, (−1, 1,−1)は FD/KS2の元ではな
い. 全く同様にして (1,−1,−1)もまた FD/KS2の元ではない. 次にΛ = (2, 2, 1)に対
してCΛはQ2-有理点をもたない. なぜならCΛがQ2-有理点をもつと仮定すれば, 2の
何乗かを各成分に掛けることにより, そのQ2-有理点の成分を各成分の orderが 0以上
であって少なくとも１つの成分の orderが 0となるような [z1 : z2 : z3 : t]として取り
直すことができ,

0 =
1

2
H1(z1, z2, z3, t) = 211 · 29t2 + 2z2

2 − z2
3 ≡ −z2

3 (mod 2)

より z3 ≡ 0 (mod 2)となり, 再びこの等式をmod 4で考えれば z2 ≡ 0 (mod 2)であ
り, このことからH3 = 0をmod 2で考えれば t ≡ 0 (mod 2) となり, また同様にし
て z1 ≡ 0 (mod 2)ゆえ, 各成分の orderが 1以上となり, 各成分の取り方に矛盾する
からである. これと同様にして,

(2, 1, 2), (3, 3, 1), (3, 1, 3), (1,3,3),

(7, 1, 7), (1, 7, 7), (29, 29, 1), (29, 1, 29),

もまた FD/KS2の元ではない.

次に, 任意の Λ ∈ Aは (k, k, 1), (k, 1, k), (1, k, k, )(k ∈ −1, 2, 3, 7, 29の幾つかの積で
表されているが, KS/KS2で考えているため 2乗のものを除いて考えてよい. このと
き, Λに (−1, 1,−1)が含まれておりかつ (1,−1,−1)と (−1,−1, 1) が含まれていなけ
れば, 上で述べた (−1, 1,−1)が FD/KS2の元でないことと同様にして Λは FD/KS2

の元ではない. また (1,−1,−1)が含まれておりかつ (−1, 1,−1)と (−1,−1, 1)が含ま
れていなくても同様の理由により FD/KS2の元でない. さらに, これと同じように Λ

に上で挙げた FD/KS2の元ではないものが含まれているならばその元が入らないの
と同様の理由によりΛは FD/KS2に入らない. 従って,

FD/KS2 ⊂ 〈(−1,−1, 1), (1, 2, 2), (7, 7, 1), (1, 29, 29)〉 (5.0.9)
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である. ここで命題 3.2.8からE(K)/2E(K) → KS/KS2により

O 7→ (1, 1, 1)

(0, 0) 7→ (−7,−7, 1)

(343, 0) 7→ (7, 2 · 7 · 29, 2 · 29)

(−59049, 0) 7→ (−1,−2 · 29, 2 · 29)

であるため, (1, 2, 2)と (7, 7, 1)が FD/KS2の元となることをいえば

(−1,−1, 1) = (7, 7, 1)(−7,−7, 1) ∈ FD/KS2

であり,

(1, 29, 29) = (−1,−1, 1)(1, 2, 2)(−1,−2 · 29, 2 · 29) ∈ FD/KS2

となるため (5.0.7)が成り立つ. よって, C(7,7,1)とC(1,2,2)が各 v ∈ SでQv-有理点をも
つことをいう.

まずC(7,7,1)において, 点 [z1 : z2 : z3 : 0] ∈ C(7,7,1)は

7z2
2 − z2

3 = z2
3 − 7z2

1 = 7z2
1 − 7z2

2 = 0

を満たすため, 各 v ∈ Sに対し 7x2
v − y2

v = 0を満たす xv, yv ∈ Qv が存在することが
いえれば, 各 v ∈ Sに対し [xv : xv : yv : 0]はC(7,7,1)上のQv-有理点となる. よってそ
れを示す. まず v = ∞のときは明らか. v = 2, 3, 7, 29のとき, それぞれ, 7x2 − y2は
mod 16で (x, y) = (1, 5) mod 3で (x, y) = (2, 5), mod 7で (x, y) = (1, 0), mod 29で
(x, y) = (1, 6)を根にもち, それぞれ, Henselの補題 (補題 1.0.10)の適用条件を満たす
ことから, このとき 7x2

v − y2
v = 0を満たす xv, yv ∈ Qvが存在する. よって, C(7,7,1)は

各 v ∈ SでQv-有理点をもつ.

次にC(1,2,2)においてC(1,2,2)は

CΛ :


H1 = Z2

2 − Z2
3 + 210 · 29T 2 = 0

H2 = −Z2
1 + 2Z2

3 − 310T 2 = 0

H3 = Z2
1 − 2Z2

2 − 73T 2 = 0

である. v = ∞のときは C(7,7,1)のときと同様にして R-有理点をもつ. v = 2のとき,

T = Z3 = 1と仮定してQ2-有理点をもつことをいう. このときH1 = 0から

Z2
2 = 1 − 29 · 210 ≡ 1 (mod 16)

より Z ≡ 1 (mod 16)からHenselの補題を使えば z2
2 = 1 − 29 · 210を満たす z2 ∈ Q2

が存在する. またH2 = 0から

Z2
1 = 2 − 310 ≡ 9 (mod 16)
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よりZ1 ≡ 5 (mod 16)からHenselの補題を使えば z2
1 = 2− 310を満たす z1 ∈ Q2が存

在する. よって [z1 : z2 : 1 : 1]がC(1,2,2)上のQ2-有理点となる. v = 3, 7, 29のときもこ
れと同様にして C(1,2,2)上のQ2-有理点の存在性を示すことができる. よって, C(1,2,2)

は各 v ∈ SでQv-有理点をもつ. 従って,

FD/KS2 = 〈(−1,−1, 1), (1, 2, 2), (7, 7, 1), (1, 29, 29)〉
= 〈(−7,−7, 1), (7, 2 · 7 · 29, 2 · 29), (1, 2, 2), (1, 7, 7)〉 (5.0.10)

である.

Step3 : SD/KS2を求める. SD/KS2が

SD/KS2 = 〈(−7,−7, 1), (7, 2 · 7 · 29, 2 · 29)〉 ∼= (Z/2Z) × (Z/2Z) (5.0.11)

となることを示す. これがいえれば

(Z/2Z) × (Z/2Z) ∼= E(Q)tors ⊂ E(Q)/2E(Q) ⊂ SD/KS2 ∼= (Z/2Z) × (Z/2Z)

より rankE(Q) = 0となる. ここで (5.0.11)は主定理 3.1.1の (c), (d)から

〈(1, 2, 2), (1, 7, 7)〉 = −1

をいえば十分である. 今, C(1,2,2)は

C(1,2,2) :


H1 = 2Z2

2 − 2Z2
3 + 211 · 29T 2 = 0

H2 = −Z2
1 + 2Z2

3 − 310T 2 = 0

H3 = Z2
1 − 2Z2

2 − 73T 2 = 0

である. これより各 i(i = 1, 2, 3)に対し, {Hi = 0} ⊂ P2のQ-有理点Qiとして

Q1 : [z2 : z3 : t] = [1 : −1 : 0],

Q2 : [z1 : z3 : t] = [35 : 35 : 1],

Q3 : [z1 : z2 : t] = [21 : 7 : 1]

を取り, Qiにおける {Hi = 0} ⊂ P2の接線であって Ziの係数が 0となる 1次形式
Li ∈ K[Z1, Z2, Z3, T ] としてそれぞれ,

L1 = Z2 + Z3,

L2 = Z1 − 2Z3 + 35T,

L3 = 3Z1 − 2Z2 − 72T

を取れば 7 ∈ Q2
v(v = ∞, 3, 29)であることから, Hilbert記号の性質 (命題 1.0.13)よ

り pairingにおける Hilbert記号は v = 2, 7以外の素点で 1となる. よって, Hensel
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の補題 (補題 1.0.10)を使うことにより Q2 は [α : β : 1 : 1] ∈ CΛ(Q2)として取り
(但し, α, β ∈ Q2 はそれぞれ, α ≡ 5 (mod 16), β ≡ 1 (mod 16)を満たす), Q7 は
[α′ : 3 : γ′ : 1] ∈ CΛ(Q7)として取れば (但し, α′, γ′ ∈ Q7はそれぞれ, α′ ≡ 2 (mod 7),

γ′ ≡ 2 (mod 7)を満たす),

L1(Q2) ≡ 1 + 1 ≡ 2 (mod 16)

L2(Q2) ≡ 5 − 2 · 1 + 35 · 1 ≡ 6 (mod 16)

L1(Q7) ≡ 3 + 2 ≡ 5 (mod 7)

L2(Q7) ≡ 2 − 2 · 2 + 35 · 1 ≡ 3 (mod 7)

ゆえ,

〈(1, 2, 2), (1, 7, 7)〉 = (L1(Q2), 7)2(L2(Q2), 7)2(L3(Q3), 1)2

× (L1(Q7), 7)7(L2(Q7), 7)7(L3(Q7), 1)7

= (L1(Q2), 7)2(L2(Q2), 7)2(L1(Q7), 7)7(L2(Q7), 7)7

= (2, 7)2(6, 7)2(5, 7)7(3, 7)7

= (2, 7)2
2(3, 7)2(5, 7)7(3, 7)7

= (−1)
3−1
2

· 7−1
2 ×

(
5

7

)(
3

7

)
= 1 · (−1)(−1)(−1)

= −1

となる. 従って SD/KS2 ∼= (Z/2Z)2となり, rankE(Q) = 0である.
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