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1 序文

本論文は，Anthony C.Kableが著した “Classes of integral 3-tensors on 2-space”([1],

2000年) という論文についての総合報告である．この論文では群 SL(2)Z × SL(2)Z ×
SL(2)Zの標準的な作用のもとで，Z2 ⊗ Z2 ⊗ Z2という空間の軌道の個数を求める問
題を扱っている．この表現空間 VZ = Z2 ⊗ Z2 ⊗ Z2を整 3-tensorの空間と呼ぶ．
本論文では，まず始めに概均質ベクトル空間を定義する．概均質ベクトル空間は，
相対不変式とよばれる式を持った表現空間であり 1960年代の前半に佐藤幹夫によっ
て初めて導入された．よく知られている結果の一つとして分類に関する理論がある．
標数 0の代数閉体上の既約で正則な概均質ベクトル空間は佐藤幹夫と木村達雄の論文
[4]によって 29個の類に分類できることが証明された．
本論では，正則性や同値性の定義について述べないが 29種類の中の１つの例とし
て群GL(1)×GL(2)から２変数２次形式の空間へ作用する表現を考える．その後，こ
の空間を利用して群G = GL(2) × GL(2) × GL(2) の表現 V = Aff2 ⊗ Aff2 ⊗ Aff2の
元に対して判別式を定義する．Aff2は２次元のアフィン空間である．この表現空間
(G, V )はちょうど整 3-tensorの空間を拡張した形となっている．
次に 3-tensorと呼ばれる V の元を３つの２変数２次形式に対応させる．この対応
により整 3-tensorの類が２変数２次形式の類を用いて表すことができるが，これには
両方の判別式が等しいことと原始的であるという条件が必要になる．原始的な整 2変
数 2次形式とその判別式については 3節で，原始的な 3-tensorについては 4節でそれ
ぞれ定義することにする．
本論では２つの主定理を示すこととする．F ∗

Dを判別式D 原始的な整２変数２次形
式の類全体の集合とおく．F ∗

Dは有限集合であることが知られている．h(D)を F ∗
Dの

類の個数とする．次は 1つ目の主定理である．

定理 1.1 判別式Dの原始的な整 3-tensorの類の個数はD > 0のとき h(D)2となり，
D < 0のとき 4h(D)2となる．

証明については，5節の定理 5.17で示す．Gaussは [6]で２変数２次形式の理論を作
り上げ２次体の類数に関する深い仕事をしたのは有名である．本論では，3節におい
てGaussの定理について取り上げて説明をする．これは２次体の狭義のイデアル類が
２変数２次形式の類と対応するというものであるが，この定理を利用すると２次体の
類数を求めることができる．ただし判別式などによって細かい条件が必要になる．こ
のような理論は，Gaussの簡約理論とよばれる．
次に，２変数２次形式の類の合成 (composition)を 7節で定義する．そして合成に
よって積と定義している．ただ合成の定義だけ見ても非常に分かりづらい．少しでも
見通しを良くするために２次体の orderと関連付ける．6節で説明するが，判別式D

の２変数２次形式の類全体の集合とある２次体の orderにおける加群の類全体の集合
は (集合として)１対１に対応する．実は，加群の類には積が定義されているから積を
含めて対応するように２変数２次形式の類の積を決めているのである．類の合成を考
えることで F ∗

Dに有限アーベル群の構造が与えられる．次は２つ目の主定理である．
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定理 1.2 対称な 3-tensorを含む判別式Dの原始的な整 3-tensorの類の個数は，３乗
して１となるような F ∗

Dの類の個数に等しい．

この定理の証明は 7節の定理 7.16で行う．最後に２変数２次形式の類の積について
述べる．２変数２次形式の類の積は，定め方から構造上複雑なものになってしまうが
3-tensorと関連付けると容易に計算できる．3-tensorを通して２変数２次形式の類の
積を考える方が簡単で実用的である．その点で１つ目の主定理の証明で用いられる対
応が重要になる．
最後に本論文を書くにあたって，多忙ななかご指導いただいた雪江明彦先生，整数
論セミナーでお世話になった森田康夫先生に深く感謝いたします．
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2 概均質ベクトル空間

この節では，概均質ベクトル空間について述べる．概均質ベクトル空間は，相対不
変式とよばれる式を持った表現空間であり 1960年代の前半に佐藤幹夫によって初め
て導入された．佐藤幹夫と木村達雄の論文 [4]によって標数 0の代数閉体上の既約で
正則な概均質ベクトル空間は 29個の類に分類できることが証明されている．本論で
はこのことには触れないが，２変数２次形式の空間を例として挙げることにする．
概均質ベクトル空間を定義する前に，いくつかの準備をする．

定義 2.1 Aを１を含む可換環，X をA上の代数多様体とするときX のA-有理点の
集合をXAとかく．

kを任意の体とする．G, V をそれぞれ k上の代数群，代数多様体とする．

定義 2.2 T を代数群とする．ある正の整数 nが存在して k̄上で T とGL(1)nが同形
となるとき T はトーラスであると定義する．

定義 2.3 Gを代数群とする．GからGL(1)への準同形写像をGの指標と定義する．
Gの指標全体の集合をX∗(G)により表すことにする．このときX∗(G)はGL(1)の積
により群をなす．そこで指標 φ ∈ X∗(G)が他の指標の巾でかけないとき，すなわち

φ = ψm (ψ ∈ X∗(G),m ∈ Z) ならば m = ±1

であるとき φは原始的な指標であると定義する．

いまから代数群の簡約性や半単純性について簡単に説明する．詳しい定義については
([2], p27-28)にある．

定義 2.4 kを代数閉体，Gを k上の代数群とする．

(1) Gの極大連結可解閉部分群をBorel部分群と定義する．GのBorel部分群全体の集
合をBとおく．

(2) Gの根其R(G)をR(G) = (∩B∈BB)◦により定義する．いまG◦はGの単位元を含
む連結成分 (identity component)を表すものとする．

(3) R(G) = {e}となるときGは半単純群，(R(G))u = {e}となるときGは簡約群であ
ると定義する．ただしGuはGの巾単元，即ち

Gu = {a ∈ G | (a − e)n = 0, ∃n ∈ Z, e は単位元 }

を表すものとする．

上の定義により代数閉体上の代数群に対して簡約と半単純を定義した．これは任意の
体 k上でも定義できる．Gを k上任意の代数群としたときG◦ ×k k̄が簡約群 (半単純
群)であるときにGも簡約群 (半単純群)と定義する．
いま簡約群と半単純群の例を挙げる．
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例 2.5

(1) GL(n)は簡約群である．

(2) SL(n), Sp(2n), SO(2n)(n ≥ 2), SO(2n + 1)(n ≥ 1)などは半単純群である．

(3) 簡約でない例として

G =

{(
1 a

0 1

) ∣∣∣∣∣ a ∈ Aff

}

とおくと，Gは簡約群とはならない．

今から概均質ベクトル空間を定義する．kを任意の体，Gを k上の代数群とする．

定義 2.6 Gを連結な簡約群，V をGの表現，χをGの自明でない原始指標とし，こ
れらがすべて k上で定義されているものとする．次の条件を満たすとき (G, V, χ)は
概均質ベクトル空間という．

(1) Zariseki 開軌道がただ１つ存在する．即ち，開集合U ⊂ V に対しUk̄ = Gk̄xと
なる x ∈ Uk̄ が存在する．

(2) ある定数でない多項式∆(x) ∈ k[V ]と a ∈ Zが存在して∆(gx) = χ(g)a∆(x)と
なる．

(2)の多項式∆(x)を相対不変式とよぶ．
概均質ベクトル空間を扱う上で，よく V を既約表現として考える場合が多い．し
かし kの標数が p > 0のときには，pを法とする被約で既約な表現によって得られる
既約な表現を考えなければならないときがある．これらの表現は，既約表現として同
じ方法で多少扱うことができる．そのために次のような条件を考える．

ZをGの中心の identity componentとする．Gは簡約群なのでZはトーラスとなる．

条件 2.7 t ∈ Zのとき tv = ψ(t)v (∀v ∈ V )となる ψ ∈ X∗(Z)が存在する．

概均質ベクトル空間 (G, V, χ)が上の条件をみたすならば，χの選び方は本質的には一
意的であることを示す．

命題 2.8 条件 2.7を満たすGの表現を V とする．もしχ1, χ2がGの原始的な指標で，
(G, V, χ1), (G, V, χ2)が概均質ベクトル空間ならば χ1 = χ2である．

証明　 k̄ = kとしてもよい．Gの交換子群 (G,G)をG1とおく．仮定よりG1は連結
な半単純群で自明でない指標を持たない．
このとき T ⊂ Z(G)かつG = TG1 となるGのトーラス T がある．
条件 (2.7)より tv = ψ(t)v (∀t ∈ T, v ∈ V )をみたす T の指標 ψが存在する．
∆1(x), ∆2(x) ∈ k[V ]とすると

∆1(gx) = χ1(g)a∆1(x), ∆2(gx) = χ2(g)b∆2(x)
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g = tg1(t ∈ T, g1 ∈ G1)とかくことにすれば

∆1(gx) = χ1(g)a∆1(x) = χ1(t)
a∆1(x)

= ∆1(tx) = ∆1(ψ(t)x) = ψ(t)deg ∆1∆1(x)

よって χ1(tg1)
a = ψ(t)deg ∆1となる．同様に χ2(tg1)

b = ψ(t)deg ∆2も得られるので
χ1(tg1)

a deg ∆2 = χ2(tg1)
b deg ∆1

χ1, χ2はともに原始指標なので χ1 = χ2となる．¤
命題 2.8により (G, V, χ)が条件 2.7を満たせば χは本質的に一意に定まる．そこで

(G, V )と略記することにする．
いまから相対不変式の性質を述べる．相対不変式は概均質ベクトル空間において重
要なものである．あとで概均質ベクトル空間の例として述べるが２変数２次形式の空
間の判別式は，相対不変式である．

補題 2.9 ∆1, ∆2が相対不変式のとき∆1(x)a/∆2(x)b が定数となるような正の整数a, b

が存在する．

証明　定義から，ある整数 a, bが存在して

∆1(gx) = χ1(g)b∆1(x), ∆2(gx) = χ2(g)a∆2(x)

となる．このとき∆1(x)a/∆2(x)bはGの作用に関して不変である．V は，G-開軌道
を持つので∆1(x)a/∆2(x)bは定数となる．¤
上の補題から相対不変式は斉次多項式であることが導ける．

命題 2.10 相対不変式は，斉次多項式である．

証明　∆(x)を相対不変式とする．このとき任意のg ∈ Gに対して∆(gx) = χ(g)a∆(x)

(a ∈ Z)となる．t ∈ GL(1)とおく．∆(tgx) = ∆(gtx) = χ(g)a∆(tx)であるから
∆1(x) = ∆(x), ∆2(x) = ∆(tx)として二つの相対不変式をとったと考えると補題2.9の
証明により∆(tx)/∆(x)は (tに依存した)定数となる．そこで∆(tx) = c(t)∆(x) (c(t) ∈
GL(1))とおくと，明らかに cはGL(1)の指標である．したがって c(t) = tN となる正
の整数N が存在する．∆(x)は定数でない多項式だからN > 0となる．よって∆(x)

は斉次多項式である．¤
上の命題により相対不変式は，斉次多項式であるから次数が定義できる．次の命題
は次数が最小となるような相対不変式が存在することを示している．

命題 2.11 Rを相対不変式で生成される k[V ]の部分環とする．このとき，Rは１つ
の元で生成される．さらにR = k[∆]のとき，∆は k̄上対応する環を生成する．

証明　 k[V ]がUFDであることに注意する．deg ∆(x)が最小となるような相対不変式
∆(x)をとる．∆(x)の素元分解を

∆(x) = cP1(x)p1P2(x)p2 · · ·Pi(x)pi (c ∈ k×, pi ∈ Z, Pi(x)は多項式)
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によって表す．一方，∆1(x)をもう１つの相対不変式とすると素元分解の一意性より
∆1(x)は

∆1(x) = c′P1(x)q1P2(x)q2 · · ·Pi(x)qi

の形をしなければならない．（ただし t(p1, · · · , pi),
t(q1, · · · , qi) は比例する）

互いに素な整数 r1, · · · , riに対してp1

...

pi

 = s1

r1

...

ri


,

q1

...

qi

 = s2

r1

...

ri

 (s1, s2 ∈ Z, s1, s2 ≥ 0)

仮定より s2 ≥ s1．s1 | s2のとき∆1(x) ∈ k[∆]となるから s1は s2を割らないと仮定
する．このとき s2 = αs1 + β (α, β ∈ Z, α ≥ 0, β ≥ 0, β < s1)．

∆1(x)∆(x)−αは相対不変式で次数は s1以下となるがこれは矛盾である．よってR

は∆(x)で生成される．
後半の証明は省略する．証明は ([2], p50)の補題 10.5，命題 10.9にある．¤
いまから相対不変式の性質を少し述べる．V ss = { x ∈ V | ∆(x) 6= 0 } と定め，

semi-stable pointの集合とよぶ．命題 2.11によりV ssは∆の選び方に依らずに定まる．
kを任意の体，ksepを kの分離閉包とおく．(G, V )を条件 2.7をみたす概均質ベク
トル空間とする．一般に V ss

ksepのGksep-軌道は一つではない．しかし，(G, V )は正則と
いう条件をみたせばV ss

ksepはただ一つのGksep-軌道をもつ．正則性についての説明はし
ないが，木村の両氏によって導かれた正則性の概念は [2]に載っている．次の命題の
仮定は，([4],p72)Proposition 25で表されているように正則性と同値なものである．

命題 2.12 Gを連結な簡約群，V を条件 2.7を満たすGの表現を V とする．
もし，U = Gwが Zariski openでGwが簡約 (群スキームとして smooth) となるよ
うな点w ∈ Vkが存在するならば次を満たす．

(1) U は affine

(2) Uksepはただ１つのGksep-軌道

(G, V )が，この命題の仮定をみたせば相対不変式が存在し概均質ベクトル空間にな
るのである．この事と，V ss

ksep がただ一つの Gksep-軌道を持つことについての証明は
([2],p53)のCor 10.17にある．
実在する例に対して命題 2.12の仮定をみたしていることを確かめることは，概均
質ベクトル空間であることを示す上で重要である．その点で，次の命題は大変便利で
ある．

命題 2.13

dim T (Gw)e = dim G − dim V

となるような点 w ∈ V が存在するならば，Gw は V の開集合，さらに Gw は k 上
smoothとなる．
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ただし，T (Gw)eは Gw の単位元 eにおける Gw の接空間を表す．この命題の証明は
([2],p54)の Proposition 10.20にある．
概均質ベクトル空間の説明は，ここまでにして次に２変数２次形式の空間を例とし
て挙げることにする．G = GL(1)×GL(2)を群として２変数２次形式の空間を考える．

定義 2.14 Aff2を２次元アフィン空間とし，G = GL(1) × GL(2), V = Sym2Aff2 と
おくことにする．このとき V を２変数 v = (v1, v2)の２次形式の空間とみなすことに
よって表現空間 (G, V )を定義する．また V の元 xを

x = x(v) = x(v1, v2) = x0v
2
1 + x1v1v2 + x2v

2
2

によって表すことにする．

次に２次形式の空間の作用を定義する．その際に，変数 vを行ベクトルとみなして定
義する．

定義 2.15 G上 V の作用を

(t, g1)x(v) = tx(vg1), g = (t, g1) ∈ G, x(v) ∈ V

により定める．

いまから命題 2.12と命題 2.13を使って２変数２次形式の空間が概均質ベクトル空間
であることを示す．そこで一般の点として wを w = w(v) = v1v2 ∈ V とおくことに
する．

命題 2.16 (G, V )は概均質ベクトル空間である．さらにG◦
w
∼= GL(1)2となる．

証明　 (G, v)が概均質ベクトル空間であることをいうために，命題2.13の式dim T (Gw)e

= dim G − dim V が成り立つことを示せば十分である．いまG = GL(1) × GL(2), V

= Sym2Aff2であるから dim G = 5, dim V = 3となる．次に接空間 T (Gw)eを求める．
そのために (

1 + εt, I2 + ε

(
a b

c d

))
の作用を考える．ただし k[ε]/(ε2)は dual numberの環である．変数 vは (v1 + ε(av1 +

cv2), v2 + ε(bv1 + dv2))と変わるから，上の元をw(v)に作用させると

w(v) −→ εtw(v) + w(v1 + ε(av1 + cv2), v2 + ε(bv1 + dv2))

= w(v) + ε(bv2
1 + (t + a + d)v1v2 + cv2

2)

となる．作用した後もw(v)になるためには，b = c = 0, t = −(a + d)でなければなら
ない．したがって T (Gw)eは (

−(a + d),

(
a 0

0 d

))
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の形の元からなる．よって dim T (Gw)e = 2となり dim T (Gw)e = dim G − dim V が
成り立つことが示された．
次にG◦

w
∼= GL(1)2を示す．

H =

{(
(t1t2)

−1,

(
t1 0

0 t2

)) ∣∣∣∣∣ t1, t2 ∈ GL(1)

}

とおくと，明らかにH ∼= GL(1)2でH ⊂ Gw となる．いま dim Gw = 2であるから
G◦

w = Hが得られる．¤
上の命題により (G, V )が概均質ベクトル空間であることが示されたから相対不変
式が存在する．x(v)の判別式を∆(x) = x2

1 − 4x0x2とする．このとき直接計算するこ
とによって

∆((t, g1)x) = χ(t, g1)∆(x), χ(t, g1) = t2(det g1)
2(2.17)

を満たしていることが確かめられる．このことからわかるように判別式∆(x)が相対
不変式になっているのである．標数が 2でないなら∆(x)は既約である．
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3 ２次形式の類と２次体のイデアル類群

この節では，２変数２次形式の類の個数から２次体のイデアル類群の位数を求める
ことについての説明をする．これは Gaussによって初めて考えられたもので簡約理
論と呼ばれている．簡約理論を説明する前に，まず２変数２次形式の類と類数を定義
する．

定義 3.1 ２変数２次形式 f(u, v) = au2 + buv + cv2が整数係数 (a, b, c ∈ Z)であると
き整２変数２次形式と呼ぶことにする．f の判別式DをD = b2 − 4acによって定義
する．さらに gcd(a, b, c) = 1ならば，f(u, v)を原始的な整２変数２次形式と呼ぶこ
とにする．

GL(2)から２変数２次形式 f(u, v)への作用に関しては，(u, v)を行ベクトルとみな
して

g · f(u, v) = f((u, v)g) (g ∈ GL(2))

により定義する．

次で定義するように整２変数２次形式の類といった場合は，SL(2)-軌道の類を表すこ
ととする．

定義 3.2 F1, F2を原始的な整２変数２次形式とする．F1にある SL(2)Zの元を作用さ
せると F2になるとき，F1と F2は SL(2)Z-同値であるといい F1 ∼ F2とかく．また，
F1の同値類を [F1]によって表す．

定義 3.3 判別式がD （Dは整数）となるような原始的な整２変数２次形式の集合を
Fprim,Dとおくことにする．
同値類の集合 F ∗

Dを次のように定める．
D > 0のとき F ∗

D = {[F ] | F ∈ Fprim,D }
D < 0のとき F ∗

D = {[F ] | F ∈ Fprim,D, F は正値 } と定める．

注 3.4 F ∗
Dは有限集合であることが知られている．h(D) = #F ∗

Dとおく．

F ∗
Dの有限性についての証明は [7],[8]に載っている．
d 6= 1を 2乗の因子を含まない整数，K = Q(

√
d)，OKをKの整数環とする．この

ときOK は

OK = Z[ω], ω =

{
1+

√
d

2
(d ≡ 1 mod 4のとき)

√
d (d ≡ 2または 3 mod 4のとき)

として表せる．またKの判別式DK は

DK =

{
d (d ≡ 1 mod 4のとき)

4d (d ≡ 2または 3 mod 4のとき)
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で与えられる．いまから２次体のイデアル類，および類数の定義をする．イデアル類
には積が定義できるから整数環のイデアル類全体の集合は群をなす．イデアル類を狭
義と広義で区別するのは，実２次体においてイデアル類群と狭義のイデアル類群が異
なるためである．

定義 3.5 Kの分数イデアル全体をJKとおく．JKはイデアルの乗法に関して群とな
る．Kの元α(6= 0)で生成される単項イデアル (α)の全体をPKとおく．このときPK

は JK の部分群となる．JK のPK に関する剰余類 aPK (a ∈ JK)をKのイデアル類
といい，イデアル類の全体 CK = JK/PKの乗法群をKのイデアル類群という．CKの
位数をKの類数といい hK とかく．またPK の部分群P+

K を

P+
K = {(α) ∈ PK | α ∈ k, NK/Qα > 0}

により定める．ただし NK/Qはノルムを表す．P+
K を法とする JK の剰余類を狭義の

イデアル類という．C+
K = JK/P+

Kを狭義のイデアル類群，C+
Kの位数をKの狭義のイ

デアル類数といい，h+
K とかくことにする．

次の命題は，狭義のイデアル類群 C+
K と広義のイデアル類群 CK の違いを表すもので

ある．証明は，([8], p181-182)に載っている．

命題 3.6 (1) Kが虚２次体ならばP+
K = PK , h+

K = hK

(2) K が実２次体のとき 1より大きい最小の単数 ε0 に対して NK/Qε0 = −1なら
ば P+

K = PK , h+
K = hK となり，NK/Qε0 = 1ならば P+

K は PK の指数２の部分群で
h+

K = 2hK となる．

いま，整数環の整イデアルから２変数２次形式への対応を考える．
IKをOKの 0でない整イデアルの集合とする．IKとFprim,Dの間に次の対応を考え
る．もし a = Zα1 + Zα2が IKの元ならN(a) = #OK/a と置く．2元 2次形式 fa(x, y)

を

fa(x, y) = ax2 + bxy + cy2 = N(a)−1NK/Q(α1x + α2y)

で定義すると fa(x, y)は Fprim,D の元になる．

fa(x, y) = ax2 + bxy + cy2 = a(x + θay)(x + θay)

とすれば fa(−θa, 1) = 0となるが

θa =
α2

α1

, θa =
b +

√
DK

2a

となるように aの α1, α2を選ぶことができる．
次の定理は非常に有名である.
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定理 3.7 (Gauss) 対応 a → fa(x, y) によりK の狭義のイデアル類は Fprim,DK
の同

値類と 1対 1に対応する．ただし，DK < 0のとき a > 0とする．

特にKの狭義のイデアル類数 h+
Kと，判別式DKをもつ原始的な整２変数２次形式の

類数 h(DK) は一致する．

注 3.8 ここでは，ある２次体Kを１つ定めて固定し，整数環のイデアル類を判別式
DKの２次形式の類（F ∗

DK
の元）へ対応させた．しかし，原始的な整２変数２次形式

の判別式Dに対して，いつもDK = Dとなる２次体K がとれるとは限らない．こ
のような場合にはKの整数環のイデアル類と対応させることができないのであるが，
このことについては次節で述べることにする．

DK < 0の場合，Kは虚２次体となるので命題 3.6 により狭義のイデアル類P+
K は

イデアル類と一致する．しかしDK > 0の場合は必ずしもそうならないので注意を要
する．
上の定理を使ってKの類数を実際に求めることが可能である．それはGaussの簡
約理論というものである．
例えばD < 0なら Fprim,Dの元 f(x, y) = ax2 + bxy + cy2で条件

c > a ≥ b > −a又は c = a ≥ b ≥ 0

を満たすものの数を考えるとそれが類数になる．D < 0の場合，上の条件を満たす形
式は簡約 2次形式と呼ばれる．

D > 0の場合も簡約 2次形式の概念が定義できる．ただしその場合は簡約 2次形式
とイデアル類の対応は 1対 1ではなく対応する 2次の無理数の連分数展開を考えて類
数が求まる．
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4 3-tensorsの空間

この節では，まず 3-tensorsの空間 V を定義することからはじめる．その後，V の
元を３つの２変数２次形式に対応を考えることによって判別式と V の元が原始的で
あるという概念を定義する．

定義 4.1 GL(2)を代数群，Aff2を２次元のアフィン空間とする．GL(2)がAff2上で
標準的に作用しているとする．このとき G = GL(2) × GL(2) × GL(2)の表現 V =

Aff2 ⊗ Aff2 ⊗ Aff2を 3-tensorsの空間，V の元を 3-tensorという．

V の元 xに対して座標 (xijk)を導入する．e1, e2をAff2の標準的な基底とする．こ
のとき 3-tensor x ∈ V は

x =
2∑

i,j,k=1

xijkei ⊗ ej ⊗ ek

の形で表すことができる．もちろん {ei ⊗ ej ⊗ ek | i, j, k = 1, 2}は V の基底である．

定義 4.2 各 ei ⊗ ej ⊗ ekの係数 xijkにより座標 (xijk)を定義する．

S3を３次の対称群とする．いま V をGの表現として扱ったが，S3から V への作用
も考えることができる．S3の作用を次のように定義する．

定義 4.3 Iを {1, 2, 3}から {1, 2}への写像の集合とし，I ∈ Iに対して eI = eI(1) ⊗
eI(2) ⊗ eI(3) とおく．このとき V 上での対称群S3の作用を σ(eI) = eI◦σ−1 , σ ∈ S3 の
線形拡張により定義する．

上記の定義において 3-tensor xの eI の係数を xI とおくことにすれば σ(x)I = xI◦σが
成り立つことに注意する．対称群S3からGへの作用も V の場合と同様に定めるこ
とができる．この場合には，g = (g1, g2, g3) ∈ Gに対して

σ(g) = (gσ(1),gσ(2),gσ(2)
) (σ ∈ S3)

によって作用することになる．
このようにして対称群S3から表現 V 上への作用が定まるが，計算によって次が成
り立つことを確かめることができる．

補題 4.4 すべての g ∈ G, σ ∈ S3, x ∈ vに対して σ(gx) = σ(g)σ(x)となる．

GL(2)の表現W = Sym2Aff2を２変数２次形式の空間と同一視し，作用を２変数の線
形変換により与えられるものとする．
空間W 上Gの表現W1を

(g1, g2, g3)w = det g2 det g3 g1w, (g1, g2, g3) ∈ G, w ∈ W

により定める．W2,W3も同様に定める．ν = (123) ∈ S3とおき，νをGの自己同型
写像とみなせば，W ν

1
∼= W2, W ν2

1
∼= W3となる．

いまから 3-tensor xを３つの２変数２次形式Q1(x), Q2(x), Q3(x)に対応させる．こ
れによって２変数２次形式の空間の良い性質が 3-tensorの空間へ移るのである．
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定義 4.5 3-tensor x を

Mx(u, v) =

(
x111 x112

x121 x122

)
u +

(
x211 x212

x221 x222

)
v

のように２変数 u, vの線形形式による 2 × 2行列に付随させる．

このとき (u, v)を行ベクトルとみなすと，直接計算することによって

Mgx(u, v) = g2Mx((u, v)g1)
tg3, g = (g1, g2, g3) ∈ G

が得られる．そこで，２変数 u, vの２次形式Q1(x)をQ1(x)(u, v) = det(Mx(u, v))に
より定義する．このとき写像Q1 : V −→ W1 はG-equivariant，即ち

Q1(gx) = g1 · Q1(x) (g = (g1, g2, g3) ∈ G, x ∈ V )

と表せるようにG-作用と写像Q1が可換となる．残り２つの２変数２次形式Q2(x), Q3(x)

に対しては

Q2(x) = Q1(ν(x)), Q3(x) = Q1(ν
2(x)) (ν = (132) ∈ S3)

と定義する．同様にQ2 : V → W2, Q3 : V → W3もG-equivariantとなる．j = 1, 2, 3

に対して

Qj(x) = Aju
2 + Bjuv + Cjv

2, ∆j = B2
j − 4AjCj

とおく．このとき∆j はQj(x)の判別式である．∆j(x)を xの多項式とみなすことに
する．定義に従って計算すれば，Qj(x)の各係数を求めることができる．

補題 4.6 Qj(x) = Aju
2 + Bjuv + Cjv

2 (j = 1, 2, 3)の各係数A1, · · · , C3は次の通り
になる．

Q1(x)の係数 A1 = x111x122 − x121x112

B1 = x111x222 + x211x122 − x121x212 − x221x112

C1 = x211x222 − x221x212

Q2(x)の係数 A2 = x111x212 − x112x211

B2 = x111x222 + x121x212 − x112x221 − x122x211

C2 = x121x222 − x122x221

Q3(x)の係数 A3 = x111x221 − x211x121

B3 = x111x222 + x112x221 − x211x122 − x212x121

C3 = x112x222 − x212x122
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定義より ∆j(x) = B2
j − AjCj (j = 1, 2, 3)であるから直接計算することによって

∆1(x) = ∆2(x) = ∆3(x) となることが確かめられる．
次に別の方法で∆1(x) = ∆2(x) = ∆3(x)となることを示す．(G, V )を定義 4.1で定
めた表現空間とする．

命題 4.7 (G, V )は概均質ベクトル空間である．さらに∆j(x) (j = 1, 2, 3)を x ∈ V の
多項式とみなすことにすれば，∆j(x) (j = 1, 2, 3)は相対不変式で

∆j(gx) = χ(g)∆j(x) (χ(g) = (det g1 det g2 det g3)
2, g = (g1, g2, g3) ∈ G)

をみたす．

証明　 (G, V )が概均質ベクトル空間であることを言うためには，命題 2.13の式
dim T (Gw)e = dim G − dim V が成り立つこと示せばよい．一般の点w ∈ V として

w = x0 = e1 ⊗ e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 ⊗ e2 (x0 ∈ V )(4.8)

とおくと，対応する２変数 3-tensorは

Mw(u, v) =

(
1 0

0 0

)
u +

(
0 0

0 1

)
v

となる．ここで w(u, v) = Mw(u, v)と表すことにする．いまG = GL(2) × GL(2) ×
GL(2), V = Aff2 ⊗Aff2 ⊗Aff2であるから次元を考えると dim G = 12, dim V = 8と
なる．そこで接空間 T (Gw)eを求めるために

h = (h1, h2, h3) =

(
I2 + ε

(
a1 a2

a3 a4

)
, I2 + ε

(
b1 b2

b3 b4

)
, I2 + ε

(
c1 c2

c3 c4

))

の作用を考える．ただし k[ε]/(ε2)は dual numberの環，I2は単位行列である．定義
より hはw(u, v)に対して h ·w(u, v) = h2w((u, v)h1)

th3と作用するから変数 (u, v)は
(u + ε(a1u + a3v), v + ε(a2u + a4v)) に変わる．hをw(u, v)に作用させた元を計算す
ると

h · w(u, v) =

(
I2 + ε

(
a1 a2

a3 a4

))

×

((
1 0

0 0

)
(u + ε(a1u + a3v)) +

(
0 0

0 1

)
(v + ε(a2u + a4v))

)

×
t
(

I2 + ε

(
c1 c2

c3 c4

))
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h · w(u, v) =

(
I2 + ε

(
a1 a2

a3 a4

))(
w(u, v) + ε

(
a1u + a3v 0

0 a2u + a4v

))

×

(
I2 + ε

(
c1 c3

c2 c4

))

= w(u, v) + ε

{(
b1 b2

b3 b4

)
w(u, v) +

(
a1u + a3v 0

0 a2u + a4v

)

+w(u, v)

(
c1 c3

c2 c4

)}

= w(u, v) + ε

(
(a1 + b1 + c1)u + a3v c3u + b2v

b3u + c2v a2u + (a4 + b4 + c4)v

)

となる．ここで h · w(u, v) = w(u, v)となるための条件を求めると

a1 + b1 + c1 = 0, a4 + b4 + c4 = 0, a3 = c3 = b2 = b3 = c2 = a2 = 0

が得られる．したがって T (Gw)eは(
a1 0

0 a4

)
,

(
b1 0

0 b4

)
,

(
−(a1 + b1) 0

0 −(a4 + b4)

)
の形の元からなる．よって dim T (Gw)e = 4となり dim T (Gw)e = dim G − dim V が
成り立つ．命題 2.12および命題 2.13によって (G, V )が概均質ベクトル空間で V ss

ksepは
ただ１つのGksep-軌道をもつ．
次に∆j(x)が相対不変式になることを示す．そのために (G′,W )を定義 2.14で定め
た表現空間とする．即ち，G′ = GL(1)×GL(2), V = Sym2Aff2とする．命題 2.16で
示したように (G′,W )は概均質ベクトル空間である．そこで f(u, v) ∈ W に対する判
別式を∆W (f)と表す．(2.17)により (t, g0) ∈ G′に対して

∆W ((t, g0) · f) = t2 det g0∆W (f) (f ∈ W )

が成り立つから g = (g1, g2, g3) ∈ G, x ∈ V に対して∆1(x)を考えると

∆1(gx) = ∆W (Q1(gx)) = ∆W ((det g2 det g3)g1Q1(x))

= (det g1 det g2 det g3)
2∆W (Q1(x))

= χ(g)∆1(x) (χ(g) = (det g1 det g2 det g3)
2)

が得られる．同様にして∆2(gx) = χ(g)∆2(x), ∆3(gx) = χ(g)∆3(x)も得られる．し
たがって∆j(x) (j = 1, 2, 3)は相対不変式である．¤
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上の命題により∆1(x)/∆2(x)と∆2(x)/∆3(x)はGの作用に関して不変である．V ss
ksep

は，ただ１つのGksep-軌道をもつから∆1(x)/∆2(x)と∆2(x)/∆3(x)は V ss
ksep 上で定数

となる．すなわち∆1(x), ∆2(x), ∆3(x)は比例する．そこで (4.8)の点 x0 ∈ V に対し
てQ1(x0)を考えるとQ1(x0) = uvとなり∆1(x0) = 1が得られる．一方，3-tensor x0

はS3-不変だから∆2(x0) = ∆3(x0) = 1である．したがって∆1(x) = ∆2(x) = ∆3(x)

となる．この共通の値を xの判別式と呼び，∆(x)と表すことにする．
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5 Class of primitive 3-tensors

この節では１つ目の主定理を示す．いくつかの準備をしたあとに定理を証明するこ
とにする．

定義 5.1 xを整 3-tensor (x ∈ VZ)とする．xから得られる２つの２変数２次形式
Q1(x), Q2(x)がともに原始的であるときに，xは原始的であると定義する．

注 5.2 上の定義で Q3(x)が現れないのは不思議に思われるかもしれないが，整 3-

tensor xに対してQ1(x), Q2(x)が原始的であるとき，実はQ3(x)も原始的となる．こ
のことはあとで述べる系 7.6によって示される．したがって上の定義で十分である．

HZ = SL(2)Z × SL(2)Z × SL(2)Z とおく．このときに定義 4.1の場合と同じようにHZ

は整 3-tensorへ標準的に作用する．いまから整 3-tensorの同値類を定義する．

定義 5.3 x1, x2を整 3-tensor (x ∈ VZ)とする．x1のあるHZの元を作用させると x2

になるとき，x1, x2がHZ-同値であるといい，x1 ∼ x2とかく．また，x1の同値類を
[x1]によって表す．判別式がDで原始的な整 3-tensorの類の集合を V ∗

Dと表すことに
する．

次の定理は，補題の条件として用いるためのものである．

定義 5.4 (F1(u, v), F2(u, v))を整２変数２次形式の対とする．F1(1, 0)とF2(1, 0)の最
大公約数が 1となるとき，対 (F1, F2)は互いに素であると定義する．

これで準備はできた．ここからは定理を証明するために，いくつかの補題に分けて示
すことにする．

補題 5.5 ２つの２変数２次形式

Fi(u, v) = Riu
2 + Siuv + Tiv

2 (Ri, Si, Ti ∈ Z, i = 1, 2)

が gcd(R1, S1, T1, R2, S2, T2) = 1をみたしているとする．このとき，F ′
1 ∼ F1 かつ

F ′
2 ∼ F2となるような互いに素の対 (F ′

1, F
′
2)が存在する．

以下，議論を簡単にするため VZの部分集合ΩをΩ = {x ∈ VZ | x111 = 1, x112 = 0}と
しておくことにする．

補題 5.6 整 3-tensor x (x ∈ VZ)に対して Q1(x)が原始的であるとする．このとき
hx ∈ ΩかつQ2(hx) = Q2(x)となるような h ∈ HZが存在する．

証明　補題 4.6よりA1, B1, C1の各項は行列

Mx(u, v) =

(
x111 x112

x121 x122

)
u +

(
x211 x212

x221 x222

)
v
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の第１行目の係数，つまりx111, x112, x211, x212 のうちのどれかを含んでいる．したがっ
て x111, x112, x211, x212の公約数はA1, B1, C1の公約数でもある．仮定よりQ1(x)は原
始的であるから gcd(A1, B1, C1) = 1となる．よって gcd(x111, x112, x211, x212) = 1とな
る．GL(2)Zの任意の元 gに対して，h1g

th3が対角行列となるように SL(2)の元h1, h3

をとることができることが知られている．このことから

h1

(
x111 x112

x211 x212

)
th3 =

(
d1 0

0 d2

)
(ただし d1 | d2)

と対角化できる．しかも d1は x111, x112, x211, x212 を割るようにとることができる．い
ま gcd(x111, x112, x211, x212) = 1であるから d1 = ±1となる．h1を適当に変えること
によって d1 = 1としてよい．そこで h = (h1, 1, h3) ∈ HZとおけばよい．¤
１つ目の主定理を証明する上で，3-tensorの類の集合と２つの２変数２次形式の類
の集合が１対１に対応することを示すことになる．その中で補題 5.6と補題 5.7は，
ちょうど単射性を示す部分になっている．

補題 5.7 x ∈ Ωに対しQ1(x)が原始的であるとする．このとき

hx ∈ Ω, Q2(hx) = Q2(x)かつ，対 (Q1(hx), Q2(x))が互いに素

となるような h ∈ HZが存在する．

証明　Q1(x)が原始的となるような元 x ∈ Ωをとる．このとき

Mx(u, v) =

(
1 0

x121 x122

)
u +

(
x211 x212

x221 x222

)
v

とおいてQ1(x)(u, v) = A1u
2 + B1uv + C1v

2を実際に計算すると

Q1(x)(u, v) = x122u
2 + (x222 + x122x211 − x121x212)uv + (x211x222 − x212x221)v

2

となる．d = gcd(x122, x212, x222) (d > 0) とおくと dは，A1, B1, C1を割り切る．一
方，Q1(x)は原始的であるから gcd(A1, B1, C1) = 1．したがって d = 1となる．

h = (h1, h2, h3) ∈ HZとして

h1 =

(
1 0

−x211 1

)(
1 α

0 1

)
, h2 =

(
1 0

0 1

)
, h3 =

(
1 0

−αx212 1

)
(α ∈ Z)

となるものをとる．h2 = 1なのでQ2(hx) = Q2(x)となることに注意する．y = hxと
おくと y ∈ Ωであることが確かめられる．そこで再び

My(u, v) =

(
1 0

y121 y122

)
u +

(
y211 y212

y221 y222

)
v

19



とおくことにすると，簡単な計算によって y212 = x212および

y122 = x122(1 − αx211) + αx222 − αx212(x121 + αx221 − αx211x121)

が得られる．いま y122はQ1(y)(u, v)における u2の係数．y212はQ2(y)(u, v)における
u2の係数となるので，gcd(y122, y212) = 1となるように α ∈ Zを選んでやればよい．

y212 = x212を割る素数全体の集合Pを考えて次のような２つの集合P1, P2に分ける．

P1 = {p ∈ P | pは x122を割らない }
P2 = {p ∈ P | pは x122を割るが x222を割らない }

gcd(x122, x212, x222) = 1であるからP = P1 ∪P2となることに注意する．αとして，す
べての p ∈ P1, q ∈ P2に対し α ≡ 0 mod pかつ α ≡ 1 mod qが成り立つように αを
選ぶ．このとき y212を割る素数 p（即ち p ∈ P）に対して pは y122を割らない．した
がって gcd(y122, y212) = 1が得られる．¤

3-tensorの類の集合と２つの２変数２次形式の類の集合の対応を示す上で，次の補
題は全射性を示す部分にあたる．

補題 5.8 ２つの２変数２次形式

Fi(u, v) = Riu
2 + Siuv + Tiv

2 (Ri, Si, Ti ∈ Z, i = 1, 2)

の判別式が互いに等しくて，対 (F1, F2)が互いに素であるとする．このとき，ある
x ∈ Ωが存在して

Q1(x) = F1, Q2(x) = F2(5.9)

となる．
また，x ∈ Ωが性質 (5.9)をみたすための必要十分条件はMx(u, v)が

Mx(u, v) =

(
1 0

ε R1

)
u +

(
ζ R2

η S+

)
v

(
S+ =

S1 + S2

2
, S− =

S1 − S2

2

)
の形でかけることである．ただし ζ, ε, ηは不定方程式

R1ζ − R2ε = S−

η = 1
R1

(S+ε − T2) = 1
R2

(S+ζ − T1)

をみたす整数である．さらに，x1, x2 ∈ Ωが性質 (5.9)をみたすならば，x1 ∼ x2（HZ-

同値）となる．

証明　 x ∈ Ωに対して

Mx(u, v) =

(
1 0

ε1 ε2

)
u +

(
ζ1 ζ2

η1 η2

)
v
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とおくことにする．このとき

Q1(x)(u, v) = ε2u
2 + (η2 + ζ1ε2 − ζ2ε1)uv + (ζ1η2 − ζ2η1)v

2

Q2(x)(u, v) = ζ2u
2 + (η2 + ζ2ε1 − ζ1ε2)uv + (ε1η2 − ε2η1)v

2

となる．この２次式Q1(x), Q2(x)と与えられた２次式F1, F2の u2の係数および uvの
係数を比較してまとめると

ε2 = R1, ζ2 = R2, η2 =
1

2
(S1 + S2) = S+

を得る．仮定により２つの２次式F1, F2の判別式は等しいからS2
1−4R1T1 = S2

2−4R2T2

となる．これにより S+ ∈ Zとなることに注意する．
同様にして，２組の２次式の uvの係数と v2の係数を比較し整理する．その際，定
数 ε2 = R1, ζ2 = R2を代入すれば次のような式が得られる．

S+ζ1 − R2η1 = T1(5.10)

S+ε1 − R1η1 = T2(5.11)

R1ζ1 − R2ε1 = S−(5.12)

gcd(R1, R2) = 1だから式 (5.12)をみたす ζ1, ε1 ∈ Zがとれる．
いま S2

1 − 4R1T1 = S2
2 − 4R2T2であることから簡単に S+S− = R1T1 −R2T2を導く

ことができる．(5.12)の両辺に S+をかけて右辺の S+S−にR1T1 − R2T2を代入して
整理すると

(S+ζ1 − T1)R1 = (S+ε1 − T2)R2

となる．このことと gcd(R1, R2) = 1となることからR1はS+ε1 −T2を割ると同時に，
R2も S+ζ1 − T1 を割ることになる．したがって

1

R1

(S+ε1 − T2) =
1

R2

(S+ζ1 − T1) ∈ Z

となる．η1としてこの共通の値をとると，２つの方程式 (5.10),(5.11)は解ける．これ
で最後の部分以外は示された．
最後に，性質 (5.9)をみたす x, x′ ∈ Ωが x ∼ x′ となることを示す．x, x′ ∈ Zに対
応する行列Mx(u, v),Mx′(u, v)を

Mx(u, v) =

(
1 0

ε R1

)
u +

(
ζ R2

η S+

)
v, Mx′(u, v) =

(
1 0

ε′ R1

)
u +

(
ζ ′ R2

η′ S+

)
v

とおく．ただし (ζ, ε), (ζ ′, ε′)は条件

R1ζ − R2ε = S−

R1ζ
′ − R2ε

′ = S−
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をみたす．そこで辺辺をひいてまとめると

R1(ζ − ζ ′) = R2(ε − ε′)

となる．仮定より gcd(R1, R2) = 1だから R1 | (ε − ε′), R2 | (ζ − ζ ′)．したがって
(ζ ′, ε′) = (ζ + R2ξ, ε + R1ξ)となるような ξ ∈ Zが存在する．このとき ηと η′の関係
は η′ = η + S+ξとなることが条件式から確かめることができる．

x′ = hxをみたす h ∈ HZとして

h = (1, 1, h3), h3 =

(
1 ξ

0 1

)

をとることができる．よって x ∼ x′ となる．¤
補題 5.8は，3-tensorの類の集合と２つの２変数２次形式の類の集合との対応にお
いて本質的に全射性を証明しているが，そのまま使うことはできない．次の補題と組
み合わせることで全射性の証明が完成する．

補題 5.13 ３つの２変数２次形式

Fi(u, v) = Riu
2 + Siuv + Tiv

2 (Ri, Si, Ti ∈ Z, i = 1, 2)

F ′
1(u, v) = R′

1u
2 + S ′

1uv + T ′
1v

2 (R′
1, S

′
1, T

′
1 ∈ Z)

の判別式が互いに等しく，F ′
1 ∼ F1で対 (F1, F2)と (F ′

1, F2)がともに互いに素である
と仮定する．

x, x′ ∈ Ωとして

Q1(x) = F1, Q1(x
′) = F ′

1, Q2(x) = Q2(x
′) = F2

をみたすような元をとれば，x′ ∼ xとなる．

証明　仮定より F ′
1 ∼ F1であるから

F ′
1 = h1F1, h1 =

(
α β

γ δ

)

となるような h1 ∈ SL(2)Zが存在する．これによって

R′
1 = R1α

2 + S1αβ + T1β
2

となる．いま，Q1(x) = F1, Q2(x) = F2であるから補題 5.8により x ∈ Ωは

Mx(u, v) =

(
1 0

ε R1

)
u +

(
ζ R2

η S+

)
v

(
S+ =

S1 + S2

2
, S− =

S1 − S2

2

)
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の形でかける．ただし ε, ζ, η ∈ Zは式

R1ζ − R2ε = S−(5.14)

η =
1

R1

(S+ε − T2) =
1

R2

(S+ζ − T1)(5.15)

をみたしていることに注意する．そこでまず gcd(α + βζ,R2) = 1となることを示す．
計算により

(R1α + S+β)(α + βζ) − R2(β
2η + αβε)

= R1α
2 + (R1ζ − R2ε + S+)αβ + (S+ζ − R2η)β2

= R1α
2 + (S− + S+)αβ + T1β

2 ((5.14), (5.15)より)

= R1α
2 + S1αβ + T1β

2

= R′
1

したがって

(R1α + S+β)(α + βζ) = R′
1 + R2(β

2η + αβε)

が得られる．仮定より gcd(R′
1, R2) = 1だから gcd(α + βζ,R2) = 1となる．

一方で h1 ∈ SL(2)Zだから γα + (−δ)β = 1．したがって gcd(α, β) = 1となる．こ
れによって gcd(α + βζ,R2β) = 1が得られるから λ(α + βζ) + µR2β = 1 をみたす
λ, µ ∈ Zが存在する．そこで

h = (h1, 1, h3) ∈ HZ, h3 =

(
λ µ

−R2β α + βζ

)
∈ SL(2)Z

とおくと y = hxで，かつ y ∈ Ωとなる．作り方から

Q1(y) = Q1(hx) = h1Q1(x) = Q1(x
′)

Q2(y) = Q2(hx) = Q2(x) = Q2(x
′)

となる．いま x′, y ∈ Ωであるから補題 5.8により x′ ∼ yとなる．x ∼ yに注意すれば
x ∼ x′が得られる．¤
補題 5.6と補題 5.7の結果をまとめると次の命題が得られる．

命題 5.16 整 3-tensor x, x′ (x, x′ ∈ VZ)をQ1(x)が原始的で

Q1(x) ∼ Q1(x
′), Q2(x) ∼ Q2(x

′) (SL(2)Z同値)

をみたすものとする．
このとき x ∼ x′ （HZ-同値）となる．
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証明　Q2(x) ∼ Q2(x
′)だから，ある h2 ∈ SL(2)Z が存在して h2Q2(x) = Q2(x

′)とで
きる．ここで g = (1, h2, 1) ∈ HZとおけばQ2(gx) = Q2(x

′)となる．
補題 5.6を gx, x′にそれぞれ適用させると，ある h, h′ ∈ HZがあって

hgx, h′x′ ∈ Ω かつ Q2(hgx) = Q2(h
′x′)

をみたす．さらにまた，補題 5.7を hgx, h′x′にあてはめると

h̄hgx, h̄′h′x′ ∈ Ω および Q2(h̄hgx) = Q2(h̄
′h′x′)

をみたすと同時に

(Q1(h̄hgx), Q2(h̄hgx)), (Q1(h̄
′h′x′), Q2(h̄

′h′x′))

がともに互いに素となるような元 h̄, h̄′ ∈ HZが存在する．そこで h̄hgx, h̄′h′x′をそれ
ぞれ x, x′に置き換えて補題 5.13を用いると x ∼ x′が得られる．¤
これで１つ目の主定理の証明の大部分は終わった．最後に主定理を述べて証明を完
結させることにする．

定理 5.17 （主定理）
V ∗

Dの個数はD > 0のとき h(D)2．D < 0のとき 4h(D)2となる．

証明　次のような写像を考える．
D > 0のとき写像 q : V ∗

D −→ F ∗
D × F ∗

Dを

[x] 7−→ ([Q1(x)], [Q2(x)])

D < 0のとき写像 q : V ∗
D −→ {±1} × {±1} × F ∗

D × F ∗
Dを

[x] 7−→ (sgn(Q1(x)), sgn(Q2(x)), [sgn(Q1(x))Q1(x)], [sgn(Q2(x))Q2(x)])

により定める．ただし

sgn(F ) =

{
1 (F が正値の２次形式のとき)

−1 (F が負値の２次形式のとき)

このとき写像 qが全単射であることいえばよい．
D > 0に関して，命題 5.16より写像 qが単射である．次に (Λ1, Λ2) ∈ F ∗

D × F ∗
Dを

任意にとる．補題 5.5により [Fi] = Λi (i = 1, 2)をみたす互いに素の対 (F1, F2)を見
つけることができる．そこで補題 5.8を用いるとQ1(x) = F1, Q2(x) = F2となるよ
うな x ∈ Ωがとれるから，写像 qは全射となる．D < 0の場合についても同様に示す
ことができる．¤
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6 ２次体におけるorder

注 3.8でも述べたように２次形式の類（F ∗
Dの元）を整数環のイデアル類へ対応さ

せようとすると不都合が生じることがある．例えば次のようなものがそうである．

例 6.1 ２次形式 f ∈ Fprim,Dとして

f(x, y) = x2 + 3y2, D = −12

をとるとDK = Dとなる２次体Kがとれない．

この問題を解消するために整数環のかわりに order（整環）というものを考える．こ
の節では，まずはじめに代数体の orderを定義する．そのあとに２次体の orderにつ
いて述べることにする．orderを定義するためにいくつかの準備をしよう．

定義 6.2

(1) 有理数体Qの有限次拡大Kを代数的数体という．Kの元は代数的な元と呼ばれる．

(2) Kを代数的数体とし，µ1 · · ·µmを任意の有限個のKの元とする．有理整係数 ci(1 ≤
i ≤ m)のすべての１次結合

c1µ1 + · · · + cmµm

全体M を体Kにおける加群という．µ1, · · · , µmを加群M の生成元と呼ぶ．

M が µ1, · · · , µmで生成されているときM = {µ1, · · · , µm}とかくことにする．
各加群M = {µ1, · · · , µm}と元 α ∈ K に対して，記号 αM は αM = {αξ | ξ ∈

M} を表す．明らかに αM は αµ1, · · · , αµm の１次結合全体と一致する．即ちαM =

{αµ1, · · · , αµm}となる．
上の定義で加群を定めた．この加群を使って orderを定義することにする．

定義 6.3

(1) 代数的数体Kの２つの加群MとM1に対しKのある元α 6= 0が存在してM1 = αM

となるときM とM1は同値 (あるいは相似)であると定義する．特に，αのノルムが
正のときは狭義の同値 (または狭義の相似)であると定義する．

(2) Kを n次の代数的数体とする．Kの加群Mが，有理数体上 n個の１次独立な元を
含むときM は完全であるといい，そうでないときは不完全と呼ぶ．

(3) 加群M の生成元 α1, · · · , αmが，整数環上１次独立であるとき α1, · · · , αmは基で
あるという．

(4) Kを代数的数体，M をKの完全加群とする．α ∈ Kに対してαM ⊂ M となると
き αはM の乗数であるという．
加群M のすべての乗数全体の集合OM は環となる．環OM を乗数環とよぶ．
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(5) Kを代数的数体とする．完全加群Oが 1を含む環であるとき，OをKの order（整
環）とよぶ．同一の代数的数体Kにおいて，Kの orderのうち極大なものをmaximal

orderという．

次の補題は加群があるorderに必ず属することを表している．証明は ([5],p107)にある．

補題 6.4 代数的数体Kの任意の完全加群に対する乗数環はこの体の orderとなる．

M をKの完全加群とし，Oをその乗数環とする．上の補題によってOは orderとな
る．この場合，定義によってM はOのイデアルとみることができる．
同一の代数的数体Kにおいて，もちろんmaximal orderは存在するわけだが，実は
これが他の orderをすべて含んでいる．次の命題では代数的数体Kのmaximal order

が，Kの整数環と一致すること表している．証明は ([5],p112)にある．

命題 6.5 代数的数体Kの元で，最小多項式の係数が有理整数となるものの全体はK

のmaximal orderとなる．

d 6= 1を 2乗の因子を含まない整数，ÕをK = Q(
√

d)のmaximal order（即ち整数
環）とする．このとき Õの基として 1, ωをとることができる．ただし

ω =

{
1+

√
d

2
(d ≡ 1 mod 4のとき)

√
d (d ≡ 2または 3 mod 4のとき)

Õの判別式D1 （すなわち体Kの判別式）は

D1 =

{
d (d ≡ 1 mod 4のとき)

4d (d ≡ 2または 3 mod 4のとき)

であった．次の命題は２次体の orderの形を決定づけるものである．この証明につい
ては ([5],p159-161)で示されている．

命題 6.6 ２次体K = Q(
√

d)の任意の整環はOf = {1, fω} の形をしている．ただし
f は指数 (Õ : Of )．さらに，整環Of の判別式はD1f

2に等しい．

2次体の完全加群について述べる．各加群 {α, β}は加群 {1, β/α} と同値であるから
{1, γ}の形の加群だけで考えてもよい．γは２次体Kの無理数であるからある有理整
数係数多項式 at2 + bt + cの根となる．そこで a > 0かつ (a, b, c) = 1という条件を付
ければ，γに対して多項式 at2 + bt + cが一意的に定まる．この多項式を ψγで表す．
次の命題は ([5],p167)で示されているが，２変数２次形式と orderに属する加群を
対応付ける上でとても重要である．

命題 6.7 at2 + bt + cを２次体 K の無理数 γ に対応する多項式とする（即ち ψγ =

at2 + bt+ c）．このとき Õを加群 {1, γ}の乗数環とすれば，Õ = {1, aγ}で Õは order

となる．また，その判別式DはD = b2 − 4acである．
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原始的な整２変数２次形式を与えたとき，上の命題によって加群が１つ対応する．
3節ですでに原始的な整２変数２次形式の同値類を定義したが上の命題のような対
応を考えると実は，原始的な整２変数２次形式の類は狭義の加群の類と対応する．こ
のことを説明するために次の命題を挙げる．

命題 6.8 γ1, γ2を２次体Kの無理数とする．加群 {1, γ1}, {1, γ2}が同値となるための
必要十分条件は式

γ2 =
kγ1 + l

mγ1 + n
, ただし k, l,m, n ∈ Z

∣∣∣∣∣ k l

m n

∣∣∣∣∣ = ±1

をみたすことである．

この命題の証明は ([5],p166-167)にある．原始的な整２変数２次形式 fi(u, v) = aiu
2 +

biuv + civ
2 (i = 1, 2)に対して aiξ

2 + biξ + ci = 0の根 ξi (i = 1, 2)を

ξ1 =
−b1 +

√
b2
1 − 4a1c1

2a1 ,

ξ2 =
−b2 +

√
b2
2 − 4a2c2

2a2

とおいたとき f1(u, v)と f2(u, v)が同値であるための必要十分条件は

ξ2 =
kξ1 + l

mξ1 + n
, ただし k, l,m, n ∈ Z

∣∣∣∣∣ k l

m n

∣∣∣∣∣ = 1

となることが知られている．証明は ([7],p98-99)にあるが，これによって原始的な整
２変数２次形式の類が狭義の加群の類と対応することがわかる．
加群はある orderのイデアルとみなすことができる．イデアルには積が定義されて
いるから加群にも当然，積を考えてもよいはずである．実際に２次体の加群の場合，
次のようにうまく定義できる．

定義 6.9 M1 = {α1, β1} M2 = {α2, β2}を加群とする．このとき，加群の積M1M2を
{α1α2, α1β2, α2β1, α2β2}により定める．

上の定義のように加群の類の積を定義すると，イデアル類群と似たような性質が得ら
れる．次に定理は，その中でとてもよい性質である．

定理 6.10

(1) ２次体のある固定された orderに属する加群全体は，加群の積に関して可換群を
なす．

(2) ２次体の与えられた乗数環をもつ加群の同値類全体は，有限の可換群をなして
いる．

上の定理の証明は ([5],p169)にある．
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注 6.11 上記の２つの定理は，２次体の加群に対していえることで一般の代数的数体
の orderに属する加群に対しては真ではない．

これらのことをまとめると次の定理が得られる．

定理 6.12 Mを２次体Kに属する加群の狭義の同値類全体とする．このとき写像は
Mと Fとの１対１の対応を与える．また加群の類のどれかが判別式Dをもつ乗数環
に入っているとき，対応する２次形式の判別式もDとなる．

上の定理によって，判別式D 6= 0の値にかかわらず判別式がDである原始的な整２
変数２次形式の類の集合に対して，ある orderが存在して orderに属する加群の狭義
の類と原始的な整２変数２次形式の類に関して１対１の対応を与えることができるの
である．
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7 Composition identity

これまでの議論によって，狭義の加群の類 (狭義のイデアル類)の集合と原始的な整
２変数２次形式の類の集合との間に１対１対応の関係があることがわかった．いま，
前者には積が定義されているが後者にはまだない．そこで後者にも積を定めることに
なるが，狭義のイデアル類全体の集合と２変数２次形式の類全体の集合が群として同
形となるように積を定義するのが望ましい．
そこで，以下のような composition identity を用いて積を導入する．このとき，２
次形式同値類の集合 F ∗

Dは，有限アーベル群の構造が入ることに注意する．
Aとして１を含む可換環，Fi = Riu

2 + Siuv + Tiv
2 (i = 1, 2)を２変数２次形式と

する．(Ri, Si, Ti ∈ A)

いま，ある２変数２次形式 F3と双線形形式 l1, l2が存在して

F1(u, v)F2(z, w) = F3(l1(u, v, z, w), l2(u, v, z, w)) ∈ A[u, v, z, w](7.1)

の形で書けるとき，恒等式 (7.1)を composition identityという．ただし

lk(u, v, z, w) = a11kuz + a12kuw + a21kvz + a22kvw (k = 1, 2, aijk ∈ A)

Aが整域で F1, F2, F3の判別式がすべて同じでゼロでないときR1, R2は

R1 = ±(a111a122 − a121a112), R2 = ±(a111a212 − a211a112)

となる．特に符号が両方とも正ならば，恒等式 (7.1)を direct composition identityと
いう．

A = Zのとき，与えられた２次形式F1, F2に対して必ずF3と l1, l2が存在して恒等
式 (7.1)が direct composition identityとなる．証明は ([8], p199)に載っている．その
際，狭義のイデアル類 (加群の類)の積を通して示していることに注意する．

定義 7.2 direct composition identity (7.1)に対して F ∗
Dの積を [F1] · [F2] = [F3]と定

める．

２つのイデアル類が与えられたとき，その積を考えると非常に複雑になる．もちろん
対応する２変数２次形式の類の積を考えても同じである．しかし，２つの２変数２次
形式に対応する整 3-tensorを考えることにより２変数２次形式の類の積の複雑さは大
幅に改善される．そこに整 3-tensorを２変数２次形式へ対応させる意義がある．次の
命題は，積を簡単にする上で重要な役割を果たす．

命題 7.3 Z[V ][u, v, z, w]において次は direct composition identity である．

(A1u
2 + B1uv + C1v

2)(A2z
2 + B2zw + C2w

2) = −C3l
2
1 + B3l1l2 − A3l

2
2(7.4)

ただし l1, l2は li(u, v, z, w) = x11iuz + x12iuw + x21ivz + x22ivw (i = 1, 2)である．
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上の命題の右辺の変数を u, vに置き換える．このとき−C3u
2 + B3uv − A3v

2となる
が，これは２次形式−A3u

2 −B3uv−C3v
2と同値となる．このことを確かめるために

(û, v̂) = (u, v)h, h =

(
0 1

−1 0

)
とおくことにする．この際，h ∈ SL(2)であることに注意する．計算により

−A3û
2 − B3ûv̂ − C3v̂

2 = −A3(−v)2 − B3(−v)u − C3u
2

= −C3u
2 + B3uv − A3v

2

となるから−C3u
2 + B3uv − A3v

2 ∼ −A3u
2 − B3uv − C3v

2 が得られる．よって

[−C3u
2 + B3uv − A3v

2] = [−A3u
2 − B3uv − C3v

2] = [−Q3(x)]

となる．このことと命題 7.3から次の系が導かれる．

系 7.5 [Q1(x)] · [Q2(x)] = [−Q3(x)]がなりたつ．

上の系を使うと２変数２次形式の類の積が比較的簡単に計算できるようになる．詳し
くはこの節の最後に述べる．
次の系は注 5.2で指摘したように対称性を示すものである．

系 7.6 整 3-tensor x (x ∈ VZ)が原始的であるための必要十分条件は，
Q1(x), Q2(x), Q3(x)がすべて原始的となることである．

証明　十分性については明らかなので，必要性を示す．x ∈ VZが原始的であるから定
義によりQ1(x), Q2(x)は，原始的となる．命題 7.3によって−C3l

2
1 +B3l1l2−A3l

2
2は原

始的な２次形式Q1(x)(u, v)とQ2(x)(z, w)の積で表されるので，−C3l
2
1 +B3l1l2−A3l

2
2

も原始的となる．したがって gcd(A3, B3, C3) = 1となりQ3(x)も原始的である．¤
これまで，対称群S3から整 3-tensor x(x ∈ VZ, ∆(x) = D)への作用を定めた．こ
の作用をもとにして整 3-tensorの類 [x] ∈ V ∗

Dを定義する．そして定理 7.3の写像 qに
よる対応を用いて２次形式の類への作用も定めることにする．
定理 7.3の写像 qにより

V ∗
D ←→ (F ∗

D)2 (D > 0のとき)

{±1}2 × (F ∗
D)2 (D < 0のとき)

と対応している．
いまS3は VZへ作用していてQj を入れかえる．そこでW を原始的な整 3-tensor

の集合とするとW σ ⊂ W (σ ∈ S3)，即ちW は作用で閉じている．一方で

σ(hx) = σ(h)σ(x) (h ∈ HZ, x ∈ VZ)

なので，S3は VZ (D 6= 0)にも作用する．この写像 qの同一視によってD > 0のと
き，S3から (F ∗

D)2への作用．D < 0のとき，S3から {±1}2 × (F ∗
D)2への作用が入る．
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補題 7.7 ν = (132), τ = (12)とおく．
D > 0のとき，S3から (F ∗

D)2への作用は

τ(Λ1, Λ2) = (Λ2, Λ1), ν(Λ1, Λ2) = (Λ2, ΠΛ−1
1 Λ−1

2 ) (Πはある形式の負の類)

D < 0のとき，S3から {±1}2 × (F ∗
D)2への作用は

τ(ε1, ε2, Λ1, Λ2) = (ε2, ε1, Λ2, Λ1), ν(ε1, ε2, Λ1, Λ2) = (ε2,−ε1ε2, Λ2, Λε2
1 Λε1

2 )

で与えられる．

証明　 τ ∈ S3に対してQ1(τ(x)) = Q2(x)となることが計算で簡単に確かめられる．
まずD > 0の場合を示す．(Λ1, Λ2) ∈ (F ∗

D)2に対応する V ∗
Dの類を [x] (x ∈ VZ)とす

る．即ち q([x]) = (Λ1, Λ2)．定義から

ν(Λ1, Λ2) = q([ν(x)]) = ([Q1(ν(x))], [Q2(ν(x))]) = ([Q2(x)], [Q3(x)])

= (Λ2, [Q3(x)])
(7.8)

となる．したがって [Q3(x)]を Λ1, Λ2 で表すことを考える．系 7.5により [Q1(x)] ·
[Q2(x)] = [−Q3(x)] であるから，[−Q3(x)]と [Q3(x)]の違いをみてやればよい．そ
こで，F = Q3(x)とおいた上で次のようなものを考える．

定義 7.9 F ∗
Dの元ΠDをΠD = [F ] · [−F ]により定める．

ΠDは２変数２次形式F によって定義されたが次の補題からわかるように他の２次形
式（F と同値でなくてもよい）からでもΠDが定まる．

補題 7.10 F0を判別式がD(D > 0)であるような任意の２変数２次形式とする．こ
のときΠD = [F0] · [−F0]をみたす．すなわちΠDは２次形式 F0のとり方によらず一
意に定まる．

これは，次のように確かめられる．F が原始的であるから補題 5.5により F̂ ∼ F か
つ F̂0 ∼ F0となるような互いに素の対 (F̂ , F̂0)が存在する．いま F と F0の判別式が
等しいから補題 5.8によって

Q1(y) = F, Q2(y) = F0

となるような y ∈ Ωが存在する．系 7.5より [Q1(y)] · [Q2(y)] = [−Q3(y)]が得られる．
そこで，両辺にS3の元 (132), (123)を作用させるとそれぞれ

[Q2(y)] · [Q3(y)] = [−Q1(y)](7.11)

[Q3(y)] · [Q1(y)] = [−Q2(y)](7.12)
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となる．式 (7.11)から (7.12)を割ると [Q2(y)] · [Q1(y)]−1 = [−Q1(y)] · [−Q2(y)]−1 ．
したがって

ΠD = [F ] · [−F ] = [−Q2(y)] · [Q2(y)] = [−Q1(y)] · [Q1(y)]

= [F0] · [−F0]

となる．¤
ΠDの性質の一つとして次のようなものがある．

注 7.13 判別式Dの値によらず，Π2
D = 1となる．

補題 7.7の証明に戻る．定義 7.9のΠD，系 7.5を用いると [Q3(x)]は

[Q3(x)] = Π · [−Q3(x)]−1 = Π · ([Q1(x)] · [Q2(x)])−1 = Π(Λ1Λ2)
−1

= ΠΛ−1
1 Λ−1

2

となる．したがってD > 0の場合が示された．
次にD < 0の場合を示そう．νの作用に関しては，ε1, ε2の値に応じて４つの場合
に分けて証明すればよい．そこで ε1 = 1, ε2 = −1の場合についてのみ示すことにす
る．他の３つの場合は，同様に示せるので証明は省略する．まず，前と同じように
q([x]) = (1,−1, Λ1, Λ2)をみたすような x ∈ VZをとる．写像 qの定義からQ1(x)は正
値，Q2(x)は負値を表していてΛ1 = [Q1(x)], Λ2 = [−Q2(x)]をみたす．命題 7.3によ
りQ1(x) · (−Q2(x)) ∼ Q3(x)であるからQ3(x)も正値となる．したがって (7.3)と同
じ考察をすることで

ν(1,−1, Λ1, Λ2) = (−1, 1, Λ2, [Q3(x)])

が得られる．いま [Q3(x)]がΛ1, Λ2で表せることを確かめよう．命題 7.3の式 (7.4)を
用いると

(A1u
2 + B1uv + C1v

2) · −(A2z
2 + B2zw + C2w

2) = C3l
2
1 − B3l1l2 + A3l

2
2(7.14)

と表すことができる．しかし上の式は，direct composition identity ではない．これ
を修正するために双線形形式 l1, l2を少し変更させる．l̂1, l̂2をそれぞれ l1, l2の変数 v

を−vに置き換えて得られる双線形形式とする．すなわち l̂1, l̂2を

l̂1(u, v; z, w) = l1(u,−v; z, w), l̂2(u, v; z, w) = l2(u,−v; z, w)

とおく．このとき式 (7.14)の変数 vを−vに置き換えると

(A1u
2 − B1uv + C1v

2) · −(A2z
2 + B2zw + C2w

2) = C3l̂
2
1 − B3l̂1l̂2 + A3l̂

2
2

となる．この式は directなので，定義から

Λ−1
1 Λ2 = [C3u

2 − B3uv + A3v
2] = [Q3(x)]
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が得られる．このようにして

ν(1,−1, Λ1, Λ2) = (−1, 1, Λ2, Λ
−1
1 Λ2)

が示される．¤
S3の作用で不変な元を次のように定義する．

定義 7.15 xを整 3-tensor (x ∈ VZ)とする．xが対称群 S3 の作用で不変，つまり
σ(x) = x (∀σ ∈ S3) となるとき，xは対称であるという．

V ∗
Dの類についても同様にS3の作用で不変な類を対称であるという．

次の定理は２つ目の主定理である．

定理 7.16 （主定理）
V ∗

Dの対称な類の個数は，３乗して１となる V ∗
Dの類の個数 (#{Λ ∈ F ∗

D | Λ3 = 1})
に等しい．また，すべての対称な類は，対称な 3-tensorを含む．

証明　まず前半を示す．D > 0の場合を示す．[x]を V ∗
Dの対称な類とする．このと

き写像 qの像 ([Q1(x)], [Q2(x)]) = (Λ1, Λ2)もS3の作用で不変な (F ∗
D)2の元となる．

したがって補題 (7.7)によってΛ1 = Λ2, Λ3
1 = ΠDが得られる．よって

{V ∗
Dの対称な類 } ∼= {(Λ1, Λ1) ∈ (F ∗

D)2 | Λ3
1 = ΠD}

となる．そこで対応Λ1 −→ ΠΛ1 = Λをとると明らかに１対１対応となり

{(Λ1, Λ1) ∈ (F ∗
D)2 | Λ3

1 = Π} ∼= {(Λ, Λ) ∈ (F ∗
D)2 | Λ3 = 1}

が得られる．D < 0の場合も同様に示せる．このときは

{V ∗
Dの対称な類 } ∼= {(−1,−1, Λ, Λ) ∈ {±1}2×(F ∗

D)2 | Λ3
1 = ΠD}

となる．
次に，すべての対称な類が対称な 3-tensorを含むことを示す．まず記号を準備する．
判別式Dで∆(x) 6= 0となる整 3-tensor x（V の semi-stable point）に対してHxを x

の stabilizerとする．このとき 4節の (4.8)でおいた x0を使うと

Hx0 =


(

λ1 0

0 λ−1
1

)
,

(
λ2 0

0 λ−1
2

)
,

(
(λ1λ2)

−1 0

0 λ1λ2

)∣∣∣∣∣∣ λ1λ2 6= 0

(7.17)

が群スキームとして得られる．
x ∈ V ss

Z , (c1, c2, c3) ∈ HxZ とおく．このとき gx = x0をみたす g ∈ GQが存在する．
いま g(c1, c2, c3)g

−1 ∈ Hx0Qだから g(c1, c2, c3)g
−1は (7.17)の形で与えられる．ただし

λ1, λ2 ∈ Qである．　そこで

Γ(c1) = {λ1, λ
−1
1 }, Γ(c2) = {λ2, λ

−1
2 }, Γ(c3) = {(λ1λ2)

−1, λ1λ2}
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とおくことにする．
いまから後半の証明をする．D = −3の場合，判別式がDの２次体を考えたとき

λ3 = 1となるようなOrderの単元 λ 6= 1がないとは限らない．そこでまずD = −3の
場合について述べる．その後にD 6= −3について証明する．その際，次のことを使う．

条件 7.18 λ3 = 1ならば λ = 1

D = −3の場合について Fprim,D に対応する２次体，およびその Orderはそれぞれ
Q(ω)，Z(ω) (ω3 = 1, ω 6= 1) となる．D < 0より２次体Q(ω)の類数とOrder Z(ω)

の狭義のイデアル類は等しい．したがって定理 3.7により F ∗
Dの類の個数は１個とな

る．ゆえに対称な 3-tensor yの存在をいえば十分である．求める y ∈ V ∗
Dとして

My(u, v) =

(
−1 0

0 1

)
u +

(
0 1

1 1

)
v

をとる．このとき yは対称で，D = ∆(y) = −3となる．
次にD 6= −3の場合について証明する．いま [x] ∈ V ∗

Dを対称な類とする．このと
き y ∼ xとなるような対称な 3-tensor yがあることをいえばよい．[x]の対称性から
ある h = (h1, h2, h3) ∈ HZが存在して ν(x) = hx (ν = (132) ∈ S3)と表すことがで
きる．そこで両辺に ν2を作用させて計算すると

x = ν3(x) = ν2(ν(x)) = ν2(hx) = ν2(h)ν2(x)

= ν2(h)ν(ν(x)) = ν2(h)ν(hx) = ν2(h)ν(h)ν(x)

= ν2(h)ν(h)hx

となる．したがってν2(h)ν(h)h ∈ HxZである．ν2(h)ν(h)h = (c1, c2, c3)とおく．このと
き c1 = h3h2h1, c2 = h1h3h2, c3 = h2h1h3となる．明らかに c1, c2, c3は互いに共役であ
るからΓ(c1) = Γ(c2) = Γ(c3)となる．よって{λ1, λ

−1
1 } = {λ2, λ

−1
2 } = {(λ1λ2)

−1, λ1λ2}
であることから λ3

1 = λ3
2 = 1が得られる．したがって c1, c2, c3はGL(2)Q̄の中で単位

行列と共役になるから c1 = c2 = c3 = 1となる．特に h2h1h3 = 1である．そこで
h′ = (h−1

3 , h2, 1) ∈ HZとし 3-tensor yを y = h′xとおくことにする．このとき

ν(y) = ν(h′)ν(x) = ν(h′)hx

= ν(h′)h(h′)−1y

となる．いま簡単な計算によって ν(h′)h(h′)−1 = 1となることを確かめることができ
る．ゆえに yは対称な 3-tensorで y ∼ xとなる．¤
本論の最後に，一つ目の主定理で示した写像 qを使うと２変数２次形式の類の積が
簡単になることを説明する．定義に従って計算しようとすると 7節の冒頭で定義した
composition identityを考えなければならないから複雑になるのは明白である．だか
ら別のやり方で簡単に積を求めることが必要になる．そこで次のような方法を考える．
判別式Dの符号が違っても考え方は同じだからD > 0とする．Λ1, Λ2を判別式がDの
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原始的な整２変数２次形式の類とする．このとき積Λ1 ·Λ2を求めるわけだが，そのた
めに代表元としてF1, F2 ∈ Fprim,Dで [F1] = Λ1, [F2] = Λ2 となるものをとる．ただし
Fprim,Dは判別式がDの原始的な整２変数２次形式の集合を表す．F1, F2は原始的であ
るから補題 5.5によって (F1, F2)は互いに素であるとしてよい．いま F1と F2の判別
式が等しいから補題 5.8によってある 3-tensor xが存在してQ1(x) = F1, Q2(x) = F2

となる．そこで系 7.5の式 [Q1(x)] · [Q2(x)] = [−Q3(x)]を使うと

Λ1 · Λ2 = [F1] · [F2] = [Q1(x)] · [Q2(x)]

= [−Q3(x)]

となる．このようにして２変数２次形式の積を簡単に計算することができるのである．
その意味で，一つ目の主定理は簡単な２変数２次形式の類の積のアルゴリズムを与え
ていると言ってもよいのである．
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