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1 はじめに
本論文はKohnenと Zagierによる論文 [4]の解説論文である.
まず本論文で用いる記号の定義を行う. N, Z, Q, R, Cでそれぞれ自然数の集合,整
数の集合,有理数の集合,複素数の集合を表す.
整数 a, bに対して最大公約数を (a,b)で表す. 正の整数 N と m = (m1,m2), a =

(a1,a2) ∈ Z2に対して m1 ≡ a1, m2 ≡ a2 mod N が成り立つときm ≡ a mod N と表す.
x ∈ Rに対して [x]を [x] = Max{n ∈ Z | n ≤ x}と定める. 正の整数 n, kに対して σk(n)
を

σk(n) = ∑
d|n

dk

と定義する. また s ∈ Cに対してリーマンゼータ関数を

ζ (s) =
∞

∑
n=1

1
ns

と定める. このとき ζ (s)は Re(s)> 1で絶対収束する.
iで虚数単位を表し, z ∈ Cを z = x+ iyと表す. またこのときRe(z) = x, Im(z) = yと
定める. zの複素共役を zで表し z = x− iyとする. Cの上半平面を

H= {z ∈ C|Im(z)> 0}

で表す. eをネイピア数とする. このとき

q = e2πiz

とする. また Nを正の整数とするとき

qN = e
2πiz

N ,ξN = e
2πi
N

と定める. dを平方因子を持たない整数とする. このとき

D =

{
d (d ≡ 1 mod 4)

4d (d ≡ 2,3 mod 4)

を二次体Q(
√

d)の基本判別式という. ただし d = 1の場合はD = 1とする.
整数成分を持つ二次の正方行列全体と有理数成分を持つ二次の正方行列全体それぞ
れを

M2(Z) =

{
γ =

(
a b
c d

)∣∣∣∣∣a,b,c,d ∈ Z

}
,

M2(Q) =

{
γ =

(
a b
c d

)∣∣∣∣∣a,b,c,d ∈Q

}
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と定める. A =

(
a b
c d

)
に対して行列式を detA = |A| = ad −bcで定める. M2(Z)の部

分集合GL2(Z)と SL2(Z)を,

GL2(Z) = {A ∈ M2(Z) | |A| ≠ 0} ,
SL2(Z) = {A ∈ M2(Z) | |A|= 1}

として定める. 同様にM2(Q)の部分集合GL2(Q)とGL+
2 (Q)を,

GL2(Q) = {A ∈ M2(Q) | |A| ̸= 0} ,
GL+

2 (Q) = {A ∈ M2(Q) | |A|> 0} .

と定める.
ここで,論文 [4]の概要とその動機について述べる. 保型形式等の定義は二章以降で
詳細に記述することとする. 論文 [4]の概要は以下のようなものである.

保型形式 g(z)とその志村対応 f (z),また f (z)に対応するツイストされた L
関数 L( f ,D,s)を考える. このとき g(z)のフーリエ係数と L( f ,D,s)の関係
を具体的に記述することが出来る.

論文 [4]が書かれた背景について触れる. 当時保型形式に関する結果として次のよ
うなものが知られていた. このことについてはGrossと Zagierによる論文 [1]を参照.

定理 1.1. L( f ,s)の関数等式の中心 s = kでの値は完全平方になる.

また Shimuraの論文 [6]によって次のことも分かっていた.

定理 1.2. gは半整数ウェイトの保型形式でヘッケ作用素の同時固有形式であるとし,
f をその志村対応とする. また c(n)を gの n番目のフーリエ係数とする. このときも
し n/mが平方数ならば c(n)と c(m)の比は f のフーリエ係数によって表わされる.

しかしこれらの結果についての自然な疑問としてそれぞれ「何故平方数が出てくる
のか？」「n/mが平方数でないときはどうなるのか？」というものがある. これに対す
る答えとしてWaldspugerは [7]で次のようなことを発見した.

定理 1.3. f と gを先ほどと同様のものとする. nが平方因子を持たない正の整数とす
ると,このとき c(n)2は本質的には二次体の指標による L( f ,s)のツイストの s = kでの
値である

しかしWaldspugerの論文はやや難易度が高く,また L関数と c(n)2の間の具体的な
比例定数がどうなっているかは分からないという問題があった. そこで SL2(Z)上の保
型形式の特別な場合に限り L関数と c(n)2の間の具体的な関係を記述することを目標
として論文 [4]は書かれたのである.
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さて, 次に本論文の構成について述べる. まず第二章では基本となる整数ウェイト
の保型形式とその重要な具体例であるアイゼンシュタイン級数を導入する. 続く第三
章では半整数ウェイトの保型形式について定義する. その次の第四章で志村の定理の
紹介をして論文 [4]の主定理を具体的に記述する. そして第五章で [3]のいくつかの結
果を用いて主定理の証明を行う. 最後の章で主定理を示す際に一旦認めた命題 5.13を
示すことにする.

謝辞
本修士論文を書くにあたって二年間お忙しい中ご指導ご鞭撻を頂いた雪江明彦先生
に心から深く感謝申し上げます.
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2 保型形式の定義
この章では SL2(Z)上の保型形式について定義をしていく. また重要な具体例である
アイゼンシュタイン級数についても触れることとする. なおこの章と次の章の命題の
証明に関しては基本的にKoblitzの本 [2]に記載されている. 各命題に [2]の該当する
ページを書いておくので読む際の参考にして頂きたい.
まず始めに SL2(Z)とその重要な部分群であるΓ0(N),Γ1(N),Γ(N)を定義する. なお,
本論文では kは自然数として扱う.

定義 2.1. Γ, Γ0(N), Γ1(N), Γ(N)を以下のように定義する.

Γ = SL2(Z)

=

{
γ =

(
a b
c d

)
∈ GL2(Z)

∣∣∣∣∣ |γ |= 1

}
,

Γ0(N) =

{
γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ

∣∣∣∣∣c ≡ 0 mod N

}
,

Γ1(N) =

{
γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)

∣∣∣∣∣a ≡ 1 mod N

}
,

Γ(N) =

{
γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ1(N)

∣∣∣∣∣b ≡ 0 mod N

}
.

また, Γ(N)を含む Γの部分群を Γのレベル Nの合同部分群と呼ぶ.

次に ΓのHへの作用を定義し,カスプと基本領域を定義する.

定義 2.2. γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ, z ∈ Cに対して,

γz =
az+b
cz+d

,

γ∞ =
a
c
= lim

z→∞
γz

と定める. また, cz+d = 0なら γz = ∞と定める.

このとき定義より γ(H)⊂H, γ(Q∪∞) =Q∪∞なので ΓはH∪Q∪∞に作用してい
ることに注意する.

定義 2.3. 集合 Sに対して群Gが作用しているとき, Sの二点 s1, s2が同じ軌道にある
ならば s1と s2はG同値であるという.
また, F をH内の閉領域とする. Hのどの点 zも F のある適当な点にG同値である

が, Fの相異なるどの二つの内点もG同値になることがないという条件を満たすとき,
Fを Γの部分群Gに対する基本領域という.
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定義 2.4. 点 c ∈Q∪{∞}をカスプと呼ぶ. このとき任意の既約分数 a/cに対して γ∞ =

a/cを満たす γ ∈ Γが存在するので全ての有理数は∞と同じ Γ同値類に属する. Γ′を
Γの部分群とするときカスプの集合Q∪{∞}の各 Γ′同値類も Γ′のカスプと呼ぶ.

Γ′が合同部分群ならば定義より [Γ : Γ′]は有限なのでカスプの数も有限であること
に注意する.
次にこれらの記号を用いて SL2(Z)及び部分群 Γ0(N)の保型形式とカスプ形式を定
義していく. この論文を通して特に断りのない限り関数 f (z),g(z)は上半平面H上の
正則関数であるものとする.

定義 2.5. H上の正則関数 f (z)と γ =

(
a b
c d

)
∈ Γに対して f (z)|[γ ]kを以下のように

定める.

f (z)|[γ]k = (cz+d)−k f (γz)

= (cz+d)−k f
(

az+b
cz+d

)
.

定義 2.6. f (z)が任意の γ ∈ Γに対して f (z)|[γ] = f (z)を満たすとする. このとき f (z)
はフーリエ展開を持つ. ここで全てのカスプでのフーリエ展開に対して負べきの項が
0になるとき, f (z)を Γに対するウエイト kの正則保型形式と言う. また,さらに全て
のカスプで定数項も 0になるとき, f (z)を Γに対するウエイト kのカスプ形式という.
例えばカスプ∞では,

f (z) =
∞

∑
n=0

anqn

というフーリエ展開を持つ. Γに対する正則保型形式,カスプ形式全体からなる集合を
それぞれMk(Γ), Sk(Γ)と定義する.

ただし本論文では正則保型形式のことを単に保型形式と呼ぶことが多いので注意す
る. Γに対する保型形式の重要な例としてアイゼンシュタイン級数を導入する.

定義 2.7. kを 2より大きい偶数とするとき, z ∈Hに対しアイゼンシュタイン級数Gk(z)
を以下のように定める.

Gk(z) =
ζ (1− k)

4ζ (k)

′

∑
m,n

1
(mz+n)k .

ただし和は (0,0)を除く全ての整数の組を渡る.

次の命題は Gk(z)についての基本的な命題である. 証明は [2, Koblitz,pp.109 - 111]
を参照.
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命題 2.8. GK(z)はH上で絶対収束し, H上の正則関数となる. そしてGk(z) ∈ Mk(Γ)で
ある. またGk(z)は次のようなフーリエ展開を持つ.

Gk(z) =
1
2

ζ (1− k)+
∞

∑
n=1

σk−1(n)qn.

さて,次に合同部分群に関する保型形式について定義する.

定義 2.9. Γ′をレベル Nの合同部分群とする. 任意の γ ∈ Γ′に対して,

f (z)|[γ ]k = f (z)

が成り立つとする. また任意の γ0 ∈ Γに対して,

f (z)|[γ0]k =
∞

∑
n=0

anqn
N

という展開を持つとする. このとき f (z)を Γ′に関する正則保型形式と言う. また上の
展開において全てのカスプで常に a0 = 0であるとき f (z)を Γ′のカスプ形式であると
言う. Γ′に関する正則保型形式,カスプ形式全体からなる集合をMk(Γ′), Sk(Γ′)と書く.

合同部分群に対する保型形式に関する次の命題は有用である. 証明は [2, Koblitz,pp.127
- 129,144-147]を参照.

命題 2.10. Γ′を Γの合同部分群とし, α ∈ GL+
2 (Q)とする. また Γ′′ = α−1Γ′α ∩Γと

おく. このとき Γ′′ は Γの合同部分群であり, 写像 f → f |[α ]k は Mk(Γ′)を Mk(Γ′′)

へ, また Sk(Γ′)を Sk(Γ′′)へうつす. また, f (z) ∈ Mk(Γ0(N),χ)で g(z) = f (Mz)なら
ば g(z) ∈ Mk(Γ0(MN),χ)である.

合同部分群の保型形式の例としてレベル Nのアイゼンシュタイン級数を導入する.

定義 2.11. kを 2より大きい正の整数とする. Nを正の整数とし, a = (a1,a2)をNを法
とする整数の組とする. m = (m1,m2)で整数の組を表すものとする. このとき z ∈Hに
対してレベル Nのアイゼンシュタイン級数を次のように定める.

Ga
k(z) = ∑

m∈Z,m≡a mod N

1
(m1z+m2)k .

ただし a = (0,0)の場合,和の中からm = (0,0)に対する項を除くものとする.

次の二つの命題はレベルNのアイゼンシュタイン級数が正則保型形式になっている
ことと,その具体的な qN展開についてである. 証明は [2, Koblitz,pp.131 - 134]を参照.

命題 2.12. Ga
k ∈ Mk(Γ(N))である. また, G(0,a2)

k ∈ Mk(Γ1(N))である.

7



部分ゼータ関数 ζ a(s)を

ζ a(s) = ∑
n≥1,

n≡a mod N

n−s

と定めると,これはRe(s)> 1で収束する. この部分ゼータ関数を用いて次の命題が成
り立つ.

命題 2.13. ck = (−2πi)k/
{

Nk(k−1)!
}
とする. また ba

0,kを a1 ̸= 0のとき ba
0,k = 0とし,

a1 = 0のとき ba
0,k = ζ a2(k)+(−1)kζ−a2(k)として定める. このときレベルNのアイゼ

ンシュタイン級数の qN展開を以下のように表すことが出来る.

Ga
k(z) = ba

0,k +
∞

∑
n=1

ba
n,kqn

N .

ただし

ba
n,k = ck

(
∑

j|n,n≡ ja1

jk−1ξ ja2 +(−1)k ∑
j|n,n≡− ja1

jk−1ξ− ja2

)

とする.

最後にディリクレ指標について定義した後,指標付きの保型形式について述べてこ
の章を終わることとする.

定義 2.14. n, m ∈ Zとし, Nを正の整数とする. χ が整数から複素数への関数で,以下
の条件を満たすとき χを Nを法とするディリクレ指標という.

• n ≡ m mod Nならば χ(n) = χ(m).

• χ(nm) = χ(n)χ(m).

• χ(1) = 1.

• nと Nが互いに素でなければ χ(n) = 0.

また Nの約数Mと, Mを法とするディリクレ指標 ρMに対して

ρM(n) = χ(n)(∀n,(n,N) = 1)

が成り立つとき χ は ρM から導かれる指標であるという. このような ρM を与える N
の約数Mの中で,最小のものを χのコンダクターと呼ぶ. また χのコンダクターがN
であるとき, χは Nを法とする原始的なディリクレ指標であるという.

ディリクレ指標の例として拡張されたヤコビ記号とクロネッカー記号を定義する.
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定義 2.15. (拡張されたヤコビ記号)
素数 pと整数 nに対して χp(n)を

χp(n) =


1 ((n, p) = 1,n ≡ x2 mod pとなる xが存在)

−1 ((n, p) = 1,n ≡ x2 mod pとなる xが存在しない)

0 ((n, p)> 1)

と定める. 正の整数mに対してm = p1 · · · plをmの素因数分解とするとき,

χm(n) = χp1(n) · · ·χpl(n)

と定める. また負の整数mに対しては,

χm(n) =

{
χ|m|(n) (n > 0)

−χ|m|(n) (n < 0)

と定める. こうして整数mについて定められた χmを拡張されたヤコビ記号というこ
とにする.

定め方から拡張されたヤコビ記号 χmは |m|を法とするディリクレ指標になっている.

定義 2.16. (クロネッカー記号)

Dを二次体の基本判別式とするとき,
(

D
)
を以下のように定める. ただし a ∈ Zと

する.

• (a,D)> 1ならば
(

D
a

)
= 0.

•
(

D
1

)
= 1,

(
D
−1

)
=

{
1 (D > 0),

−1 (D < 0)
である.

• Dが奇数ならば,
(

D
2

)
=

{
1 (D ≡ 1 mod 8),

−1 (D ≡ 5 mod 8)
である.

• pが奇素数でDと互いに素なとき,(
D
p

)
=

{
1 (x2 ≡ D mod pを満たす xが存在),

−1 (それ以外)

である.

• a > 0がDと互いに素で a = p1 · · · pnを素因数分解とするとき,(
D
±a

)
=

(
D
±1

)(
D
p1

)
· · ·
(

D
pn

)
(複合同順).

9



このとき
(

D
)
をクロネッカー記号と言う.

クロネッカー記号は原始的なディリクレ指標になっている. この命題の証明及びそ
の他の性質については雪江の本 [11]の 85ページから 98ページに詳しい.

命題 2.17. 上の定義の下で
(

D
)
は |D|を法とする原始的なディリクレ指標である.

クロネッカー記号のガウス和についての性質も重要である. ξ = e
2πi
|D| とする. 正の整

数 Nを法とするディリクレ指標 χ に対して g j(χ) = ∑N−1
n=0 χ(n)ξ jnを χ のガウス和と

言う.

命題 2.18. クロネッカー記号のガウス和について,

|D|−1

∑
n=0

(
D
n

)
ξ jn =

(
D
j

)√
D

が成り立つ.

この命題については高木の本 [10]の巻末部分に詳しい.
準備が出来たので指標付きの保型形式を定義する.

定義 2.19. χをNを法とするディリクレ指標とするとき, Mk(Γ1(N))の部分空間Mk(Γ0(N),χ)
と Sk(Γ1(N))の部分空間 Sk(Γ0(N),χ)を以下のように定義する.

Mk(Γ0(N),χ) =

{
f (z) ∈ MK(Γ0(N))

∣∣∣∣∣∀γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N) f |[γ ] = χ(d) f

}
,

Sk(Γ0(N),χ) = Sk(Γ1(N))∩Mk(Γ0(N,χ)).

指標付きの保型形式については次の命題が重要かつ基本的である. 証明は [2, Koblitz,pp.137
- 138]を参照.

命題 2.20. 上の定義の下で以下が成り立つ.

Mk(Γ1(N)) =
⊕

Mk(Γ0(N),χ)).

ただし和は Nを法とするディリクレ指標全体をわたるものとする.

3 半整数ウェイトの保型形式
前章では整数ウェイトの場合の保型形式を考えたが,この章では正の整数 kに対し

てウエイトが半整数 k/2の場合の保型形式について考える. まず準備としてGL+
2 (Q)

の被覆群を考える.
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定義 3.1. α =

(
a b
c d

)
∈ GL+

2 (Q), t ∈ {±1}とする. αに対しH上の正則関数 ϕ(z)で,

ϕ(z)2 = t
cz+d√

detα

となるものを考える. このとき集合Gを上の条件を満たす α と ϕ(z)の組 (α,ϕ(z))全
体からなる集合として定める.

命題 3.2. (α,ϕ(z)), (β ,ψ(z)) ∈ Gに対して,

(α,ϕ(z))(β ,ψ(z)) = (αβ ,ϕ(β z)ψ(z))

で演算を定めるとGは群になる.

証明は [2, Koblitz,p179]を参照. 次にこのGの部分集合を用いて作用素 [α ′] k
2
を定義

する.

定義 3.3. α ′ = (α ,ϕ(z))∈ G(α ∈ SL2(Z))であるとする. このとき f (z)への作用素 [α ′] k
2

を次のように定める.

f (z)|[α ′] k
2
= f (αz)ϕ(z)−k.

このときGの演算の定め方から ( f (z)|[α ′] k
2
)|[β ′] k

2
= f (z)|[α ′β ′] k

2
が成り立つことに

注意しておく. 次に半整数ウェイトの保型形式を定義する上で重要な保型因子を定義
する.

定義 3.4. γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(4), z ∈Hに対して j(γ ,z)を以下のように定める.

j(γ ,z) = χc(d)ε−1
d

√
cz+d.

ただしここで χc(d)は拡張されたヤコビ記号を表わし, εdは

εd =

{
1 (d ≡ 1 mod 4)

i (d ≡ 3 mod 3)

と定める.

この j(γ ,z)を用いて Γ̃′を定義する.

定義 3.5. Γ′ ⊂ Γ0(4)とし, j(γ ,z)は上で定義したものとする. このとき Γ̃′を次のよう
に定義する.

Γ̃′ =
{
(γ , j(γ ,z))|γ ∈ Γ′} .

また γ ∈ Γ′に対して γ̃ = (γ , j(γ ,z))と表すことにする.
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次の命題は [2, Koblitz, p180]による.

命題 3.6. Γ̃′と Γ′は群として同系である.

さて,保型形式の定義をする最後の準備としてカスプでの正則について述べる. まず
f (z)は任意の γ̃ ∈ Γ̃′に対して f (z)|[γ̃ ] k

2
= f (z)を満たすものとする. 次に s ∈ Q∪{∞}

に対し, α を s = α∞, α ∈ Γとなるように定める. また第一成分が α となるような
Gの任意の元 α ′ = (α ,ϕ(z))を一つとる. g(z) = f (z)|[α ′] k

2
と置くと, このとき任意の

±α ′−1γ̃α ′ ∈ ±α ′−1Γ̃′α ′に対して,

g|[±α ′−1γ̃α ′] k
2
= f |[γ̃α ′] k

2
= f |[α ′] k

2
= g

が成り立つ. このとき Γ̃′
s =
{

γ̃ ∈ Γ̃′|γs = s
}
とするとある 1の 4乗根 tと正の整数 hに

対し,

±α ′−1Γ̃′
sα ′ =

±

((
1 h
0 1

)
, t

) j

j ∈ Z


が成り立つことに注意する. するとこのとき gは

[((
1 h
0 1

)
, t

)]
k
2

の下で不変となる

ので

g(z) = g(z)

[((
1 h
0 1

)
, t

)]
k
2

= t−kg(z+h)

である. ここで tk = e2πir,ただし r = 0, 1/4, 1/2, 3/4と書き表す. すると e−
2πirz

h g(z)は
z → z+ hの下で不変となり, したがってフーリエ展開 e−

2πiz
h g(z) = ∑anqn

hを得る. つ
まり

g(z) = ∑
n∈Z

ane
2πiz(n+r)

h

となる. この展開において全ての n < 0に対して an = 0となるとき f はカスプ sで正
則であるという. また, それに加えて a0 = 0が成り立つとき f はカスプ sで零点を持
つという.
準備が整ったので半整数ウェイトの保型形式とカスプ形式を定義する.

定義 3.7. Γ′ ⊂ Γ0(4)を有限指数の部分群とする. f は任意の γ̃ ∈ Γ̃′に対する |[γ̃ ] k
2
の下

で不変であるものとする. f が Γ′の全てのカスプで正則であるとき f を Γ̃′に対する
ウェイト k/2の正則保型形式と呼ぶ. また f が全てのカスプで零点を持つとき f をカ
スプ形式を呼ぶ. ウェイト k/2の正則保型形式,カスプ形式全体からなる集合をそれぞ
れMk(Γ̃′),Sk(Γ̃′)と書き表す.
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定義 3.8. 4|Nとする. また χは Nを法とするディリクレ指標とする. このとき任意の

γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)に対し,

f |[γ̃] k
2
= χ(d) f

を満たす f からなる集合を M k
2
(Γ̃0(N),χ)と表す. また S k

2
(Γ̃0(N),χ) = S k

2
(Γ̃1(N))∩

M k
2
(Γ̃0(N),χ)と定める.

半整数ウェイトの保型形式の例としてテータ関数とアイゼンシュタイン級数を挙
げる.

定義 3.9. z ∈Hに対しテータ関数 θ(z)を

θ(z) = ∑
n∈Z

qn2

として定める.

命題 3.10. θ(z) ∈ M1
2
(Γ̃0(4))である.

この命題の証明は [2, Koblitz, pp.147-152, pp.176 - 182]を参照. 次に半整数ウェイト
のアイゼンシュタイン級数を導入する.

定義 3.11. kを 5以上の整数とする. このとき,

E k
2
(z) = ∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)
j(γ,z)−k,

Fk
2
(z) = E k

2
(z)

[((
0 −1
4 0

)
,
√

2z

)]
k
2

と定める.

次の命題は [2, Koblitz,pp186-187]による.

命題 3.12. 上で定めた E k
2
, Fk

2
は k ≥ 5の範囲で収束し, E k

2
,Fk

2
∈ M k

2
(Γ̃0(4))である.

本論文で用いるアイゼンシュタイン級数はこれらの一次結合で表わされるもので
ある.

定義 3.13. λ = k−1
2 ≥ 2とし, E k

2
, Fk

2
を上で定義したものとする. このときG k

2
を次の

ように定義する.

G k
2
= ζ (1−2λ )(E k

2
+(1+ ik)2−

k
2 Fk

2
).
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G k
2
は半整数ウェイトの保型形式であり, |D|番目のフーリエ係数が L関数になると

いう性質を持っている. ここで f (z) = ∑a(n)qnに対して L( f ,D,k)を,

L( f ,D,s) =
∞

∑
n=1

(
D
n

)
a(n)n−s

として定義している. ただしDは二次体の基本判別式であり,
(D)はクロネッカー記号

を表すものとする. また,全ての a(n)について a(n) = 1となるような場合LD(s)と表す
こともある. LD(s)については次の命題が重要である. 証明は [2, Koblitz,pp.76-77,191]
に詳しい.

命題 3.14. LD(s)は全複素平面上に解析接続される. また正の整数 kに対して次の関数
等式が成り立つ.

LD(k) =
(

π
|D|

)k− 1
2

LD(1− k)

{
Γ(1

2 −
1
2k)/Γ(1

2k) kが偶数のとき,

Γ(1− 1
2k)/Γ(1

2 +
1
2k) kが奇数のとき.

次の命題の証明は [2, Koblitz,pp.185 - 193]を参照.

命題 3.15. G k
2
∈ M k

2
であり, Dを二次体の基本判別式とするとG k

2
の |D|番目のフーリ

エ係数は LD(1−λ )に等しい.

また, L( f1 ⊗ f2,s)を次のように定める.

定義 3.16. Γ′ を Γの合同部分群とし, f1 = ∑∞
n=1 a(n)qn ∈ Sk(Γ′), f2 = ∑∞

n=0 b(n)qn ∈
Mk(Γ′)であるとする. また, L( f1,s) = ∑∞

n=1 a(n)n−s, L( f2,s) = ∑∞
n=1 b(n)に対して,

L( f1,s) = ∏
p
(1−a(p)p−s + pk−1−2s)−1

= ∏
p
((1−α1(p)p−s)(1−α2(p)p−s))−1

L( f2,s) = ∏
p
(1−b(p)p−s + pk−1−2s)−1

= ∏
p
((1−β1(p)p−s)(1−β2(p)p−s))−1

と表せるする. このとき L( f1 ⊗ f2,s)を

L( f1 ⊗ f2,s)

=∏
p
((1−α1(p)β1(p)p−s)(1−α1(p)β1(p)p−s)

× (1−α2(p)β1(p)p−s)(1−α2(p)β2(p)p−s))−1

と定める.

次の命題の証明は黒川らの本 [9]の 448ページから 453ページに詳しい.
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命題 3.17. 上の記号の下で,

L( f1 ⊗ f2,s) = ζ (2s−2k+2)
∞

∑
n=1

a(n)b(n)n−s

が成り立つ.

4 主定理の記述
この章ではヘッケ作用素を導入し,志村の定理について解説した後,論文 [4]の主定
理を具体的に記述することを目標とする. まず整数ウェイトの場合のヘッケ作用素を
定義するための準備をする.

定義 4.1. S+を Zの {0}でない加法の部分群とする. また S×を (Z/NZ)×の部分群と
し, nを正の整数とする. このとき集合 ∆n(N,S×,S+)を以下のように定める.

∆n(N,S×,S+) =

{(
a b
c d

)
∈ M2(Z)

∣∣∣∣∣N|c,a ∈ S×,b ∈ S+,det

(
a b
c d

)
= n

}
.

この集合の具体的な例としては Γ0(N) = ∆1(N,(Z/NZ),Z)などが挙げられる. また
定義から明らかに ∆1(N,S×,S+)は Γの合同部分になっていることに注意する. この
∆n(N,S×,S+)を用いてヘッケ作用素を定義する.

定義 4.2. Γ′をΓの合同部分群とし, α ∈ GL+
2 (Q)であるとする. また, Γ′′ = Γ′∩α−1Γ′α

で d = [Γ′ : Γ′′], Γ′ = ∪d
j=1Γ′′γ ′jであるとする. そして f (z)を γ ∈ Γ′に対する [γ]kの下で

不変な関数であるとする. このとき,

f (z)|[Γ′αΓ′]k =
d

∑
j=1

f (z)|[αγ ′j]k

と定める.

定義 4.3. Γ′ = ∆1(N,S×,S+)とし, nを正の整数とする. f ∈ Mk(Γ′)とするとき,

Tn = n
k
2−1 ∑ f |[Γ′αΓ]k

と定める. ただし和は ∆n(N,S×,S+)に含まれる Γ′に関する両側剰余類全てをわたる
ものとする.

次に半整数ウェイトの保型形式の場合のヘッケ作用素を定義していく.

定義 4.4. 4|Nかつ f ∈ M k
2
(Γ̃1(N))とする. また nを Nと互いに素な正の整数とする.

このとき αn =

((
1 0
0 n

)
, 4
√

n

)
に対して,

f |[Γ̃1(N)αnΓ̃1(N)] k
2
= ∑

j
f |[αnγ̃ j] k

2
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と定める. ここで和は両側剰余類 Γ̃1(N)αnΓ̃1(N)に含まれる Γ̃1(N)に関するすべての
相異なる右側剰余類をわたる.

定義 4.5. 上の記号の下で Tp2 を次のように定義する.

Tp2 = p
k
2−2 f |[Γ̃1(N)αp2Γ̃1(N)]

次の命題は [2, Koblitz,pp156-157,p210]による.

命題 4.6. Tp2n は Tp2 の多項式で表される. また相異なる素数 p1, p2に対して Tp2n
1 p2m

2
=

Tp2n
1

Tp2m
2

= Tp2m
2

Tp2n
1
である.

ヘッケ作用素を平方数で定義しているのは次の命題から,そうでない場合を考える
意味がないからである.

命題 4.7. nを Nと互いに素な正の整数で完全平方数でないものとする. このとき,

f |[Γ̃1(N)αnΓ̃1(N)] k
2
= 0

である.

この命題の証明は [2, Koblitz,pp.204 - 206]を参照.
次にヘッケ作用素の同時固有形式について述べる.

定義 4.8. 整数ウェイト,半整数ウェイトのそれぞれの場合においてヘッケ作用素の同
時固有形式を以下のように定義する.

• f (z) = ∑∞
n=0 anqn ∈ M2k(Γ)とする. すべての素数 pに対して,ある λp ∈Cが存在

して Tp( f (z)) = λp f (z)が成り立つとき, f (z)をヘッケ作用素 Tpの同時固有形式
という. また f (z)がカスプ形式でかつ a1 = 1のとき, f (z)を正規化された同時
固有形式という.

• g(z) = ∑∞
n=0 cnqn ∈ Mk+ 1

2
(Γ̃0(4))とする. すべての素数 pに対して, ある λp ∈ C

が存在して Tp2(g(z)) = λpg(z)が成り立つとき, g(z)をヘッケ作用素 Tp2 の同時
固有形式という. また g(z)がカスプ形式でかつ c1 = 1のとき, g(z)を正規化され
た同時固有形式という.

与えられた保型形式の空間上の全てのヘッケ作用素に対する同時固有形式を考える
ことは非常に有用である. そのような条件を満たす半整数ウェイトのカスプ形式と整
数ウェイトのカスプ形式の対応について述べているものが次の志村の定理である.

定理 4.9. (志村対応) kを 3以上の整数とし, λ = k−1
2 で 4|N とし, χ を N を法とする

ディリクレ指標であるとする. g(z) =
∞

∑
n=1

anqn ∈ S k
2
(Γ̃0(N),χ)を全ての素数 pに対する
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Tp2の同時固有形式で,対応する固有値が λpであるものとする. 関数 f (z) =
∞

∑
n=1

bnqnを

次の形式的な恒等式で定める.
∞

∑
n=1

bnn−s = ∏
p

1
1−λp p−s +χ(p)2 pk−2−2s .

このとき, χ2のコンダクターで割り切れるある正の整数N′に対し f ∈ Mk−1(N′,χ2)と
なる.

上の定理の f ,gの対応を志村対応と呼ぶ.
次にKohnenのプラススペースM+

k
2
(Γ̃0(4))を考える.

定義 4.10. kを正の整数とし, λ = k−1
2 とする. (−1)λ n ≡ 2,3 mod 4であるときは常

に an = 0となるような保型形式 f (z) = ∑∞
n=0 anqnからなるM k

2
(Γ̃0(4))の部分空間を

M+
k
2
(Γ̃0(4))で表す. また,同様の条件を満たすカスプ形式からなる集合を S+k

2
(Γ̃0(4))と

表す.

Kohnenは [3, Kohnen,pp253-257]で次のことを示した.

命題 4.11. 志村対応のM+
k+ 1

2
(Γ̃0(4)), S+

k+ 1
2
(Γ̃0(4))への制限はそれぞれM2k(Γ), S2k(Γ)

への同型を与える.

保型形式のピーターソン内積を整数ウェイトの場合と半整数ウェイトの場合のそれ
ぞれにおいて定義する.

定義 4.12. Γ′を Γの合同部分群とする. F ′を Γ′の基本領域とし, f1, f2 ∈ Mk(Γ′)で, f1

と f2の少なくとも一つはカスプ形式であるものとする. このとき ⟨ f1, f2⟩を次のよう
に定める.

⟨ f1, f2⟩=
1

[Γ : Γ′]

∫
F ′

f1(z) f2(z)yk dxdy
y2 .

正の整数Nに対して 4|Nであるとする. また, F0(N)を Γ0(N)の基本領域とし, g1,g2 ∈
Mk+ 1

2
(Γ̃0(N))で, g1とg2の少なくとも一つはカスプ形式であるとする. このとき ⟨g1,g2⟩

を次のように定める.

⟨g1,g2⟩=
1

6[Γ0(4) : Γ0(N)]

∫
F0(N)

g1(z)g2(z)yk+ 1
2

dxdy
y2 .

ピーターソン内積に関する以下の二つの命題については [2, Koblitz,pp170-171]を
参照.

命題 4.13. 上の記号の下でそれぞれ ⟨ f1, f2⟩と ⟨g1,g2⟩は絶対収束する. またピーター
ソン内積の値は基本領域の取り方に依存しない. さらに Γ′, Γ′′を合同部分群とし, f1,
f2 ∈ Mk(Γ′)かつ f1, f2 ∈ Mk(Γ′′)とする. このときピーターソン内積の値は f1, f2を
Mk(Γ′)の元と見るかMk(Γ′′)の元と見るかには依存しない.
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命題 4.14. α ∈ GL+
2 (Q)であるとする. 定義 4.12の記号の下で,

⟨ f1|[α ], f2⟩= ⟨ f1, f2|[α−1]⟩

が成り立つ.

これ以降断りがない限り,本論文において f (z),g(z)は以下の意味で用いる.

f (z) = ∑a(n)qn ∈ S2k(Γ),ヘッケ作用素の同時固有形式.

g(z) = ∑c(n)qn ∈ S+
k+ 1

2
(Γ̃0(4)), f の志村対応.

この論文の主目的は以下の定理を示すことである.

定理 4.15. 上の記号の下で

c(|D|)2

⟨g,g⟩
=

(k−1)!
πk |D|k−

1
2

L( f ,D,k)
⟨ f , f ⟩

が成り立つ.

5 主定理の証明
この章では [3]の結果を用いて主定理の証明を行う. そのための準備を進める. まず
志村対応の制限S +

D を導入し,その性質について述べる. なおこの章では kの範囲は
k ≥ 1とする. これ以降 S+

k+ 1
2
(Γ̃0(4)), S2k(Γ)のことをそれぞれ単に S+

k+ 1
2
, S2kと表すこ

とがある.

定義 5.1. f = ∑∞
n=0 a(n)qn ∈ M+

k+ 1
2
(Γ̃0(4))とし, Dは二次体の基本判別式で (−1)kD > 0

を満たすものとする. このときS +
D f を以下のように定める.

S +
D f =

1
2

LD(1− k)a(0)+
∞

∑
n=1

(
∑
d|n

(
D
d

)
dk−1a

(
n2

d2 |D|
))

qn.

命題 5.2. f ∈ Mk+ 1
2
(Γ̃0(4)), g ∈ Sk+ 1

2
(Γ̃0(4))とすると以下が成り立つ.

S +
D f ∈ M2k(Γ),

S +
D g ∈ S2k(Γ).

また, g = ∑∞
n=1 c(n)qn ∈ S+

k+ 1
2
, f ∈ S2kをそれぞれヘッケ作用素の同時固有形式とその

志村対応とすると,このときS +
D g = c(|D|) f である.
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命題 5.2の証明はKohnenによる論文 [3]の pp.257−261を参照. なお本論文を通し
て特に断りがない限りこれ以降Dは二次体の基本判別式で (−1)kD > 0を満たすもの
とする.
次にMk+ 1

2
(Γ̃0(4))からM+

k+ 1
2
(Γ̃0(4))への射影を定義する.

定義 5.3. g ∈ Mk+ 1
2
(Γ̃0(4))に対し写像 pr+(g)を

pr+(g) = (−1)[
k+1

2 ]2−kW4U4(g)+
1
3

g

と定める.

ただしU4,W4は以下で定義される.

U4(
∞

∑
n=0

c(n)qn) =
∞

∑
n=0

c(4n)qn,

(W4g)(z) =

(
2z
i

)−k− 1
2

g
(
−1
4z

)
.

次の命題は [3, Kohnen, pp251-252]を参照.

命題 5.4. 上の定義で pr+はMk+ 1
2
(Γ̃0(4))からMk+ 1

2
(Γ̃0(4))への写像でありwell−defined

である.

この pr+を用いて定理の証明の中心となる保型形式を定義する. まず指標付きのア
イゼンシュタイン級数とトレース作用素について定義しておく.

定義 5.5. k > 2に対してアイゼンシュタイン級数Gk,D, Gk,4Dを

Gk,D =
1
2

LD(1− k)+
∞

∑
n=0

(∑
d|n

(
D
d

)
dk−1)qn,

Gk,4D = Gk,D(4z)−2−k
(

D
2

)
Gk,D(2z)

と定義する.

定義 5.6. M,N ∈ Z\0,N|Mに対して TrM
N は Γ0(M)上の保型形式から Γ0(N)上の保型

形式へのトレース作用素を表わし以下で定められる.

(TrM
N f )(z) = ∑

γ∈Γ0(M)\Γ0(N)

f |[γ ]k ( f ∈ Mk(Γ0(M)) .

また 4|Nとすれば半整数ウェイトの保型形式に対しても同様に,

(TrM
N g)(z) = ∑

γ∈Γ0(M)\Γ0(N)

g|[γ ] k
2

(
g ∈ M k

2
(Γ̃0(M)

)
.

で定められる.
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定義 5.7. 上の定義の下でFD(z)と GD(z)を以下のように定義する.

FD(z) = TrD
1 (Gk,D(z)2),

GD(z) =
3
2

(
1−
(

D
2

)
2−k
)−1

pr+Tr4D
4 (Gk,4D(z)θ(|D|z)).

まずこれらの関数が保型形式になっていることを確認する.

命題 5.8. Gk,D, Gk,4D, FD, GDについて

1. FD ∈ M2k(Γ).

2. GD ∈ M+
k+ 1

2
(Γ̃0(4)).

3. Gk,D ∈ Mk
(
Γ0(D),

(D)) .

4. Gk,4D ∈ Mk
(
Γ0(4D),

(D)) .

が成り立つ.

証明. Gk,D ∈Mk
(
Γ0(D),

(D))を示せば十分である. 実際命題2.10によりGk,4D ∈Mk
(
Γ0(4D),

(D))
が分かり,トレース作用素の定義から後の二つも分かる. まず定義 2.12で定めたレベ
ル |D|のアイゼンシュタイン級数を思い出しておく.

G(a1,a2)
k (z) = ∑

(m1,m2)≡(a1,a2) mod |D|

1
(m1z+m2)k .

このレベル |D|のアイゼンシュタイン級数の指標付きの有限和がMk(Γ0(D),χ)に属し
ていることを示し,次にGk,Dがその和の定数倍になっていることを示す.

補題 5.9. χをDを法とするディリクレ指標とするとき以下が成り立つ.

∑
d∈(Z/DZ)

χ(d)G(0,d)
k ∈ Mk(Γ0(D),χ).

証明. 任意の γ =

(
aγ bγ
cγ dγ

)
∈ Γ0(D)を一つ取る. G(0,d) mod |D|

k |[γ ]k = G(0,d)γ mod |D|
k より

以下のように式変形出来る.(
∑

d∈(Z/DZ)
χ(d)G(0,d)

k

)
|[γ] = ∑

d∈(Z/DZ)
χ(d)G(0,ddγ )

k

= χ(dγ) ∑
d∈(Z/DZ)

χ(ddγ)G
(0,ddγ )
k

= χ(dγ) ∑
d∈(Z/DZ)

χ(d)G(0,d)
k .
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したがって∑d∈(Z/DZ) χ(d)G(0,d)
k が [γ ]kで χ(dγ)倍しか変化しないことは示せた. ここ

でG(0,d) mod D
k |[γ ]k = G(0,d)γ mod D

k より, [γ ]kはG(0,d)
k mod D同士を置換している. また

各G(0,d)
k は無限遠点で有限の値を取る. 実際,

lim
z→i∞

G(0,d)
k (z) = ∑

n≡d2 mod |D|
n−k

であるが k > 2なので右辺は収束している. したがってカスプでの正則性も分かる. 以
上から求める結果を得る.

この和がGk,Dの定数倍であることを示す.

ζ d(k) = ∑
n≥1,

n≡d mod |D|

n−k,

ck =
(−2πi)k

|D|k(k−1)!
,

ξ = e
2πi
|D|

と定めるとG(0,d)
k のフーリエ展開は以下のように表わせたことを思い出す.

G(0,d)
k (z) = ζ d(k)+(−1)kζ−d(k)+ ck

∞

∑
n=1

(
∑
j|n

jk−1(ξ jd +(−1)kξ− jd)

)
qn.

これを用いて和 ∑
d∈(Z/DZ)

χ(d)G(0,d)
k のフーリエ展開を求めてGk,Dのフーリエ展開と比

較する. ウェイト kが偶数の場合を示した後,奇数の場合を示す. まず定数項を求める.

∑
d∈(Z/DZ)

(
D
d

)
(ζ d(k)+(−1)kζ−d(k))

=
∞

∑
n=1

(
D
n

)
n−k +(−1)k

∞

∑
n=1

(
D
−n

)
n−k

=

(
1+(−1)k

(
D
−1

))
LD(k)

=

(
1+(−1)k

(
D
−1

))(
π
|D|

)k− 1
2 Γ(1

2 −
1
2k)

Γ(1
2k)

LD(1− k)

=

(
1+(−1)k

(
D
−1

))(
π
|D|

)k− 1
2 (−2)

k
2
√

π
(k−1)!!(1

2k−1)!
LD(1− k).

ただし二行目と三行目の間で命題 3.14の kが偶数の場合の LD(k)と LD(1− k)の関数
等式

LD(k) =
(

π
|D|

)k− 1
2 Γ(1

2 −
1
2k)

Γ(1
2k)

LD(1− k)
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を用いた. また最後の式変形はガンマ関数の半整数での値

Γ
(

1
2
− k

2

)
=

(−2)
k
2

(k−1)!!
√

π

を代入した. Gk,Dの定数項は 1
2LD(1−k)であったので,和 ∑

d∈(Z/DZ)
χ(d)G(0,d)

k の一次以

上の項の係数が, Gk,Dの一次以上の項の係数∑
d|n

(
D
d

)
dk−1に,

(
1+(−1)k

(
D
−1

))(
π
|D|

)k− 1
2 (−1)

k
2 2

k
2+1√π

(k−1)!!(1
2k−1)!

=

(
1+(−1)k

(
D
−1

))
(2πi)k

|D|k− 1
2 (k−1)!

をかけたものと等しければ良い. ここで (−1)kD > 0より 1+(−1)k ( D
−1

)
> 0に注意

する.
一次以上の項の和を計算する. 和の順序を入れ替えて次の式変形を得る.

|D|−1

∑
d=0

(
D
d

)
ck

∞

∑
n=1

(
∑
j|n

jk−1(ξ jd +(−1)kξ− jd)

)
qn

= ck

∞

∑
n=1

(
∑
j|n

jk−1
D−1

∑
d=0

(
D
d

)
(ξ jd +(−1)kξ− jd)

)
qn.

ここで固定された各 jについて一番内側の和の部分を考える. 命題 2.18のクロネッ

カー記号についてのガウス和の性質
|D|−1

∑
d=0

(
D
d

)
ξ jd =

(
D
j

)√
Dから以下の式変形を得

ることが出来る. 　

jk−1
|D|−1

∑
d=0

(
D
d

)(
ξ jd +(−1)kξ− jd)

)
=

(
1+(−1)k

(
D
−1

))
jk−1

|D|−1

∑
d=0

(
D
d

)
ξ jd

=

(
1+(−1)k

(
D
−1

))
jk−1

(
D
j

)√
D.

したがって各 qnの係数は以下のように表わせる.

ck

(
1+(−1)k

(
D
−1

))√
D∑

d|n

(
D
d

)
dk−1.

(−1)kD > 0に注意すると,上式に ck = (−2πi)k/
(
|D|k(k−1)!

)
を代入して,

(−2πi)k

|D|k(k−1)!

(
1+(−1)k

(
D
−1

))√
D∑

d|n

(
D
d

)
dk−1

=

(
1+(−1)k

(
D
−1

))
(2πi)k

|D|k− 1
2 (k−1)!

∑
d|n

(
D
d

)
dk−1
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を得る. これで偶数の場合は証明が完了した. 奇数の場合は命題 3.14の奇数の場合の
関数等式

LD(k) =
(

π
|D|

)k− 1
2 Γ(1− 1

2k)

Γ(1
2 +

1
2k)

LD(1− k)

を用いて∑d∈(Z/DZ) χ(d)G(0,d)
k の定数項を,(

1+(−1)k
(

D
−1

))
LD(k)

=

(
1+(−1)k

(
D
−1

))(
π
|D|

)k− 1
2 Γ(1− 1

2k)

Γ(1
2 +

1
2k)

LD(1− k)

=

(
1+(−1)k

(
D
−1

))(
π
|D|

)k− 1
2 (−2)

1
2 (k−1)√π

(1
2(k−1))!(k−2)!!

LD(1− k)

=

(
1+(−1)k

(
D
−1

))
(−i)(2πi)k

|D|k− 1
2 (k−1)!

× 1
2

LD(1− k)

と計算できる. 一次以上の項の係数も偶数と同様に計算でき, (−1)kD > 0に注意す
ると,

ck

(
1+(−1)k

(
D
−1

))√
D∑

d|n

(
D
d

)
dk−1

=

(
1+(−1)k

(
D
−1

))
(−i)(2πi)k

|D|k− 1
2 (k−1)!

∑
d|n

(
D
d

)
dk−1

を得る. したがって奇数の場合も示せたので証明が完了した.

次にこのFD,GDのピーターソン内積についての命題を述べる.

命題 5.10. f = ∑∞
n=1 a(n)qn ∈ S2k を正規化された同時固有形式とすると, 以下が成り

立つ.

⟨ f ,FD⟩=
1
2
(2k−2)!
(4π)2k−1

LD(1− k)
LD(k)

L( f ,2k−1)L( f ,D,k).

命題 5.11. g = ∑c(n)qn ∈ S+
k+ 1

2
を前命題の f (z)の志村対応で,同時固有形式であるよ

うなものとする. このとき以下が成り立つ.

⟨g,GD⟩=
1
4

Γ(k− 1
2)

(4π)k− 1
2

LD(1− k)
LD(k)

|D|k−
1
2 L( f ,2k−1)c(|D|).

これらの命題はKohnenの論文 [3]の pp.261−265で示されている. ここではFDに
関する式について示すことにする. 準備として次の命題を用意する.

23



命題 5.12. k1, k2は正の整数で k2 ≥ k1 +2 > 2を満たすとする. f1(z) = ∑∞
n=1 a(n)qn ∈

Sk1+k2(Γ0(D)), f2(z) = ∑∞
n=0 b(n)qn ∈ Mk1(Γ0(D),

(D))とする. このとき,∫
F0(D)

f1 f2Gk2,Dyk1+k2
dxdy

y2 =
Γ(k1 + k2 −1)
(4π)k1+k2−1

∞

∑
n=1

a(n)b(n)
nk1+k2−1

が成り立つ.

この命題証明の詳細は Zagier[8]の pp.144−146を参照.

証明. 命題 5.10の証明を行う. Γ0(D)の基本領域を F0(D)とすると,命題 4.14より

⟨ f ,FD⟩ = ∑
γ∈Γ0(D)\Γ

⟨ f ,Gk,D|[γ ]⟩

= ∑
γ∈Γ0(D)\Γ

⟨ f |[γ−1],Gk,D⟩

= [Γ : Γ0(D)]⟨ f ,Gk,D⟩

=
∫

F0(D)
f (z)Gk,D(z)2y2k dxdy

y2

が成り立つ. Gk,Dのフーリエ係数を

σk−1,D = ∑
d|n

(
D
d

)
dk−1

と表し,命題 5.12を k1 = k2 = k, f1(z) = f (z), f2(z) = Gk,D(z)として適用すれば∫
F0(D)

f (z)Gk,D(z)2y2k dxdy
y2 =

Γ(2k−1)
(4π)2k−1

∞

∑
n=0

a(n)σk−1,D(n)
n2k−1

が得られる. さらに命題 3.17より,

∞

∑
n=1

a(n)σk−1,D(n)n−s =
L( f ⊗Gk,D,s)
ζ (2s−2k+2)

と表せる. ここで L(Gk,D,s) = ζ (s)LD(s− k+1)であることに注意する. 実際 σk−1,Dの
乗法性を用いると

L(Gk,D,s) =
∞

∑
n=1

σk−1,D(n)n−s = ∏
p

(
∞

∑
l=1

σk−1,D(pl)p−ls

)

が成り立つ. また,

σk−1,D(pl) =
1− p(l+1)(k−1)

1− pk−1
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であるので
∞

∑
l=1

σk−1,D(pl)p−ls =
1

(1− p−s)(1− p−(s−k+1))

が成り立つ. したがって,

L(Gk,D,s) = ζ (s)LD(s− k+1)

が確かめられた. よって L( f ⊗Gk,D,s)の定義に従って

L( f ⊗Gk,D,s) = L( f ,s)L( f ,D,s− k+1)

がわかる. 以上の結果に s = 2k−1を代入して定数項を整理すれば求める式を得る.

さらに定義 5.1で導入したS +
D を用いてFD,GDの関係を記述することが出来る.

命題 5.13. S +
D を以前定義したものとすると以下が成り立つ.

S +
D (GD) = FD.

この命題の証明はやや長くなるので次の章で行うこととして,ここではひとまず認
めることにする. 次の補題は Sk+ 1

2
(Γ̃0(4)), Mk+ 1

2
(Γ̃0(4))についての重要な命題である.

この補題についても詳細は論文 [3]の pp.257−261を参照.

補題 5.14. S+
k+ 1

2
(Γ̃0(4))は,正規化された同時固有形式からなるピーターソン内積に関

する直交基底 {gν}を持つ. gν の n番目のフーリエ係数を cν(n)と表すと, S2k(Γ)は
S +

D (gν) = cν(|D|) fν によって対応付けられる同時固有形式からなる直交基底 { fν}を
持つ.
またM+

k+ 1
2
(Γ̃0(4))は上の {gν}とアイゼンシュタイン級数 Gk+ 1

2
から成る直交基底

を持ち, S +
D (Gk+ 1

2
) = LD(1− k)G2kである.

準備が整ったので主定理の証明に移る. 証明の方針を先に述べておく. FD, GDを
直交基底を用いて表す. その式と直交基底の一つとのピーターソン内積を取ることに
よって ⟨ fν , fν⟩と ⟨gν ,gν⟩との間の比例関係が分かる. 最後に命題 5.10と命題 5.11の
結果を代入することで求める式を得ることが出来る.

証明. { fν} ,{gν}は補題 5.14と同じ意味で用いることとする. ピーターソン内積の結
果を代入していくことで証明を進めていく. GD(z) ∈ M+

k+ 1
2
なので補題 5.14より

GD(z) = λGk+ 1
2
(z)+∑

ν
λνgν(z)

と表わすことが出来る. ここで {gν}は直交基底であったので両辺に gν とのピーター
ソン内積を取ると以下の結果を得る.

λν =
⟨gν ,G ⟩
⟨gν ,gν⟩

.
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上の命題 5.13よりS +
D (GD) =FDが成り立つ. 補題 5.14の等式S +

D (gν) = cν(|D|) fν
を思い出しておく. すると以下が成り立つ.

FD(z) = λLD(1− k)G2k(z)+∑
ν

λνcν(|D|) fν(z).

この式の両辺と fν とのピーターソン内積を取ると, { fν}が直交基底であったことか
ら以下を得る.

⟨ f ,FD⟩ = cν(|D|)⟨ fν , fν⟩λν

= cν(|D|)⟨ fν , fν⟩
⟨gν ,GD⟩
⟨gν ,gν⟩

.

この式に ⟨ fν ,FD⟩,⟨gν ,GD⟩の結果を代入したものが次式である.

1
2
(2k−2)!
(4π)2k−1

LD(1− k)
LD(k)

L( f ,2k−1)L( f ,D,k)

=
1
4

Γ(k− 1
2)

(4π)k− 1
2

LD(1− k)
LD(k)

|D|−k+ 1
2 L( f ,2k−1)cν(|D|)2 ⟨ fν , fν⟩

⟨gν ,gν⟩
.

両辺に共通の項などを取り除いて整理した後,ガンマ関数の半整数での値を代入す
ると以下を得る.

cν(|D|)2

⟨gν ,gν⟩
=

(2k−2)!

(4π)k− 1
2

2
Γ(k− 1

2)
|D|k−

1
2

L( f ,D,k)
⟨ fν , fν⟩

=
(2k−2)!

(4π)k− 1
2

2k

(2k−3)!!
√

π
|D|k−

1
2

L( f ,D,k)
⟨ fν , fν⟩

=
(k−1)!

πk |D|k−
1
2

L( f ,D,k)
⟨ fν , fν⟩

.

これは望んだ式であったので証明が完了した.

6 命題5.13の証明
D = 1の場合の証明が分かりやすく,一般の場合の類似となっているのでまずこれ
を示す. 証明の方針を述べる. 定義からS +

1 (G1)のフーリエ展開を具体的に計算して
いく. 最後に約数関数 σk−1(n)に関する等式を示して求める結果を得る.

証明. [3, Kohnen,pp254-257,262]より

pr+(Gk,4(z)θ(z)) =
2
3

(
1−
(

D
2

)
2−k
)

Gk(4z)θ(z)
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が成り立つ. したがって G1(z)のフーリエ展開は以下のように表わすことが出来る.

G1(z) = Gk(4z)θ(z)

=

(
∞

∑
n=0

σk−1(n)qn

)(
∞

∑
r=−∞

qr2

)

=
∞

∑
n=0

c(n)qn.

ただし上の式で σk−1(0) = 1
2ζ (1− k)とし,

c(n) = ∑
r∈Z,r2≤n,

r2≡n mod 4

σk−1

(
n− r2

4

)

と定めた. この結果からS +
1 (G1)を計算して次式を得る.

S +
1 G1(z) = σk−1(0)2 +

∞

∑
n=1

(
∑
d|n

dk−1c
(

n2

d2

))
qn

= σk−1(0)2 +
∞

∑
n=1

∑
d|n

dk−1 ∑
|r|≤

√ n
d ,

r≡ n
d mod 2

σk−1

(
n2 − r2d2

4d2

)qn.

ここで n1 =
n−rd

2 ,n2 =
n+rd

2 と置くと上の式において qnの係数は

∑
n1,n2≥0,
n1+n2=n

∑
d|(n1,n2)

dk−1σ
(n1n2

d2

)

と表わせる. ここで次の補題を用意する.

補題 6.1. σk−1について以下が成り立つ.

∑
d|(n1,n2)

dk−1σk−1

(n1n2

d2

)
= σk−1(n1)σk−1(n2).

この補題が成り立つと仮定する. このとき補題を用いて以下を得る.

S +
1 G1(z) =

∞

∑
n=0

( ∑
n1,n2>0,
n1+n2=n

σk−1(n1)σk−1(n2))qn

= Gk(z)2

= F1(z).

したがって後は補題を示せばD = 1の場合の証明を完了する.
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証明. 補題を証明する. a1, a2, (a1,a2)の素因数分解を

a1 = pα1
1 · · · pαl

l ,

a2 = pβ1
1 · · · pβl

l ,

(a1,a2) = pγ1
1 · · · pγl

l

と表わすことにする. ここで任意の iに対してαi ≥ 0,βi ≥ 0,γi ≥ 0であり, γi =min{αi,βi}
である. σk−1は乗法性を持つ,すなわち互いに素なm,nに対してσk−1(nm)=σk−1(n)σk−1(m)

が成り立つ. このことから以下の式変形を得る.

∑
d|(a1,a2)

dk−1σk−1

(a1a2

d2

)
=

l

∏
i=1

γi

∑
j=0

p j(k−1)
i σk−1(pαi+βi−2 j).

したがって各 piについて
γi

∑
j=0

p j(k−1)
i σk−1(pαi+βi−2 j) = σk−1(pαi

i )σk−1(pβi
i )が成り立つ

ことを示せれば良い.

γi

∑
j=0

p j(k−1)
i σk−1(pαi+βi−2 j)

=
1

1− pk−1

γi

∑
j=0

(p j(k−1)
i − pαi+βi+1− j(k−1))

=
1

(1− p)2(k−1)
(1− p(γi+1)(k−1)− p(αi+βi−γi+1)(k−1)+ p(αi+βi+2)(k−1))

=
(1− p(αi+1)(k−1))

(1− p)k−1
(1− pβi+1(k−1))

(1− p)k−1

= σk−1(pαi
i )σk−1(pβi

i ).

以上から補題が示せた.

次に一般のDの場合についての証明を行う. これ以降D1D2 = Dであるとする. 準
備として指標付きのアイゼンシュタイン級数Gk,D1,D2(z)を導入する.

定義 6.2. D1,D2を互いに素な二次体の基本判別式で, (−1)kD1D2 > 0を満たすものと
する. このときアイゼンシュタイン級数Gk,D1,D2 を以下のように定義する.

Gk,D1,D2 = γ−1
k,D1

1
2

′

∑
m,n

(
D1

n

)(
D2

m

)
(mD1z+n)−k

ただし γk,D1 =

(
D1

−1

) 1
2

|D1|−k+ 1
2
(−2πi)k

(k−1)!
であり, 和は (0,0)を除く全ての整数の組を

渡る.
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次にGk,D1,D2(z)が保型形式になっていることを示し,そのフーリエ展開を具体的に
求める.

命題 6.3. Gk,D1,D2(z) ∈ Mk
(
Γ0(D),

(D))であり,以下のようにフーリエ展開出来る.

Gk,D1,D2 =
∞

∑
n=0

σk−1,D1,D2(n)q
n.

ただし

σk−1,D1,D2(n) = ∑
d1,d2>0,
d1d2=n

(
D1

d1

)(
D2

d2

)
dk−1

1 .

また定数項はD2 = 1でない限り 0に等しく, D2 = 1の場合−LD1(1− k)LD2(0)に等し
いとする.

証明. 証明の基本方針はGk,D(z)のときと同じである. すなわちGk,D1,D2をレベルDの
アイゼンシュタイン級数の指標付きの有限和で表わしフーリエ展開を計算する. 考え
やすいようにひとまず係数 1

2γ−1
k,D1
を無視して考えることにする. mod Dで和を取るこ

とによって以下の式変形を得る.

′

∑
m,n

(
D1

n

)(
D2

m

)
(mD1z+n)−k =

|D|−1

∑
d2=0

|D|−1

∑
d1=0

(
D2

d2

)(
D1

d1

) ′′

∑(mD1z+n)−k

=
|D|−1

∑
d2=0

|D|−1

∑
d1=0

(
D2

d2

)(
D1

d1

)
G(d2,d1)

k (D1z).

ただし和∑′′はm ≡ d2, n ≡ d1 mod Dを (0,0)を除いて渡るものとする.
まず,

|D|−1

∑
d2=0

|D|−1

∑
d1=0

(
D2

d2

)(
D1

d1

)
G(d2,d1)

k (D1z) ∈ Mk(Γ0(D),

(
D
)
)

を示す. 任意の γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(D)に対して c = Dc′と表わせることに注意すると

G(d2,d1)
k の定義から以下が成り立つ. ここで和

′

∑
n,m
は (0,0)を除く全ての整数の組を渡

るものとする.

G(d2,d1)
k (D1z)|[γ] = (cz+d)−k

′

∑
n,m

(
mD1

az+b
cz+d

+n
)−k

=
′

∑
n,m

{
D1(ma+nD2c′)z+(nd1b+nd)

}−k

= G(d2a+d1D2c′,d2D1b+d1d)
K .
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ここで aはDと互いに素なので dが 0から |D|−1をわたるとき mod |D|で d2aも 0か

ら |D|−1をわたることになる. また
(

D2
)
は |D2|を法とするディリクレ指標なので

|D2|の倍数を分母部分に足しても変わらない. したがって
(

D2

d2a

)
=

(
D2

d2a+d1D2c

)
が成り立つ. 同様のことが

(
D1
)
についても言えるので以下を得る.

(
|D|−1

∑
d2=0

|D|−1

∑
d1=0

(
D2

d2

)(
D1

d1

)
G(d2,d1)

k (D1z)

)
|[γ ]

=

(
D2

a

)(
D1

d

) |D|−1

∑
d2=0

|D|−1

∑
d1=0

(
D2

d2a+d1D2c

)(
D1

d1d +d2D1b

)
G(d2a+d1D2c′,d2D1b+d1d)

k (D1z)

=

(
D2

a

)(
D1

d

) |D|−1

∑
d2=0

|D|−1

∑
d1=0

(
D2

d2

)(
D1

d1

)
G(d2,d1)

k (D1z).

したがって
(

D2

a

)(
D1

d

)
=

(
D
d

)
と表せることを示せば良い. γ ∈ Γ0(D)より ad ≡

1 mod Dなので(
D2

a

)(
D1

d

)
=

(
D2

a

)(
D2

d

)2(D1

d

)
=

(
D2

ad

)(
D1D2

d

)
=

(
D
d

)
が成り立つ. 以上から

|D|−1

∑
d2=0

|D|−1

∑
d1=0

(
D2

d2

)(
D1

d1

)
G(d2,d1)

k (D1z) ∈ Mk

(
Γ0(D),

(
D
))

を示せた.
次にこの和のフーリエ展開を考えていく. 命題 2.13よりレベルDのアイゼンシュタ
イン級数のフーリエ展開の式は以下のように表せるのであったことを思い出す.

|D|−1

∑
d2=0

|D|−1

∑
d1=0

(
D1

d1

)(
D2

d2

)
G(d2,d1)

k (D1z) =
∞

∑
n=0

(
|D|−1

∑
d2=0

|D|−1

∑
d1=0

(
D1

d1

)(
D2

d2

)
bn

)
qn

D2
.

ただしここで

bn = ck

 ∑
j|n,

n≡ jd2 mod |D|

jk−1ξ jd1 +(−1)k ∑
j|n,

n≡− jd2 mod |D|

jk−1ξ− jd1

 ,

ck =
(−2πi)k

|D|k(k−1)!
,

ξ = e
2πi
|D|
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としている.
qn

D2
の係数について nが |D2|で割り切れるときとそうでない場合について分けて考

えていく. nがD2で割り切られないとき明らかに bnの中の jもD2で割り切られない.

このとき ξ ′ = ξ |D1| = e
2πi
|D2| と置くと固定した jに対して,

|D|−1

∑
d1=0

(
D1

d1

)
ξ jd1 =

|D1|−1

∑
d1=0

(
D1

d1

)
ξ jd1

|D2|−1

∑
l=0

ξ jl|D1|

=
|D1|−1

∑
d1=0

(
D1

d1

)
ξ jd1

|D2|−1

∑
l=0

ξ ′ jl

が成り立つ. しかし内側の和は j ≡ 0 mod |D2|でない限り 0に等しい. したがって nが
|D2|で割り切られないとき qn

|D2|の係数は 0である.

次に nが D2で割り切れるときを考える. このとき n = |D2|n′と書けば各 qn
D2

= qn′

の係数は

ck

 ∑
j||D2|n′,

|D2|n≡ jd2 mod |D|

jk−1
|D|−1

∑
d1=0

ξ jd1 +(−1)k ∑
j||D2|n′,

|D2|n≡− jd2 mod D

jk−1
|D|−1

∑
d1=0

ξ− jd1


と表せる. ここで jが |D2|で割り切られないとき, jd2 ≡ |D2| mod Dより

(
D2
d2

)
= 0と

なる. したがって jが |D2|で割り切れるときのみ考えればよいので, j = |D2| j′と表す
ことにする. ξ ′′ = e

2πi
|D1| と置くと, |D2| |/nのときの考察と同様にして以下の式が導か

れる.

|D|−1

∑
d1=0

(
D1

d1

)
ξ jd1 =

|D1|−1

∑
d1=0

(
D1

d1

)
ξ |D2| j′

|D2|−1

∑
i=0

ξ ′|D2| j′l

=
|D2|−1

∑
d2=0

(
D1

d1

)
ξ ′′ j′d1 |D2|

=

(
D1

j′

)√
D1|D2|.

ここで最後の式変形に命題 2.18のクロネッカー記号のガウス和の性質 g j

((
D
))

=

|D|−1

∑
d=0

(
D
d

)
ξ jd =

(
D
j

)√
Dを用いた.
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以上から qn′係数を次のように表すことが出来る.

ck ∑
j′|n′

n′≡ j′d2 mod |D1|

|D2|k−1 j′k−1
(

D1

j′

)√
D1|D2|+

ck(−1)k ∑
j′|n′

n′≡− j′d2 mod |D1|

|D2|k−1 j′k−1
(

D1

− j′

)√
D1|D2|

= ck

(
1+(−1)k

(
D
−1

))
|D2|k

√
D1

|D|−1

∑
d2=0

(
D2

d2

)
∑

j′|n′, j′d2≡n′ mod |D1|
j′k−1

(
D1

j′

)
= ck

(
1+(−1)k

(
D
−1

))
|D2|k

√
D1 ∑

d1,d2>0,d1d2=n′

(
D1

d1

)(
D2

d2

)
dk−1

1 .

したがって後は

ck

(
1+(−1)k

(
D
−1

))
|D2|k

√
D1 = 2γk,D1

を示せば良い. 仮定より (−1)kD > 0なので 1+(−1)k ( D
−1

)
= 2が成り立つ. ckの定義

式を代入すると以下を得る.

ck

(
1+(−1)k

(
D
−1

))
|D2|k

√
D1 = 2

(−2πi)k

|D|k(k−1)!
|D2|k

(
D1

−1

) 1
2

|D1|
1
2

= 2
(−2πi)k)

|D1|k−
1
2

(
D1

−1

)
= 2γk,D1.

以上から命題が示せたことになる.

命題 5.13証明のためにいくつか記号を導入する.

定義 6.4. m ∈ Nと f (z) = ∑∞
n=0 a(n)qnに対してUm f を次のように定める

Um f =
1
m ∑

r mod m
f
(

z+ r
m

)
=

∞

∑
n=0

a(mn)qn.

定義 6.5. 二次体の基本判別式Dに対して u,v,wを次のように定める. なお (n,m)は n
とmの最大公約数を表わす.

u(D) = (D,8),

v(D) =
(D,8)
(D,2)

,

w(D) =
(D,8)2

(D,4)2 .
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この記号の下で補題を一つ用意する. この補題はFD,GDのフーリエ展開を表わし
たものである.

補題 6.6. Dを二次体の基本判別式で (−1)kD > 0を満たすものとする. このとき以下
が成り立つ.

FD(z) = ∑
D=D1D2

(
D2

−1

)
Uv(D1)|D2|(Gk,D1,D2(z)

2),

Uu(|D|)GD(z) = ∑
D=D1D2

(
D2

−|D1|

)
Uu(D)w(D1)|D2|(Gk,D1,D2(4z))θ(|D1|z)).

まずこの補題が成り立つと仮定して命題 5.13を証明していく. 証明の基本的な方針
は D = 1のときと同じである. つまり GD(z)のフーリエ展開を σk−1,D1,D2 の等式を用
いて計算していくのである.

証明. ここではDが奇数のときの証明のみを与えることとする. 補題の二つ目の式の
右辺に注目して GDのフーリエ展開を計算する. そのためにまず Gk,D1,D2(4z)θ(|D1|z)
のフーリエ係数を計算する.

Gk,D1,D2(4z)θ(|D1|z) = (
∞

∑
n=0

σk−1,D1,D2(n)q
4n)(1+2

∞

∑
n=1

q|D1|n2
)

=
∞

∑
n=0

 ∑
r∈Z,r2≤n,

|D1|r2≡n mod 4

σk−1,D1,D2

(
n−|D1|r2

4

)qn.

この式と補題から GD(z)のフーリエ係数が分かる.

GD(z) =
∞

∑
n=0

 ∑
D=D1D2

(
D2

−|D1|

)
∑

r∈Z,
n≡r2 mod 4

σk−1,D1,D2

(
|D2|n−|D1|r2

4

) .

ただし負の整数 nに対して σk−1,D1,D2(n) = 0と定めた.
m = n2|D|に対して

m|D2|− |D1|r2

4
= |D1|

n|D1|− r
2

n|D2|+ r
2
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と表わせるので,このとき a1 =
n|D1|− r

2
, a2 =

n|D2|+r
2 と置けば以下が成り立つ.

∑
r∈Z,r2≥n,

|D1|r2≡n mod 4

σk−1,D1,D2

(
n−|D1|r2

4

)

= ∑
a1,a2≥0,

a1+a2=n|D2|

σk−1,D1,D2(|D1|a1a2)

=

(
D2

|D1|

)
∑

a1,a2≥0,
a1+a2=n|D2|

σk−1,D1,D2(a1a2).

ここで次の命題を用いた.

命題 6.7. σk−1,D1,D2 について,

σk−1,D1,D2(|D1|a1a2) =

(
D2

|D1|

)
σk−1,D1,D2(|D1|a1a2)

が成り立つ.

証明. 定義より

σk−1,D1,D2(|D1|a1a2) = ∑
d1,d2>0,

d1d2=|D1|a1a2

(
D1

d1

)(
D2

d2

)
dk−1

1

である. |D1|が d2を割り切る場合 d2 = |D1|d′
2と表わせるので以下が成り立つ.(

D1

d1

)(
D2

d2

)
=

(
D2

|D1|

)(
D1

d1

)(
D2

d′
2

)
.

また |D1|が d2を割り切らないとき (|D1|,d1) = m > 1なので d1 = md′
1と表わせば以下

を得る. (
D1

d1

)(
D2

d2

)
=

(
D1

m

)(
D1

d′
1

)(
D2

d2

)
= 0.

以上から σk−1,D1,D2(|D1|a1a2) =
(

D2
|D1|

)
σk−1,D1,D2(a1a2)が成り立つことを示せた.

命題 5.13の証明に戻る. 今までの議論から G =
∞

∑
n=0

c(n)qnと表わしたときS +
D (G )
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のフーリエ係数を次のように計算していくことが出来る.

S +
D (GD) = ∑

d|n

(
D
d

)
dk−1c

(
n2

d2 |D|
)

= ∑
D=D1D2

(
D2

−|D1|

)(
D2

|D1|

)
∑
d|n

(
D
d

)
dk−1 ∑

a1,a2≥0,
a1+a2=

n
d |D2|

σk−1,D1,D2(a1a2)

= ∑
D=D1D2

(
D2

−1

)
∑
d|n

(
D
d

)
dk−1 ∑

a1,a2≥0,
a1+a2=n|D2|

σk−1,D1,D2

(a1a2

d2

)

= ∑
D=D1D2

(
D2

−1

)
∑

a1,a2≥0,
a1+a2=n|D2|

∑
d|(a1,a2)

(
D
d

)
dk−1σk−1,D1,D2

(a1a2

d2

)

= ∑
D=D1D2

(
D2

−1

)
∑

a1,a2≥0,
a1+a2=n|D2|

σk−1,D1,D2(a1)σk−1,D1,D2(a2).

ここで最後の式変形はD = 1の場合,つまり σk−1のときとほとんど同様に示せる. さ
て, 一方補題 6.6の最初の式よりFDのフーリエ展開は以下のように表わすことが出
来る.

FD(z) = ∑
D=D1D2

(
D2

−1

)
U|D2|(Gk,D1,D2(z)

2)

= ∑
D=D1D2

(
D2

−1

)
U|D2|(

∞

∑
n=0

σk−1,D1,D2(|D2|n)qn)

=
∞

∑
n=0

( ∑
D=D1D2

(
D2

−1

)
∑

a!,a2≥0,
a1+a2=n|D2|

σk−1,D1,D2(a1)σk−1,D1,D2(a2)).

したがって以上の結果からS +
D (GD) = FDを得る.

最後に補題 6.6を示す.

証明. Dが奇数の場合の一つ目の式のみを取り扱うことにする. トレースを直接計算
することで証明を行う. Γ0(D)\SL2(Z)の代表元として(

1 0
|D1| 1

)(
1 µ
0 1

)
=

(
1 µ

|D1| |D1|µ +1

)

という形のものが取れる. ただしここでD = D1D2であり µは mod D2を渡る. 実際任

意の γ =

(
a b
c d

)
∈ Γに対して (c,D) = |D1|, c(|D1|µ +1)≡ d|D1| mod D2となるよう
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にD1, µを定め, γ0 =

(
1 µ

|D1| |D1|µ +1

)
とすると,

γγ−1
0 =

(
a b
c d

)(
|D1|µ +1 −µ
−|D1| 1

)

=

(
a(|D1|µ +1)−b|D1| −µa+b
c(|D1|µ +1)−d|D1| −µc+d

)
∈ Γ0(D)

である.
次にTrD

1 (Gk,D(z)2)を求めるために (|D1|z+1)−kGk,D

(
z

|D1|z+1

)
を計算していく. |D1|∗

を |D1|×|D1|∗ ≡ 1 mod |D2|となるようなものとして定め, |D1| · |D1|∗ = β |D2|+1と表
す. このときGk,D(z) = Gk,D,1(z)の定義から以下のように式変形することが出来る.

(|D1|z+1)−kGk,D

(
z

|D1|z+1

)
= (|D1|z+1)−kγ−1

k,D
1
2

′

∑
m,n

(
D
n

)
(mD

z
|D1|z+1

+n)

=
1
2

γ−1
k,D1

(
D2

−1

)− 1
2

|D2|k−
1
2

′

∑
m,n

(
D
n

)
(D1z(mD2 +n

|D1|
D1

)+n)

=
1
2

γ−1
k,D1

(
D2

−1

)− 1
2

|D2|−
1
2

′

∑
m,n

(
D
n

)
(D1

z+ |D1|∗

|D2|
(m|D2|+n

|D1|
D1

)

−m
D2

|D2|
D1|D1|∗+

n
|D2|

(1−|D1| · |D1|∗))

=
1
2

γ−1
k,D1

(
D2

−1

)− 1
2

|D2|−
1
2

′

∑
m,n

(
D
n

)
(D1

z+ |D1|∗

|D2|
(m|D2|+n

|D1|
D1

)

− D2

|D2|
(mD1|D1|∗+nβ )).

ここで,
(D

n

)
について,(

D
n

)
=

(
D1

n

)(
D2

n

)

=

(
D1

− D2
|D2|nβ

) D2
|D1|
D1

n

( D1

− D2
|D2|β

) D2
|D1|
D1


=

(
D1

− D2
|D2|mD1|D1|∗− D2

|D2|nβ

) D2

mD2 +n |D1|
D1

( D2

|D1|

)
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が成り立つ. 実際 β の定め方から,(
D1

− D2
|D2|β

) D2
|D1|
D1

 =

(
D1

− D2
|D2|D2β

)(
D1

D2

) D1
|D1|
D1


=

(
D2

|D1|

)
である.
また, (n,m)が (0,0)を除く整数の組を渡るとき

(− D2

|D2|
mD1|D1|∗−

D2

|D2|
nβ ,mD2 +n

|D1|
D1

)

も (0,0)を除く整数の組を渡る. 以上のことから,

(|D1|z+1)−kGk,D

(
z

|D1|z+1

)
=

(
D2

−1

)− 1
2
(

D2

|D1|

)
|D2|−

1
2 Gk,D1,D2

(
z+ |D1|
|D2|

)
が分かる. したがって,

FD(z) = TrD
1 (Gk,D(z))

= ∑
D=D1D2

∑
µ mod D2

{
(|D1|(z+µ)+1)−kGk,D

(
z+µ

|D1|(z+µ)+1

)}2

= ∑
D=D1D2

∑
µ mod D2

{(
D2

−1

)− 1
2
(

D2

|D1|

)
|D2|−

1
2 Gk,D1,D2

(
z+µ + |D1|∗

|D2|

)}2

= ∑
D=D1D2

(
D2

−1

)
U|D2|(Gk,D1,D2(z)

2)

を得るので補題 6.6の一つ目の式が示せた.
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