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筒井 容平 ∗

概要

この noteは, 2020年 3月 7 - 9日に信州大学 理学部で行われた第 35回調和解析セミナーにおける筆者による

講演をまとめたものである. 理解できていない部分がいくつかあり, 省略している部分がある.

1 Introduction

m ∈ Nとし H,{Hj}mj=1 をそれぞれ R上の有限次元 Hilbert space とする. 各 j ∈ {1,⋯,m}に対して, 線形作用素

Bj ∶H →Hj を考え, それらをまとめた組

B ∶= (H,{Hj}mj=1,{Bj}mj=1)

を m-transformation と呼ぶ. これに, p = {pj}mj=1 with 1 ≤ pj ≤∞ を加えた組 (B,p)を Brascamp-Lieb data と呼

ぶ. fj ∶Hj → [0,∞)とし,

f ∶= {fj}mj=1 ∶ input for (B,p)
def⇐⇒ 0 < ∥fj∥Lpj (Hj) <∞.

以上を持って,

BL(f) = BL(B,p, f) ∶=
∫
H

m

∏
j=1
(fj ○Bj)dx

m

∏
j=1
∥fj∥Lpj (Hj)

とし.
BL = BL(B,p) ∶= sup

f∶input for (B,p)
BL(B,p, f) ∶ Brascamp-Lieb constant

と定める. この noteでは, 論文 [3]内の BLの有限性と maximizer についての部分だけを扱う. 扱う不等式は

∫
H

m

∏
j=1

fj ○Bjdx ≤ BL
m

∏
j=1
∥fj∥Lpj (Hj) ∶ Brascamp-Lieb inequality

である.

::::::
以後で,

::::::::::::
(B,p)は常に

::::::::::::::
Brascamp-Lieb

::::
data

:::
で,

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
文脈から自明な場合は BL(B,p)などで Bと pを省略する.

次に, Brascamp-Lieb constant よりも小さいが重要なものを定義する. 0 ≤ Aj
*1 ∶ Hj 上の自己共役な線形作用素

とする. これに対して, fj(x) ∶= e−π(p
−1
j Ajx,x), (x ∈Hj) と定める. A ∶= {Aj}mj=1 とする.

∗ 信州大学 理学部 数学科 tsutsui@shinshu-u.ac.jp

*1 Aj ≥ 0
def⇐⇒ (Ajx,x) ≥ 0, (x ∈ Hj)
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Lemma 1.1.

BL(f) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

m

∏
j=1

detA
1/2
j

det
⎛
⎝

m

∑
j=1

p−1j B∗jAjBj

⎞
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

=∶ BLg(A).

さらに,
BLg ∶= sup

A∶上のようなもの
BLg(A) ∶ Geometric Brascamp-Lieb constant

とする.

次の定理は興味深く, 論文 [3]でも証明を与えていますが, 私が理解していないためこの noteでは証明を与えてい

ません.

Theorem A (Lieb [6]). BL = BLg.

Remark 1.1. Theorem A は, BLや BLg が有限であることを主張するものではない.

1.1 Non-degenerate condition

次の非退化条件は, Brascamp-Lieb inequality の成立のための必要条件であることが知られている. そのことは,

Theorem A と以下の Theorem 1.2 と Proposition 1.1 から確認できる.

Definition 1.1. M -transformation B が次の 2条件を満たすとき, Bは non-degenerate であるという:

●各 Bj ∶H →Hj は surjective (N.D.1)

●
m

⋂
j=1

kerBj = {0}. (N.D.2)

まず, 基本的なことをまとめておく.

Lemma 1.2. (1) *2

BL = sup
f∶input for (B,p)

0<fj∈S(Hj)

BL(f).

(2) B:non-degenerate ⇒ BL > 0.
(3) B:non-degenerate, fj ∈ L∞0 *3: input for (B,p)⇒ BL(f) <∞.

Proof. (1): ≥は自明.

f: input for (B,p)を取る.

Ej ∶= {x ∈Hj ; fj(x) /= 0} & Em
j ∶= {x ∈Hj ; fj(x) > 1/m}

と定めると, ∣Ej ∣ > 0 かつ ∣Em
j ∣ ≤ (m∥fj∥Lpj (Hj))

pj <∞ がわかる. E1
j ⊂ E2

j ⊂ ⋯ ⊂ Ej で ∣Em
j ∣ → ∣Ej ∣ as m →∞ よ

り, ある M ∈ N があって, m ≥M に対して, ∣Em
j ∣ ≥ ∣Ej ∣/2 > 0. 従って, φε(x) ∶= ε−nφ(x/ε) with 0 < φ ∈ S(Rn)に

対して,

fεj (x) ∶= ∫
Hj

fj(y)φε(x − y)dy ≥
fj ,φε>0

∫
Em

j

⋯dy ≥ 1

m
∫
Em

j

φε(x − y)dy > 0.

また, ∥fj∥Lpj (Hj) = limε→0
∥fεj ∥Lpj (Hj) である. *4

一方, fεj ○Bj → fj ○Bj a.e. on H である. 実際, Fj ∶= {x ∈ Hj ; f
ε
j (x) /→ fj(x) as ε↘ 0} とおくと, fεj → fj a.e.

on Hj から, ∣Fj ∣ = 0. 従って, ∣B−1j (Ej)∣ = ∫B−1j (Ej) dx = ∫Ej
∣detBj ∣dx = ∣Fj ∣∣detBj ∣ = 0. これは, fεj ○Bj → fj ○Bj

a.e. on H を意味する.

*2 [3]では, 0 < pj <∞で成立すると書いてますが, 0 < pj < 1の場合はどうやるかわかりません.
*3 L∞ かつ compact supportの意味
*4 ここで, pj ≥ 1 が必要だと思います.

2



これを用いると, Fatou’s lemma から

∫
H

m

∏
j=1

fj ○Bjdx ≤ lim inf
ε↘0

∫
H

m

∏
j=1

fεj ○Bjdx

≤ lim inf
ε↘0

⎛
⎜⎜⎜
⎝

sup
f∶input for (B,p)

0<fj∈S(Hj)

BL(f)
⎞
⎟⎟⎟
⎠

m

∏
j=1
∥fεj ∥Lpj (Hj)

=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

sup
f∶input for (B,p)

0<fj∈S(Hj)

BL(f)
⎞
⎟⎟⎟
⎠

m

∏
j=1
∥fj∥Lpj (Hj)

(2) 原点付近で fj ≥ cj > 0 であるとすると, Bj ∶H →Hj は連続なので,

∫
H

m

∏
j=1

fj ○Bjdx ≥ ∫
∥x∥≪∃ε

⋯dx ≥
m

∏
j=1

cj ∣B(0, ε)∣ > 0.

(3) ∫
H

m

∏
j=1

fj ○Bjdx <∞ を示せばよい.

fj ○Bj(x) /= 0⇒ Bjx ∈ suppfj ⇒ x ∈ B−1j (suppfj)
:::::::::::

compact

=∶Kj

であり, supp
⎛
⎝

m

∏
j=1

fj ○Bj

⎞
⎠
⊂

m

⋂
j=1

supp (fj ○Bj) でもあるから

supp (fj ○Bj) ⊂
m

⋂
j=1

Kj ⊂ B(0,∃R).

従って, ∫
H

m

∏
j=1

fj ○Bjdx ≤
m

∏
j=1
∥fj∥Lpj (Hj) ∣B(0,R)∣ <∞.

この節の残りで, この noteで具体的に何をする概説する.

1.2 Geometric Case

Section 2では, Brascamp-Lieb data (B,p)に対して,次の geometric conditionを課し, Lieb’s theorem (Theorem

A) を示す.

Definition 1.2. Brascamp-Lieb data (B,p)が 以下の 2条件を満たすとき, (B,p)は geometric であるという:

●BjB
∗
j = idHj (G1)

●
m

∑
j=1

p−1j B∗jBj = idH (G2)

Remark 1.2. 今の場合, adjoint B∗j：Hj →H は, D(B∗j ) =Hj な線形作用素として定まる.

具体的には, 次の定理を Section 2 で示す.

Theorem 1.1 (Ball [1], Barthe [2]). (B,p):geometric ⇒ BL = BLg = 1 であり, それぞれ fj(x) = e−π∥x∥
2

と

Aj = idHj で attain する.

Remark 1.3. 1. Theorem 1.1 では, extremizer の一意性については論じていない.

2. (G1)⇒ B∗j ∶Hj →H は isometry. (故に, B∗j は, injective.)

実際, ∥B∗j y∥2H = (BjB
∗
j y, y) = (y, y) = ∥y∥2Hj

(G1)
.
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3. (B,p): geometric ⇒ (B): non-degenerate. (これより, 強い主張が Proposition 1.1 にある)

実際, y ∈ Hj に対して, x ∶= B∗j y ∈ H とすると, Bjx = BjB
∗
j x =
(G1)

y となり, Bj は surjective. 一方, ∀j に

対して, Bjx = 0 とすると, B∗jBjx = 0 より, (G2) から x =
m

∑
j=1

p−1j B∗jBjx = 0.

Example 1.1. (i) Multilinear Hölder inequality.

Hj =H, Bj = idH とすると, B∗j = idHj がすぐにわかる. つまり, この場合の Brascamp-Lieb inequality は

∫
H

m

∏
j=1

fjdx ≤ BL
m

∏
j=1
∥fj∥Lpj (H)

となり, これは multilinear Hölder inequality である. Bが, non-degenerate なのは自明. これがいつ成立するか, つ

まり, BL = BL(B,p) <∞ となる p = {pj}mj=1 の条件を geometric であるかで考えると,

(B,p) ∶ geometric ⇐⇒ 1 ≤ pj <∞ & 1/p1 +⋯ + 1/pn = 1

がわかる. 実際, (G1)は自明で,

(G2) ⇐⇒
m

∑
j=1

p−1j idH = idH ⇐⇒ 1/p1 +⋯ + 1/pm = 1.

(ii) Loomis-Whitney inequality ([7] for n = 2, [5] for n ≥ 2)
H = Rn, Hj = e⊥j ∶= {x = {xj}nj=1 ∈ Rn;xj = 0}, Bj ∶= Pj ∶ Rn → e⊥j ∶ orthogonal projection とすると, この場合の

Brascamp-Lieb inequality は

∫
Rn

n

∏
j=1

fj(x1,
xj
∨⋯, xn)dx ≤ BL

m

∏
j=1
∥fj∥Lpj (Rn−1)

の形になり, これはいわゆる Loomis-Whitney inequality である. Bが, non-degenerate なのは自明. BLが有限に

なる p = {pj}nj=1 を, (B,p)がいつ geometric になるかで探すと,

(B,p) ∶ geometric ⇐⇒ pj = n − 1.

実際, x ∈ Rn, y ∈ e⊥j に対して, (x,B∗j y) = (Bjx, y) = x1y1 +
xjyj
∨⋯ + xnyn より, B∗j y = (y1,⋯,

jth
∨
0 ,⋯, yn). つまり,

B∗j = ide⊥j
. これより, BjB

∗
j = Bj ∣e⊥j = ide⊥j

. また, x ∈ Rn に対して,
n

∑
j=1

p−1j B∗jBjx = idRn(x) = (x1,⋯, xn) ⇐⇒ pj =

n − 1.

1.3 Necessary and sufficiently condition for Brascamp-Lieb inequality

Definition 1.3.

● Scale condition ∶ dimH =
m

∑
j=1

p−1j dimHj . (S)

● Dimensional condition ∶ V ⊂H ∶ subspace, dimV ≤
m

∑
j=1

p−1j dimBjV. (D)

Remark 1.4. 条件 (D) は [4] では, transversality condition と呼ばれている. (が, どういう意味かはわかりませ

ん.)

この 2つの条件が, Brascamp-Lieb inequality が成立するための必要十分条件であることが知られている.

Theorem 1.2.
BLg <∞ ⇐⇒ (S) と (D)が成立.

Remark 1.5. 1. Theorem A を用いると, (S) と (D)が, BL <∞のための必要十分条件であることがわかる.

また, [3] では exremizer についての議論もあるが, ここでは述べない.(理解していないので述べれない.)
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2. (S)は, Brascamp-Lieb inequality で fj(x) = fj(λx) を代入すると必要であることが容易に確認できる.

この節の最後に, non-degenrate, geometric, (S) & (D) の関係を述べる.

Proposition 1.1. (i) (B,p): geometric ⇒ (S) & (D) hold.
(ii) (S) & (D) hold ⇒ (B,p): non-degerate.

Proof. (i) まず, (S) を確かめる. (G2) から,
m

∑
j=1

p−1j tr(B∗jBj) = tr(idH) = dimH. ここで, tr(B∗jBj) = tr(BjB
∗
j )

より

dimH =
m

∑
j=1

p−1j tr(B∗jBj) =
m

∑
j=1

p−1j tr(BjB
∗
j )
(G1)=

m

∑
j=1

p−1j dimHj .

次に (D) を確かめる. V ⊂H:subspaceを取り, PV ∶ H → V を orthogonal projection とする. 上と同様に, (G2)

から,
m

∑
j=1

p−1j tr(PVB
∗
jBj) = trPV . まず, ここで trPV = dimV である.

実際, {ej}dimH
j=1 ∶HのO.N.S. a を取り, PV

{ej}j= AV とする. つまり, PV (ek) =
dimH

∑
j=1

aj,kej で, AV = {aj,k}j,k.

PV は self-adjoint であるから, ある直交行列 S を用いて

S−1AV S =
⎛
⎜
⎝

λ1 0
⋱

0 λdimH

⎞
⎟
⎠

with λ1 ≥ ⋯ ≥ λdimH ≥ 0.

よって, trPV = trAV =
dimH

∑
j=1

λj . λℓ /= 0 の時, Wℓ ∶= {x ∈H/{0};PV (x) = λℓx}(/= ∅) とおくと,

x ∈Wℓ ⇒ λℓx = PV (x) ∈ V ⇒Wℓ ⊂ V ⇒ PV (x) = x⇒ λℓ = 1.

逆に,
x ∈ V ⇒ PV x = x⇒ x ∈Wℓ for λℓ /= 0,

thus Wℓ = V for such ℓ. 故に, trPV = dimV である.

a 正規直行系, i.e. (ej , ek) = δj,k.

従って, dimV =
m

∑
j=1

p−1j tr(PVB
∗
jBj). あとは,

tr (PVB
∗
jBj) ≤ dimBjV

を示せばよいが,
::::::::::::::::::::::::::::
これの証明がわかりませんでした.

(ii) (S) と (D) with V =H より,

m

∑
j=1

p−1j dimHj =
(S)

dimH ≤
(D)

m

∑
j=1

p−1j dimBjH.

一方, BjH ⊂Hj より dimHj ≥ dimBjH. ここで, ある j0 ∈ {1,⋯,m} で dimHj0 > dimBj0H であると仮定すると,

m

∑
j=1

p−1j dimHj >
m

∑
j=1

p−1j dimBjH

が成立し, 上の不等式と矛盾する. つまり, 全ての j に対して, dimHj ≤ dimBjH. よって, dimHj = dimBjH とな

り, Bj ∶H →Hj は surjective.

次に, (D) with V = ⋂m
j=1 kerBj ⊂H から,

dim(
m

⋂
j=1

kerBj) ≤
(D)

m

∑
j=1

p−1j dim(Bj (
m

⋂
k=1

kerBk)) = 0

を得る.
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2 Proof of Theorem 1.1

この節の目標は, Theorem 1.1 を証明することである. ただし, 理解できていない部分があるので, 省略している部

分がある. divや ∇については, Subsection 4.3 を参照.

2.1 Monotonicity of a quantity for the solution to transport equations

Theorem 1.1の証明では, 輸送方程式の保存量が用いられる. それに関する補題から始める.

Lemma 2.1. I ⊂ R ∶ interval, α ∈ R とする. 0 ≤ u ∈ C∞(I ×H), v⃗ ∈ C∞(I ×H →H) を取る. 以下の 2条件:

(i) J ⊂ I ∶ compact, N ∈ N に対して, sup
t∈J
∥u(t, x)v⃗(t, x)∥ ≲ ∥x∥−N if ∥x∥≫ 1

(ii) ∂tu + div(uv⃗) ≥ αu/t on I ×H

が成立するならば,

Q(t) ∶= t−α ∫
H
u(t)dx↗ as t↗∞.*5

ただし, 2つ目の条件の不等号 ≥ が, >, ≤, < で成立すると, 結論の単調性もそれに従う.

Proof. ũj(t, x) ∶= t−αuj(t, x) とおくと, 仮定より

∂tũj ≥ −div(v⃗ũ)

となるので, α = 0の場合が正しければ, Q(t) = ∫H ũj(t)dx↗∞ as t↗. 故に, α = 0 の場合だけ示す. t1 < t2 in I を

とる. 0 ≤ ψ ∈ C∞0 (H)に対して,

∫
H
u(t2)ψdx − ∫

H
u(t1)ψdx = ∫

t2

t1
∫
H
ψ∂tu dxdt

= ∫
t2

t1
∫
H
ψ∂tu + div (ψv⃗u)dxdt

= ∫
t2

t1
∫
H
ψ∂tu + div (v⃗u)ψ dxdt + ∫

t2

t1
∫
H
(∇ψ) ⋅ v⃗u dxdt

≥ ∫
t2

t1
∫
H
(∇ψ) ⋅ v⃗u dxdt.

ここで, 0 ≤ φ ∈ C∞0 (B(0,1)) ≤ 1 with φ ≡ 1 on B(0,1/2) をとり, 上の議論に ψ = φ(ε⋅) を代入すると, ∇ψ =
ε(∇φ)(ε⋅) なので,

∫
t2

t1
∫
H
(∇ψ) ⋅ v⃗u dxdt = ε∫

t2

t1
∫
H
(∇φ)(εx)v⃗(t, x)u(t, x) dxdt→ 0 as ε→ 0

となり, ∫H u(t1)dx ≤ ∫H u(t2)dx を得る.

この補題を次のように拡張し, Theorem 1.1 の証明に用いる.

Lemma 2.2. m ∈ N, 0 < q1, ⋯, qm < ∞, α ∈ R とする. 各 j ∈ {1,⋯,m}, 0 < uj ∈ C∞((0,∞) ×H), v⃗, v⃗j ∈
C∞((0,∞) ×H →H) が次を満たすと仮定する:

(i) J ⊂ (0,∞) ∶ compact N ∈ N に対して, sup
t∈J

XXXXXXXXXXX
v⃗(t, x)

m

∏
j=1

uj(t, x)qj
XXXXXXXXXXX
≲ ∥x∥−N if ∥x∥≫ 1

(ii) ∂tuj + div (v⃗juj) ≥ 0 on (0,∞) ×H

(iii) div
⎛
⎝
v⃗ −

m

∑
j=1

qj v⃗j
⎞
⎠
≥ α/t on (0,∞) ×H

(iv)
m

∑
j=1

qj(v⃗ − v⃗j ,∇ loguj) ≥ 0 on (0,∞) ×H.

*5 ↗は, 単調増大を表す.狭義の意味ではない
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この時,

Q(t) ∶= t−α ∫
H

m

∏
j=1

uj(t)qjdx↗ as t↗∞.

また, (ii), (iii), (iv) の内 1つでも “ ≥”が “ >”で成立すれば, Qは狭義単調増大になる. さらに, (ii), (iii), (iv) の

不等式が全て逆を向くと Qの単調性も逆になる.

Proof. Lemma 2.1 を U ∶= ∑m
j=1 u

qj
j に対して,

∂tU + div (v⃗u) ≥
α

t
U

を示せば十分である. ところで,

∂tU = ⋯ = U
m

∑
j=1

qj
∂tuj

uj
& div (v⃗u) = (div v⃗)U + (v⃗,∇U)

であり, ∂jU = ⋯ = U ∑m
k=1 qk

∂juk

uk
であるから, 次を示せば十分.

m

∑
j=
qj
∂tuj

uj
+ div v⃗ +

⎛
⎝
v⃗,

m

∑
j=1

qj
∂juj

uj

⎞
⎠
≥ α/t.

仮定 (ii), (iii), (iv) より,

左辺 =
m

∑
j=

qj

uj
(∂tuj + div(v⃗juj)) + div

⎛
⎝
v⃗ −

m

∑
j=1

qj v⃗j
⎞
⎠
+

m

∑
j=1

qj(v⃗ − v⃗j ,∇ loguj) ≥ α/t.

従って, Lemma 2.1 より証明が完了する.

2.2 Proof of Theorem 1.1

BL ≥ BLg ≥ BLg({idHj}) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

m

∏
j=1
(det idHj

)1/pj

det
⎛
⎝

m

∑
j=1

p−1j B∗j idHjBj

⎞
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1

det
⎛
⎝

m

∑
j=1

p−1j B∗jBj

⎞
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

= 1

であるから, BL ≤ 1を示せば, 証明は完了する.

0 < uj ∈ C∞((0,∞) ×H) を
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂tuj −∆uj = 0
uj(0) = (fj ○Bj)pj

で定める. つまり,

uj(t, x) = (
1

4πt
)
dimH/2

∫
H
e−∥x−y∥

2/4tfj ○Bj(y)pjdy.
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Claim 1:

uj(t, x) = (
1

4πt
)
dimR(B∗j )/2

∫
R(B∗j )

e−∥Bjx−Bjy∥2/(4t)fj ○Bj(y)pjdy.

∵ まず, orthogonal projection PR(B∗j ) ∶ H → R(B∗j ) に対して, PR(B∗j ) = B
∗
jBj を示す. x ∈ H に対して,

Bjx = BjPR(B∗j )x である. これより, x ∈H に対して,

B∗jBjx = B∗jBjPR(B∗j )x

= B∗jBj(B∗j yx) for some yx ∈Hj

=
(G1)

B∗j yx

= PR(B∗j )x.

これと B∗j の等長性から, x, y ∈H に対して

∥x − y∥2 = ∥PR(B∗j )(x − y)∥
2
+ ∥P ⊥R(B∗j )(x − y)∥

2

= ∥Bjx −BjPB∗j
y∥

2
+ ∥P ⊥R(B∗j )x − P

⊥
R(B∗j )

y∥
2
.

故に,

uj(t, x) = (
1

4πt
)
dimH/2 ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

∫
R(B∗j )⊥

e
−∥P ⊥

R(B∗
j
)x−P

⊥
R(B∗

j
)y∥

2

/(4t)
dP ⊥R(B∗j )

y

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

× ∫
R(B∗j )

e
−∥Bjx−BjPR(Bj)y∥

2
/(4t)

fj ○Bj(PR(Bj)y)
pjdPR(Bj)y.

ここで, 1つ目の積分は以下のように計算できる, その際, Lemma 4.1 を用いている.

[⋯] = ∫
R(B∗j )⊥

e−∥y∥
2/(4t)dy

= (2
√
πt)dimR(B∗j )

⊥

∫
R(B∗j )⊥

e−π(y,y)dy

= (4πt)(dimH−dimR(B∗j ))/2 .

以下では,証明を理解できていないため, 簡単な場合

Hj ⊂H & Bj = PHj ∶Hjへの orthogonal projection

を考える. この時, B∗j = idHj であるので, R(B∗j ) =Hj となる. 従って, Claim 1は, 以下のようになる:

uj(t, x) = (
1

4πt
)
dimHj/2

∫
Hj

e−∣∣Bjx−y∥2/(4t)fj(y)pjdy. (1)

次に, Lemma 2.2 with qj = 1/pj を使うために,

v⃗j ∶= −∇x loguj ∶ (0,∞) ×H →H & v⃗ ∶=
m

∑
j=
p−1j v⃗j ∶ (0,∞) ×H →H

と定める.
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Claim 2: これらは, Lemma 3.1 の仮定 (i) - (iv) を満たす.

∵ (ii) と (iii) は, 定義から明らかである. (i) は, わからない. (iv) を確認するために, 次を注意する:

v⃗j = B∗jBj v⃗j . これは......

これより, ∇ loguj = −v⃗j = −B∗jBj v⃗j なので,

m

∑
j=1

p−1j (v⃗ − v⃗j ,∇ loguj) =
m

∑
j=1

p−1j (B∗jBj(v⃗ − v⃗j),−v⃗j).

(G2)から,
m

∑
j=1

B∗jBj(v⃗ − v⃗j) = v⃗ − v⃗ = 0 であるので,

m

∑
j=1

p−1j (v⃗ − v⃗j ,∇ loguj) =
m

∑
j=1

p−1j (B∗jBj(v⃗ − v⃗j), v⃗ − v⃗j) =
m

∑
j=1

p−1j ∥Bj(v⃗ − v⃗j∥2 ≥ 0.

以上より, Lemma 2.2 with qj = 1/pj and α = 0 から

Q(t) = ∫
H

m

∏
j=1

uj(t)1/pjdx↗ as t↗

を得る. また, 方程式より uj(t, x)→ fj ○Bj(x)pj as t→ 0 であるので

∫
H

m

∏
j=1

fj ○Bjdx = ∫
H
lim
t↘0

m

∏
j=1

uj(t)1/pjdx ≤ lim inf
t↘0

Q(t) ≤ lim sup
t↗∞

Q(t).

後は, lim sup
t↗∞

Q(t) ≤
m

∏
j=1
∥fj∥Lpj (Hj) を示せばよい. これは, 以下のようにわかる.

Q(t) = (4πt)−∑
m
j=1 p−1j dimHj ∫

H

m

∏
j=1
(∫

Hj

e−∥Bjx−y∥2/(4t)fj(y)pjdy)
1/pj

dx

=
(S)
(4πt)−dimH/2 ∫

H
. . . dx

= (4π)−dimH/2 ∫
H

m

∏
j=1
(∫

Hj

e−∣∣Bjx−y/
√
t∥2/4fj(y)pjdy)

1/pj

dx

→
t↗∞
(4π)−dimH/2 ∫

H

m

∏
j=1
(∫

Hj

e−∥Bjx∥2/4fj(y)pjdy)
1/pj

dx

= (4π)−dimH/2 ∫
H
e−(∑

m
j=1 p−1j ∥Bjx∥2/4)dx

m

∏
j=1
∥fj∥Lpj (Hj)

=
m

∏
j=1
∥fj∥Lpj (Hj). ∵ Lemma 4.1

◻

3 Proof of Theorem 1.2

この節では, Theorem 1.2 を証明する.

3.1 A lemma

そのために, 補題を 1つ用意しておく.

9



Lemma 3.1. 全ての V ⊂H: subspace に対して,

dim (H/V ) ≥
m

∑
j=1

p−1j dim (Hj/BjV ) (2)

が成立すれば, 任意の H の O.N.S. {ei}dimH
i=1 に対して, 以下の 4条件を満たす Ij ⊂ {1,⋯,dimH}, (1 ≤ j ≤m) が

存在する:

(i) #Ij = dimHj

(ii) 各 j ∈ {1,⋯,m}に対して,{Bjei}i∈Ij ⊂Hj ∶線形独立

(iii) 各 k ∈ {0, ⋯,dimH}に対して,
m

∑
j=1

p−1j
#{Ij ∩ {1,⋯, k}} ≤ k

(iv) (S)が成立するならば,各 k ∈ {1,⋯,dimH}に対して,
m

∑
j=1

p−1j
#{Ij ∩ {k,⋯,dimH − 1}} ≥ dimH − k + 1.

Remark 3.1. (S)が成立すると仮定すると, (D) ⇐⇒ (2).
実際,

dim (H/V ) = dimH − dimV

≥
(D)

dimH −
m

∑
j=1

p−1j dimBjV

= dimH −
m

∑
j=1

p−1j (dimHj − dim (Hj/BjV ))

=
(S)

m

∑
j=1

p−1j dim (Hj/BjV )

であるから, 同値性は確認できる.

Proof. ∀j ∈ {1,⋯,m} をとる. 次の操作で, Ij を構成する.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

● BjedimH /= 0⇒ dimH ∈ Ij
● i < dimH に対しては,Bjei /∈ span ({ei′}dimH

i′=i+1)⇒ i ∈ Ij .

この作り方から, (ii) は ok.

次の (i) を確認する. (2) with V = H より, dim(Hj/BjH) = 0, つまり Bj ∶ H → Hj は surjective であるので,

任意の y ∈ Hj に対して, xy ∈ H で y = Bjxy となるものがある. xy = ∑m
k=1 αkek とすると, y = ∑m

k=1 αkBjek =
∑k∈Ij α̃kBjek と書ける. よって, (ii) より (i) は ok.

(iii) については, k = 0 の場合は自明. k = dimH の場合は, (2) with V = {0} として用いると
m

∑
j=1

p−1j
#{Ij ∩ {1,⋯,dimH}} =

m

∑
j=1

p−1j dimHj ≤ dimH.

1 ≤ k ≤ dimH − 1 の場合は, (2) with V = {ej}dimH
j=k+1 として用いると,

k = dim(H/V ) ≥
m

∑
j=1

p−1j dim(Hj/BjV ) =
m

∑
j=1

p−1j (#Ij − dimBjV ) .

ここで, Ij の作り方から dimBjV = #{Ij ∩ {k + 1,⋯,dimH}} なので (iii) を得る.

(iv) は, (iii) より出る. 実際, (S) より

dimH =
m

∑
j=1

p−1j dimHj

=
m

∑
j=1

p−1j
#{Ij ∩ {1,⋯, k}} +

m

∑
j=1

p−1j
#{Ij ∩ {k + 1,⋯,dimH}}

≤ k +
m

∑
j=1

p−1j
#{Ij ∩ {k + 1,⋯,dimH}}.
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3.2 Proof of Theorem 1.2

まず, BLg <∞⇒ (S) and (D) を示す. (S)を確かめるのは以下のように容易: λ > 0 に対して

∞ > BLg ≥ BLg(B,p,{λidHj}mj=1)

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

m

∏
j=1

det (λidHj
)1/pj

det
⎛
⎝

m

∑
j=1

p−1j B∗j (λidHj
)Bj

⎞
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

m

∏
j=1

λp
−1
j dimHj

λdimHdet
⎛
⎝

m

∑
j=1

p−1j B∗jBj

⎞
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ(∑
m
j=1 p−1j dimHj−dimH)

det
⎛
⎝

m

∑
j=1

p−1j B∗jBj

⎞
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

が成立するので, (S)を得る.

次に (D) を確かめる. V ⊂ H:subspace をとる. Pj ∶ Hj → BjV と P ⊥j ∶ Hj → (BjV )⊥ をそれぞれ orthogonal

projection とする. ε ∈ (0,1) に対して, Aε
j ∶= εPj ⊗ P ⊥j ∶Hj →Hj と定める. ここで, 次を主張する.

Claim:

● detAε
j = εdimBjV (claim 1)

● det
⎛
⎝

m

∑
j=1

p−1j B∗jA
ε
jBj

⎞
⎠
≲ εdimV . (claim 2)

この claim が正しいとすると,

∞ > BLg(B,p,Aε)

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

m

∏
j=1
(detAε

j)
1/pj

det
⎛
⎝

m

∑
j=1

p−1j B∗jA
ε
jBj

⎞
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

≳ ε∑
m
j=1 p−1j dimBjV −dimV .

故に,
m

∑
j=1

p−1j dimBjV − dimV ≥ 0 を得る.

後は, claimを示せばよい. まずは, (claim 1) を確かめる. {ek}
dimHj

k=1 ∶Hj の基底で,

ek ∈
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

BjV if 1 ≤ k ≤ dimBjV

(BjV )⊥ if dimBjV + 1 ≤ k ≤ dimHj

とるものをとる. すると,

Aε
jek ∈

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

εek if 1 ≤ k ≤ dimBjV

ek if dimBjV + 1 ≤ k ≤ dimHj
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であるから, Aε
jek =

dimHj

∑
ℓ=1

αk,ℓeℓ with

αk,ℓ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

εδk,ℓ if 1 ≤ k ≤ dimBjV

δk,ℓ if dimBjV + 1 ≤ k ≤ dimHj .

故に,

detAε
j = det ({αk,ℓ})

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ε 0
⋱ 0

0 ε
1 0
⋱0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= εdimBjV .

次に, (claim 2) を確かめる. T ∶=
m

∑
j=1

p−1j B∗jBj , Tε ∶=
m

∑
j=1

p−1j B∗jA
ε
jBj と定める. {ek}dimV

k=1 ∶ V の O.N.S. で,

{ek}dimH
k=1 ∶H の基底とする. すると,

k ≤ dimV ⇒ Tεek = εTek

=
dimH

∑
ℓ=1

εαℓ,keℓ, (detT = det({αℓ,k}))

=∶
dimH

∑
ℓ=1

α̃ℓ,keℓ.

k > dimV に対しては, Tεek =
dimH

∑
ℓ=1

α̃ℓ,keℓ と書くと, ∣α̃ℓ,k∣ ≲ ε. 故に, detTε ≲ εdimV .

次に, 逆の (S) & (D)⇒ BLg <∞ を示す.

A ∶= {Aj}mj=1 ∶ Gaussian input とし, T ∶= ∑m
j=1 p

−1
j B∗jAjBj と定める. すると, 0 < T = T ∗ である. 実際, x, y ∈ H に

対して,

(Tx, y) =
m

∑
j=1

p−1j (AjBjx,Bjy) (> 0)

= (x,Ty).

従って, H のある O.N.S. {ej}dimH
j=1 を用いて,

T
{ej}j=

⎛
⎜
⎝

λ1 0
⋱

0 λdimH

⎞
⎟
⎠

with 0 < λdimH ≤ ⋯ ≤ λ1

と表現できる. この {ej}dimH
j=1 に対して, Lemma 3.1 を用いると, Ij ⊂ {1,⋯,dimH}, (1 ≤ j ≤ m) で Lemma 3.1

の (i), (ii), (iii), (iv) を満たすものがある.

Claim:
detAj ≲∏

i∈Ij
λi.
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この claim が正しいと仮定すると,

m

∏
j=1
(detAj)1/pj ≲

m

∏
j=1

dimH

∏
i=1

λ
p−1j

#{Ij∩{i}}
i

=
dimH

∏
i=1

λ
∑m

j=1 p−1j
#{Ij∩{i}}

i

= λdimH
1

dimH−1
∏
j=1

(λk+1
λk
)
∑m

j=1 p−1j
#{Ij∩{k+1,⋯,dimH}}

≤ λdimH
1

dimH−1
∏
k=1

(λk+1
λk
)
dimH−k

=
dimH

∏
k=1

λk

= detT

を得る. 故に, BLg ≤ c <∞.

:::::
Claim

::::::::::::::::::::::
の証明がわからないので,

::::::::::
省略します.

:::::::::::
わかり次第,

::::::::::::
書き加えます.

◻

4 Appendices

ここでは, 基本的なことをまとめる.

4.1 Definition of determinant and trace of operators

e ∶= {ej}dimH
j=1 ∶H の 基底をとる. T ∶H →H ∶ linear に対して,

detT ∶= detMT & trT ∶= trMT

と定める. ただし, MT は, T の {ej}dimH
j=1 による表現行列 である. これらの定義は, 基底の取り方に依存しない.

4.2 Definition of integral on H

e ∶= {ej}dimH
j=1 ∶H の O.N.S. をとる.

H ∋ x =
dimH

∑
j=1

xjej

とする. f ∶H → Cに対して, (可測性などについては省略)

∫
H
fdx ∶= ∫

RdimH
f (x1e1 +⋯ + xdimHedimH)dx1⋯dxdimH

と定める. この定義が, O.N.S. の取り方に独立であることはすぐに確認できる.

4.3 Definition of derivative on H

e ∶= {ej}dimH
j=1 , ẽ ∶= {ẽj}dimH

j=1 を H の O.N.S. とする. f ∶H → R, x ∈H, h > 0 に対して,

∂ejf(x) ∶= lim
h→0

1

h
(f(x + hej) − f(x)) ∈ R & ∇ef(x) ∶=

dimH

∑
j=1

∂ejf(x)ej ∈H

と定める. (と思う.) ẽj = ∑dimH
k=1 αj,kek とし, A ∶= {αj,k}j,k と定めると,

:::::
ẽ = Ae と書ける. ところで,

∂ẽjf(x) = (∇ef(x), ẽj) =
dimH

∑
k=1

αj,k∂ekf(x)
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であるから,
:::::::::::::::::
∇ẽf(x) = A∇ef(x).

divについては, 通常通り

divf(x) = divef(x) =
dimH

∑
j=1

∂ejf(x) ∈ R

と, O.N.S. を決めるごとに定める.(と思う.)

g ∶H →H の場合は,

∂ejg(x) ∶= lim
h→0

1

h
(g(x + hej) − g(x)) ∈H & divg(x) ∶=

dimH

∑
j=1

∂ejg(x) ∈H.

4.4 Fundamental calculus

e ∶= {ej}dimH
j=1 ∶H の O.N.S. をとる.

Lemma 4.1. Let T > 0 be a linear, self-adjoint operator on H. Then,

∫
H
e−π∥x∥

2

dx = (detT )−1/2 .

Proof. T の eによる表現行列は, 仮定より行列式が 1の直交行列 P により対角化できる. P −1RdimH = RdimH にも

注意すると,

∫
H
e−π∥x∥

2

dx =
dimH

∏
j=1
∫

R
e−πλjt

2

dt, ({λj}dimH
j=1 ∶MT の固有値 )

=
dimH

∏
j=1

λ
−1/2
j

= (detT )−1/2 .
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