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2002年にA.V.IsaevとN.G.Kruzhilinによって, ユニタリ群U(n)が正則自己同型写像と
して効果的に作用する n次元複素多様体が決定された. その応用として, 複素ユークリッ
ド空間Cnの自己同型群による特徴付けが示された. これは次のことを意味する. 複素多様
体Mに対してその正則自己同型群Aut(M)はコンパクト開位相によって位相群となる. こ
のとき, 位相群としてAut(M) ≃ Aut(Cn) ならば複素多様体としてM ≃ Cnが成り立つ.

この発表では, GU(p, q)の作用する p+ q次元複素多様体をある条件のもと決定したので,

そこに出てくる領域の特徴付けとともに述べる. ここで J = diag[−Eq, Ep] ∈ GL(p+ q,C)
として

GU(p, q) = {A ∈ GL(p+ q,C) : A∗JA = ν(A)J for some ν(A) ∈ R>0}
≃ U(p, q)× R>0,

である. 定理を述べる前に領域の記号を導入しておく:

C∗ = C \ {0}, Bn = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn : |z1|2 + · · ·+ |zn|2 < 1},

Dp,q = {(z1, . . . , zq, zq+1, . . . , zp+q) ∈ Cp+q : −|z1|2−· · ·−|zq|2+ |zq+1|2+ · · ·+ |zp+q|2 > 0}.

Theorem 0.1 ([3], [4]). Mをn+1次元複素多様体で滑らかな正則包を持つとする (つまり
シュタイン多様体の領域になっている ). 単射な位相群の準同型 ρ : GU(n, 1) −→ Aut(M)

が存在する時, M はCn+1, Cn+1 \ {0}, Dn,1, D1,n ≃ C∗ ×Bn and C×Bn のいずれかと同
型である.

一般のGU(p, q)に対しても講演の時に述べる. 定理に出てくる領域の正則自己同型群
を決定することで次の結果を得る.

Corollary 0.1 ([4]). M を p + q次元の複素多様体で, 上と同様に, 滑らかな正則包を持
つとする. さらに位相群の同型 ρ : Aut(Dp,q)

∼−−→ Aut(M) が存在すると仮定する. この時
次が成り立つ. (i) q = 1のとき M ≃ Dp,1. (ii) p = 1のとき M ≃ D1,q. (iii) p = qのと
き M ≃ Dp,p.

領域の正則自己同型群は次のとおり (CnとCn+1 \ {0}はのぞく).
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Theorem 0.2 ([1]). f = (f0, f1, . . . , fn) ∈ Aut(C× Bn)とする. このとき

f0(z0, z1, . . . , zn) = a(z1, . . . , zn)z0 + b(z1, . . . , zn),

fi(z0, z1, . . . , zn) =
aij +

∑n
j=1 aijzj

a00 +
∑n

j=1 a0jzj
, i = 1, . . . , n.

ここで a, bは Bn上の正則函数で aは零点を持たないもの. (aij)0≤i,j≤nは SU(n, 1)の元.

Theorem 0.3 ([3]). f = (f0, f1, . . . , fn) ∈ Aut(Cn,1)とする. このとき

f0(z0, z1, . . . , zn) = c

(
z1
z0
, . . . ,

zn
z0

)
z0 or c

(
z1
z0
, . . . ,

zn
z0

)
z−1
0 ,

fi(z0, z1, . . . , zn) = f0(z0, z1, . . . , zn)
aij +

∑n
j=1 aijzj

a0j +
∑n

j=1 a0jzj
, i = 1, . . . , n.

ここで cは Bn上の正則函数で零点を持たないもの. (aij)0≤i,j≤nは SU(n, 1)の元.

Theorem 0.4 ([4]). p > 1, q > 0のとき, Aut(Dp,q) = GU(p, q).

Corollary 0.1はこれらの位相群がそれぞれ異なることからの帰結となっている. 正則自
己同型群による特徴づけの反例も存在する.

Corollary 0.2 ([3]). p, q > 1, p ̸= qとする. このときDp,q ̸≃ Dq,pであるが, Aut(Dp,q) =

Aut(Dq,p).
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