
複素関数論宿題（５）解答例

問題

0 < a < 1のとき，次の値を求めよ； ∫ +∞

−∞

eax

ex + 1
dx．

解答例

《 広義積分が絶対収束すること 》

δ > 0を，δ ≤ a ≤ 1− δであるように選ぶ．∣∣∣∣ eax

ex + 1

∣∣∣∣ ≤
{

eax

ex = e−(1−a)x (x ≥ 0)

eax (x ≤ 0)
であるから，

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ eax

ex + 1

∣∣∣∣dx ≤
∫ +∞

−∞
e−δ|x|dx =

2

δ

となって広義積分は絶対収束する．従って，

I :=

∫ +∞

−∞

eax

ex + 1
dx = lim

R→+∞

∫ R

−R

eax

ex + 1
dx (1)

と計算して良い．（この値を I と置く．）

《 函数と積分経路の定義 》

C上の有理型函数 f を，f(z) := eaz

ez+1 と置く．R を十分大きくとり（eR > 2であれば良い），次のような

長方形領域

DR := {z ∈ C | −R < ℜ(z) < R, 0 < ℑ(z) < 2π}

を考え，経路CR := ∂(DR) ⊂ Cでの積分を考える．CRには反時計回りの向きを入れる．各線分 [−R, R], [R, R+

2πi], [R+2πi, −R+2πi] および [−R+2πi, −R] 上での f の積分をそれぞれ I1,R, I2,R, I3,R, I4,Rとする．

《 実軸に直交する線分での積分》

I2,R と I4,R が R → +∞ のときに 0に収束することを示したい．

• ℜ(z) = R のとき，

|f(z)| ≤ eaR

eR − 1
≤ 2eaR

eR
≤ 2e−δR　なので，

|I2,R| =
∣∣∣∣∫ 2π

0

f(R+ iy) idy

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0

|f(R+ iy)| dy ≤ 4πe−δR → 0 (R → +∞)．

• ℜ(z) = −R のとき，

|f(z)| ≤ e−aR

1− e−R
≤ 2e−δR　なので，同様に　

|I4,R| =
∣∣∣∣∫ 0

2π

f(−R+ iy) idy

∣∣∣∣ ≤ 4πe−δR → 0 (R → +∞)．
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《 虚軸に直交する線分での積分 》

lim
R→+∞

I1,R = I であるから，I3,R を，I1,R を用いて表す．CR に入っている向きに注意すると，

I3,R =

∫ −R

+R

f(x+ 2πi)dx = −
∫ +R

−R

eaxe2πai

ex + 1
dx = −e2πaiI1,R　　である．

以上と (1)より， ∫
CR

f(z)dz = (1− e2πai)I1,R + I2,R + I4,R

lim
R→+∞

∫
CR

f(z)dz = (1− e2πai)I． (2)

《 留数の計算 》

DR において，ez + 1の零点は z = πiのみで，重複度は 1である．eaz は零点を持たないから，f(z) は 1

位の極 z = πiを持ち，他の点では正則．その点での留数を求めたい．w := z − πiと置く．

ez + 1 = −ez−πi + 1 = −ew + 1

= −
(
1 + w +

w2

2!
+

w3

3!
+ . . .

)
+ 1

= −
(
w +

w2

2!
+

w3

3!
+ . . .

)
　であることを用いると，

Res(f ;πi) = lim
z→πi

(z − πi)f(z) = lim
w→0

wf(w + πi)

= lim
w→0

wea(w+πi)

−ew + 1

= lim
w→0

wea(w+πi)

−
(
w + w2

2! + w3

3! + . . .
)

= lim
w→0

ea(w+πi)

−
(
1 + w

2! +
w2

3! + . . .
)

= −eπai．

（注）次のようにしてもよい：Res(f ;πi) = lim
z→πi

(z − πi)f(z) = lim
z→πi

z − πi

ez + 1
eaz =

eaz

(ez + 1)′

∣∣∣
z=πi

= −eπai .

一般に次が成り立つ：g, h が点 z0 の近傍で正則な函数で g(z0) ̸= 0, h(z0) = 0, h′(z0) ̸= 0 ならば， z0 は g/h の１位の極で

Res(
g

h
; z0) = lim

z→z0

(z − z0)g(z)

h(z)
= lim

z→z0

(z − z0)g(z)

h(z)− h(z0)
=

g(z0)

h′(z0)
.

留数定理より， ∫
CR

f(z)dz = 2πi·Res(f ;πi) = −2πieπai (3)

《 結論 》

(2)と (3)より，

I =
1

1− e2πai
lim

R→+∞

∫
CR

f(z)dz =
−2πieπai

1− e2πai

=
−2πi

e−πai − eπai
=

π

sin(πa)
　．

（TA ： 福本佳泰）
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