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1 長方形の上の重積分

長方形K = [a, b] × [c, d] =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d
}
で定義された関数

f(x) = f(x, y) の K 上の重積分

∫∫
K

f(x, y) dxdy を定義したい．

・∆ =

{
a = x0 < x1 < · · · < xp = b

c = y0 < y1 < · · · < yq = d

}
によって長方形 K を

小長方形 Kij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj] (i = 1, . . . , p; j = 1, . . . , q)の集まりに分割する．

∆xi = xi − xi−1, ∆yj = yj − yj−1 とすると，Kij の面積は µ(Kij) = ∆xi∆yj．

|∆| = max
i,j

(Kij の対角線の長さ) を分割 ∆ の幅とよぶ．

・各 Kij から代表点 pij を選ぶ．

・ R[f,∆, {pij}] =
∑
ij

f(pij)∆xi∆yj をリーマン和とよぶ．

定義 f が K で重積分可能とは，リーマン和 R[f,∆, {pij}] が |∆| → 0 のとき（代

表点 {pij} のとり方に依らず）ある値に近づくことをいう．このときの極限値を∫∫
K

fdxdy で表わす．

・重積分可能性を少し違う形で表わしたい．

そのために mij = inf
x∈Kij

f(x), Mij = sup
x∈Kij

f(x) として

s[f,∆] =
∑
ij

mij∆xi∆yj S[f,∆] =
∑
ij

Mij∆xi∆yj

を不足和，過剰和とよぶ．このとき s[f,∆] ≤ R[f,∆, {pij}] ≤ S[f,∆]．

長方形 K のあらゆる分割 ∆ に関する不足和の上限，過剰和の下限

s[f ] = sup
∆
s[f,∆], S[f ] = inf

∆
S[f,∆]

を下積分，上積分という．s[f ] ≤ S[f ].

定理 f が K で重積分可能であるためには s[f ] = S[f ] となることが必要十分である．

このとき

∫∫
K

fdxdy = s[f ] = S[f ]．

定理 f が K で連続ならば重積分可能である．
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2 一般の有界集合上の重積分

・E を有界集合 ⊂ R2 とし，f をE 上の有界関数とする．

f̃(x) =

{
f(x) (x ∈ E)

0 (x /∈ E)

として，E 上の重積分を次で定める（右辺が意味をもてば）：∫∫
E

f(x, y)dxdy =

∫∫
K

f̃(x, y)dxdy.

・有界集合 E の面積 µ(E) を次で定義する（右辺が意味をもてば）：

µ(E) =

∫∫
E

dxdy =

∫∫
K

φE(x, y)dxdy

ここで φE(x) =

{
1 (x ∈ E)

0 (x /∈ E).
（集合 E の定義関数）

面積が定義できる集合を，面積確定であるとよぶ．

定理 面積確定な集合の上で連続な関数は重積分可能である．

3 累次積分

定義 縦線領域：E = {(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)} .

ただし， φ1, φ2 は [a, b] で連続で φ1(x) ≤ φ2(x)．

横線領域：E = {(x, y) ∈ R2 | c ≤ y ≤ d, ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)} .

ただし， ψ1, ψ2 は [c, d] で連続で ψ1(y) ≤ ψ2(y)．

定理 f が縦線領域 E 上の連続関数とすると

(1)

∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y) dy は x ∈ [a, b] の連続関数．

(2) f は E で重積分可能で

∫∫
E

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y) dy

)
dx．

（注）これを

∫ b

a

dx

∫ φ1(x)

φ1(x)

f(x, y) dy と書いてもよい．

・特に，f が長方形 K = [a, b]× [c, d] 上の連続関数のとき∫∫
K

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx.

・ x, y の役割を入れ替えて，横線領域についても同様のことがいえる．
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4 三重積分の計算

V を３次元空間 R3 の集合とする．V 上の３重積分を，累次積分（１変数の積分と２

重積分の組み合わせ）に帰着する方法を示す．

（ア） V を線分の集まり（縦線領域）とみなす．

V = {(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ E, φ1(x, y) ≤ z ≤ φ2(x, y)}

ここで E は R2 の集合，φ1, φ2 は E で連続で φ1(x) ≤ φ2(x)．

・ このとき∫∫∫
V

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫
E

(∫ φ2(x,y)

φ1(x,y)

f(x, y, z) dz

)
dxdy

（イ） V を面分の集まりとみなす．

V = {(x, y, z) ∈ R3 | p ≤ z ≤ q, (x, y) ∈ Ez}

ここで，Ez は集合 V の，平面 z =(定数) による切り口．

・ このとき∫∫∫
V

f(x, y, z) dxdydz =

∫ b

a

(∫∫
Ez

f(x, y, z) dxdy

)
dz

演習

1 重積分の値を求めよ：∫∫
K

(x+ 2y) dxdy, K = [0, 2]× [0, 3](1) ∫∫
K

yexydxdy, K = [0, 2]× [0, 3](2)

（ヒント：(2)

∫ 3

0

dy

∫ 2

0

yexydxを計算する．

∫ 2

0

dx

∫ 3

0

yexydyとするとどうなるか？）

2 集合 E を図示し，重積分の値を求めよ：∫∫
E

y dxdy, E =
{
x ≤ y, y2 ≤ x

}
(1) ∫∫

E

xy dxdy, E =
{
x ≥ 0, y ≥ 0,

x

2
+
y

3
≤ 1
}

(2)
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3 3 次元空間 R3 において V = {(x, y, z) ∈ R3 | 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ a} とする．

(1) V を図示せよ．

(2)

∫∫∫
V

dxdydz の値を求めよ．

4 閉区間 [a, b] で連続な関数 f, g に関するシュワルツの不等式(∫ b

a

f(x)g(x) dx

)2

≤
∫ b

a

f(x)2 dx

∫ b

a

g(x)2 dx

を，重積分

∫∫
K

{
f(x)g(y)− g(x)f(y)

}2
dxdy を考察することによって，示せ．

宿題 1月 10日（火）11:00 までに，全学共通科目レポートボックスに提出

1 次の重積分の値を求めよ∫∫
K

cos(x+ y) dxdy, K = [0, π/2]2(1) ∫∫
E

xy dxdy, E =
{
(x− 2)2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0

}
(2) ∫∫

E

x2ey
2

dxdy, E = {0 ≤ x ≤ y ≤ 1}(3)

2 n 次元空間 Rn において

Vn(a) =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ a

}
(a > 0)

とする．次を示せ：∫
· · ·
∫
Vn(a)

dx1 · · · dxn =
an

n!
.

3 (1) 写像 (ρ, ϕ, z) 7→ (x, y, z) を

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z

で定める（円柱座標，円筒座標）．このヤコビ行列，ヤコビ行列式を計算せよ．

(2) 写像 (r, θ, ϕ) 7→ (ρ, ϕ, z) を

ρ = r sin θ, ϕ = ϕ, z = r cos θ

で定める． このヤコビ行列，ヤコビ行列式を計算せよ．

(3) 写像 (2), (1) の合成写像 (r, θ, ϕ) 7→ (x, y, z) は

x = r sin θ, ϕ = ϕ, z = r cos θ

で定まる（空間極座標）．連鎖律を用いて，ヤコビ行列，ヤコビ行列式を計算せよ．
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