
コホモロジー論とモチーフ

伊藤 哲史1

1. はじめに

本稿は 2006年夏に北海道大学大学院理学研究院で行われた「整数論札幌夏の学校」

における著者の講義2をもとにしている．講義の目的は，主に整数論を専攻とする学

部生や大学院生を対象に，整数論における「モチーフ的な考え方」の重要性を解説す

ることであった．

今日では，整数論のみならず，数学のありとあらゆる分野において細分化・専門化

が進んでしまっている．多くの学生にとっては，“自分の分野” を勉強するのに精一

杯で，関連する他分野のことになど構っていられないというのが実情かもしれない．

しかし，早い段階でGrothendieckにより創始された「モチーフ的な考え方」に触れ

ておくことは様々な理論・対象を統一的な視点から眺め，具体的な問題に対する本質

的なアプローチを探るためにも大切なことであると思われる．歴史的に見ても，整数

論における深遠な理論・定理の中には，「モチーフ的な考え方」に強い影響を受けてい

るものも多い．

表題のコホモロジーとは，位相幾何学において，図形の「形」を表す群やベクトル

空間である．Xを「g人乗りの浮き輪」

1京都大学大学院理学研究科数学教室 (email : tetsushi@math.kyoto-u.ac.jp)
フランス高等科学研究所 (IHES) (email : tetsushi@ihes.fr)
2006年 9月 4日 (月)～7日 (木) (13:30～15:00)

2講義のタイトルは「コホモロジー論とモティーフ」だったが，“motive” の日本語表記としては「モ
チーフ」がより一般的だと思われるので，本稿では「モチーフ」で統一することにした．
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とすると，Xの（特異）コホモロジーは次のようになる．

H i(X, Z) ∼=


Z i = 0

Z⊕2g i = 1

Z i = 2

0 (それ以外)

iをコホモロジーの次数という3．図からも分かるように，X 上には 2g個の「1次元

的なサイクル」があり，それに対応して，H1(X, Z)の階数は 2gとなる．左辺のZは
係数であり，Zの代わりにQ, Cなどの群を係数としたコホモロジーを考えることも
できる．閉曲面Xに対しては，その結果は上式の両辺のZをQ, Cで置き換えたもの
に等しい4．また，より一般に，局所系や層を係数としたコホモロジーを考えること

もできる．位相空間Xに対して，Q上のベクトル空間H i
(
X, Q

)
の次元 bi(X)は，X

の i次Betti数と呼ばれ，X上の「i次元的なサイクル」の「個数」を表す最も基本

的な位相的不変量の一つである．

本稿のテーマの一つは，エタールコホモロジーである．これは，上に述べた位相幾何

学におけるコホモロジーの代数幾何的類似であり，HasseやWeilによる有限体上の代

数多様体のゼータ関数（Hasse-Weilゼータ関数）の研究を踏まえて，Grothendieck

によって 1960年代に創始された理論である．位相幾何学において，コホモロジーが位

相空間の「形」を表していたのと同様に，エタールコホモロジーも代数多様体の（抽

象化された意味での）「形」を表していると考えられる．特筆すべきことは，エター

ルコホモロジーの理論は任意の代数多様体（より一般に任意のスキーム）に対して適

用可能なことである．そして，Xを体K上の代数多様体とすると，K上の代数多様

体X ⊗K K のエタールコホモロジーH i
(
X ⊗K K, Q`

)
はQ`上の有限次元ベクトル

空間であり（`はKで可逆な素数．Q`はQの `進完備化），自然にKの絶対Galois

群Gal(K/K)が作用する．すなわち，

『エタールコホモロジーを用いることで，代数多様体からGalois表現

（`進表現）を作ることができる』

のである．これは保型形式とGalois表現の対応（Langlands対応，非可換類体論の一

種）への応用上も重要である．また，有限体の代数的閉包上の代数多様体のエタール

コホモロジーを用いることで，Weil予想（有限体上の代数多様体に対するRiemann

3次元ということもあるが，まぎらわしいので，本稿では「次数」で統一する．
4一般の位相空間X に対しては，コホモロジーHi

(
X, Z

)
が捩れ元を持つことがあり，その結果は

若干複雑になるが，普遍係数定理により計算される．詳しくは，[Hat]などの位相幾何学の教科書を参
照．
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予想の類似）という整数論の問題を，位相幾何学的なアイデア・手法により研究する

ことが可能になる．

本稿のもう一つのテーマはモチーフである．これは，代数多様体（より一般にス

キーム）のコホモロジーや，ゼータ関数，代数的サイクルなどを統一的に扱うための

土台となるもので，Grothendieckによって考案された概念である．Grothendieckは

スタンダード予想と呼ばれる予想を提出し，その予想を用いて代数多様体を代数的サ

イクルによって “分解” することで，モチーフを「定義」した．そして，Weil予想が

自然に導かれることを示した．しかし，スタンダード予想自身は今日でも未解決であ

り，その意味で，モチーフの理論は現在もなお「未完成の理論」であるといえる．

本稿は（この「はじめに」を除くと）次の 4つの節からなり，「整数論札幌夏の学

校」における 4日間の講義内容にほぼ対応している．

§2. 保型形式とGalois表現

§3. Weil予想とエタールコホモロジー

§4. Grothendieckの夢—スタンダード予想とモチーフの理論，Weil予想，Jannsen

の定理

§5. 整数論における「モチーフ的な考え方」

講義の最終日には，最近の話題として，WilesによるFermatの最終定理の証明や，最

近のTaylorらよる佐藤‐テイト予想の（多くの場合の）証明の中に，「モチーフ的な

考え方」がどのように使われるかを解説したが，これについては §5 で簡単に述べる
にとどめた．佐藤‐Tate予想やそれに関連する話題については，[Tanoshimi] に詳し

く書かれる予定であるので，興味を持たれた読者はそちらを参照していただきたい．

また，本稿の終わりに本稿の内容と関連した演習問題と参考文献を挙げておいた．こ

れをきっかけにさらに勉強・研究を進めていただければ幸いである．

最後に，本稿で扱っていない事項について簡単に述べておく．本稿で「エタールコ

ホモロジー」といえば，ほとんどの場合，代数的閉体上の代数多様体に対する定数層

Q`（`は基礎体で可逆な素数）を係数とするエタールコホモロジーのことである．実

は，エタールコホモロジーの理論は，任意のスキームに対して展開できる．体の Spec

のエタールコホモロジーを考えることでGaloisコホモロジーの理論と繋がり，整数論

への応用上も重要である．しかし，本稿ではこれについては一切触れなかった5．これ

以外にも本稿で触れていない（触れることができなかった）重要なテーマとしては，

5これは，位相幾何学におけるコホモロジーと，体論における Galoisコホモロジーはかなり雰囲気
が異なるものであり，一緒に述べない方が分かりやすいだろうと考えたからである．
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次のようなものがある : エタール基本群の理論，エタール `進層の理論，「重さ」の

理論，三角和への応用，偏屈層の理論，Hodge理論との類似，有限Chevalley群の表

現論への応用，保型表現に伴うGalois表現・志村多様体・Langlands対応への応用，

代数的サイクル・Chow群への応用，代数多様体の周期との関係，混合モチーフの理

論，モチヴィックコホモロジー，ゼータ関数の特殊値・代数的K理論との関係など．

これらについて興味をもたれた読者は，[EGA], [SGA] はもちろんのこと，興味に応

じて [Corvallis], [AnnArbor], [Seattle], [Toronto], [A1] などの参考文献に進んでいた

だければ幸いである．

エタールコホモロジーやモチーフという広大なテーマをこのような小文で解説し尽

くすことはもちろんできないし，そのようなことは目指していない．いろいろと不備

もあるとは思うが，必要に応じて参考文献などで補っていただきたい．本稿が整数論

や数論幾何を勉強している学生や，これから勉強しようという人々の助けに少しでも

なれば幸いである．

2008年 3月 マリーの森6にて 著者記す．

謝辞. 「整数論札幌夏の学校」の参加者の皆様には，講義中やそれ以外の時間を通し

て質問・コメントをいただきました．特に，肥田晴三氏（UCLA），田口雄一郎氏（九

州大）からは，保型形式やGalois表現に関する有意義なコメントをいただきました．

また，谷口隆氏（愛媛大），千田雅隆氏（東北大）には講義ノートを詳細にとってい

ただき，本稿を執筆する際の参考にさせていただきました．また，最後になりました

が，講演の機会をいただいた前田芳孝先生（北海道大）に感謝するとともに，著者の

遅筆により本稿の完成が大変遅れてしまったことをお詫びします．

6Le Bois-Marie. Grothendieckによるセミナー [SGA]が行われた場所．フランス高等科学研究所
(IHES)があるが，それ以外には何も無い．
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2. 保型形式とGalois表現

本節では，エタールコホモロジーやモチーフの理論への動機付けとして，保型形式

とGalois表現（Artin表現，`進表現，mod `表現）について簡単に復習し，「保型形

式に伴う `進表現」について述べる．

2.1. 保型形式の定義. ここでは，保型形式の定義を簡単に復習する．（詳しくは， [Se5],

[Sh], [Miy], [DiS] などの保型形式の教科書を参照．）

整数を成分とする行列式が 1の 2次正方行列全体を SL2(Z)とおく．整数N ≥ 1に

対し，SL2(Z)の部分群 Γ0(N) を次のように定める．

Γ0(N) :=

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 (modN)

}
H := {z ∈ C | Im (z) > 0}を複素上半平面，ε : (Z/NZ)× → C× を準同形（Dirich-

let指標）とする．kを整数であって，ε(−1) = (−1)kをみたすものとする7．

定義 2.1 (保型形式). Γ0(N)に関する (k, ε)-型の保型形式8とは，複素上半平面H上
の正則関数 f であって，

任意の

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)に対し， f

(
az + b

cz + d

)
= ε(d)(cz + d)kf(z)

をみたし，無限遠点で正則なものをいう．N, k, εをそれぞれ f のレベル，重さ，指

標という．

「無限遠点で正則」の意味を説明しよう．γ ∈ SL2(Z)に対し

(f |kγ)(z) = (cz + d)−kf

(
az + b

cz + d

)
とおく．f |kγは再びH上の正則関数となり (f |kγ)(z + N) = (f |kγ)(z) をみたす．し

たがって，

(f |kγ)(z) =
∞∑

n=−∞

ϕ(f, k, γ, n) e2πinz/N , ϕ(f, k, γ, n) ∈ C

という形に展開できる．条件「n < 0 ⇒ ϕ(f, k, γ, n) = 0」が任意の γ ∈ SL2(Z)に対

してなりたつとき，f は無限遠点で正則であるという．さらに強く，条件「n ≤ 0 ⇒
7条件 ε(−1) = (−1)k をみたさない場合でも，「保型形式」を定義することはできるが，その場合は

f(z) = 0となってしまう．
8ここでいう保型形式とは “modular form” の訳語である．“modular form” をモジュラー形式と訳

し，より一般の群に対する “automorphic form” を保型形式と訳し分けることも多いが，本稿では両
者を特に区別せずに「保型形式」と呼ぶことにする．
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ϕ(f, k, γ, n) = 0」が任意の γ ∈ SL2(Z)に対してなりたつとき，f は尖点的であると

いう．

N ′をN の約数で，N 6= N ′とする．f を Γ0(N
′)に関する保型形式とし，a ≥ 1を

aN ′がN を割り切るような正整数とすると，f(az)は Γ0(N)に関する保型形式とな

る．Γ0(N)に関する保型形式のうち，このようにしてレベルの小さい保型形式から得

られる保型形式の線形結合で表される保型形式を旧形式という．Petersson内積

〈f, g〉 :=

∫
D

f(z) g(z) yk−2 dxdy

（DはΓ0(N)のHへの作用の基本領域）によって旧形式の空間と直交している保型形
式を新形式という．（レベルN で初めて現れる「新しい」保型形式という意味である．

§2.7で述べる原始Dirichlet指標の類似である．）(
1 1
0 1

)
∈ Γ0(N) であるから，f(z + 1) = f(z)がなりたつ．したがって，f は

q = exp(2πiz)の関数として

f =
∞∑

n=0

anq
n

という形に展開できる（q展開）．qの負ベキの項が消えるのは，f が無限遠点で正則

であることの帰結である．f が尖点的であれば，a0 = 0である．a1 = 1がなりたつと

き，f は正規化されているという．

保型形式の空間にはHecke作用素と呼ばれる作用素が作用している．Hecke作用

素はN を割らない素数 pに対する

Tp : f =
∑

n

anq
n 7→ Tpf :=

∑
n

apnq
n + ε(p)pk−1

∑
n

anq
pn

およびN を割り切る素数 pに対する

Up : f =
∑

n

anq
n 7→ Upf :=

∑
n

apnq
n

がある．

保型形式の理論の中では，正規化されている尖点的な保型形式 f =
∑∞

n=1 anq
nで

あって，レベルN の新形式であり，さらに Hecke作用素の同時固有関数となってい

るものが特に重要である．このとき，Hecke作用素 Tp（またはUp）の固有値が，fの

q展開における qpの係数 apに等しいことが分かる．（Tpf や Upf の q展開おける qの

1次の項の係数を見よ．）f の L関数がDirichlet級数

L(s, f) =
∞∑

n=1

an

ns
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によって定義される．fがHecke作用素の同時固有関数であることを用いると，L(s, f)

はEuler積

L(s, f) =
∏

p は N を割らない

1

1 − app−s + ε(p)pk−1−2s
·

∏
p は N を割り切る

1

1 − app−s

を持つことが分かる．さらに L(s, f)は sの実部Re (s)が十分大きい領域で絶対収束

し，複素平面全体に正則関数として解析接続され，s ↔ k − s という形の関数等式を

みたす．

2.2. 保型形式の例 (1). Ramanujanの∆関数

∆ = q
∞∏

n=1

(1 − qn)24 =
∞∑

n=1

τ(n)qn

= q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + 4830q5 − 6048q6 − 16744q7 + · · ·

は最も基本的で重要な尖点的保型形式である．∆はレベル 1，重さ 12の保型形式で

あり，レベル 1の尖点的保型形式の中では最も重さが小さい．（尖点的でない保型形式

としては Eisenstein級数などがある．）モジュライ理論的には∆は楕円曲線の「判別

式」に対応しており，整数論のみならず，複素関数論，代数幾何学，数理物理，組み

合わせ論などにも現れる重要な対象である．その q展開の係数 τ(n)はRamanujanの

τ 関数と呼ばれており興味深い性質を持っている．（そのうちのいくつかは，∆に伴う

`進表現を用いることで鮮やかに説明・証明することができる（[Se3]）．）

Ramanujanのτ関数は，定義は単純だが，その具体的な性質の証明は難しい．L(s, ∆)

が Euler積を持つことを用いて，τ(n)が関係式

• n,m ≥ 1が互いに素なら，τ(nm) = τ(n)τ(m)．

• 素数 p，整数 a ≥ 0に対し，τ(pa+2) = τ(p)τ(pa+1) − p11τ(pa)

をみたすことが示される（Mordell）．有名なRamanujan予想

任意の素数 pに対し， |τ(p)| ≤ 2p11/2

は二項係数の和に関する初等的な主張であるにも関わらず，初等的証明はいまだに知

られていない．（pのベキに現れる 11は，∆の重さ 12から 1を引いたものに等しい．）

Ramanujan予想の今日知られている唯一の証明は，久賀‐佐藤多様体を用いてWeil

予想に帰着させるDeligneによるものである．（§3.8 を参照．）

7



2.3. 保型形式の例 (2). もう一つ例を挙げよう．

f = q
∞∏

n=1

(1 − qn)2(1 − q11n)2

= q − 2q2 − q3 + 2q4 + q5 + 2q6 − 2q7 − 2q9 − 2q10 + q11 + · · ·

重さ 2, レベル 11の自明な指標に関する保型形式である9．f の q展開を

f =
∞∑

n=1

anq
n

とおく．素数 p 6= 11に対し，楕円曲線

E : Y 2Z + Y Z2 = X3 − XZ2

のmod p還元の Fp-有理点の個数を#E(Fp)とおくと，

ap(E) = 1 + p − #E(Fp)

がなりたつ．このことは，f に伴うGalois表現が，楕円曲線Eの `進Tate加群（の

双対）を用いて作られることを意味する．（例 2.9，定理 2.10を参照．）これは谷山‐志

村予想の特別な場合である．またHasseの定理（例 3.6を参照）を用いることで，f

に対するRamanujan予想の類似（Ramanujan-Petersson予想）

任意の素数 pに対し， |ap| ≤ 2
√

p

が得られる．

2.4. Galois表現の定義. ここでは Galois表現とその L関数について簡単に述べる．

（詳しくは，[Se4], [Se6], [Se7], [Tay3] などを参照．特に，Taylorによる ICM講演録

[Tay3] は，最新の結果も踏まえて分かりやすく書かれている．）

以下，`を素数とする．

定義 2.2 (Galois表現). Kを体とし，Gal(K/K)をKの絶対Galois群とする．Eを

複素数体C，`進体（Q`の有限次拡大），有限体のいずれかとし，V を体E上の有限

次元ベクトル空間とする．KのGalois表現とは，連続準同形

ρ : Gal(K/K) −→ GL(V )

のことをいう．ここで，Gal(K/K)は Krull位相に関するコンパクト位相群である．

また，Eが有限体か複素数体のときは，GL(V )に離散位相を入れて考える．Eが `進

体のときは，GL(V )に `進位相を入れて考える．

9ここでは無限積展開を持つ保型形式を挙げたが，一般の保型形式はこのような無限積展開を持つ

わけではない．
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ρが既約とは，0でも ρ自身でもない部分表現が存在しないことをいう．また，表

現 ρ ⊗E E が既約のとき，ρは絶対既約であるという．

Eが複素数体のとき，ρをArtin表現という．Eが `進体のとき，ρを `進表現と

いう．Eが標数 `の有限体のとき，ρをmod `表現という．Artin表現やmod `表現

の像は常に有限群である．したがって，Artin表現やmod `表現を考えることと，有

限次Galois拡大L/Kと埋め込みϕ : Gal(L/K) ↪→ GL(V ) の組 (L/K, ϕ)を考えるこ

とは同値である．一般に，`進表現の像は有限とは限らない．体同形 Q`
∼= Cを固定

し10，像が有限な `進表現をArtin表現と同一視することも多い．

ρを体Kの `進表現とする．Gal(K/K)はコンパクト群なので，その ρによる像も

コンパクトである．したがって，V の基底をうまくとると，

ρ : Gal(K/K) −→ GLd(OE) ⊂ GLd(E)

となる．（V の次元を dとおいた．OEはEの整数環．）mEをOEの極大イデアルとす

ると，この写像のmod mEを考えることで，mod `表現

ρ : Gal(K/K) −→ GLd(OE/mE) = GLd(κE)

が得られる．（κE = OE/mE はEの剰余体．）ρを ρの剰余表現という．一般に，ρが

既約であっても ρが既約とは限らない．また，ρは ρから一意的に決まるとは限らな

いが（V の基底の取り方によるかもしれない），半単純化 ρssの同値類は ρから一意

的に決まる．これは，各 σ ∈ Gal(K/K)に対して，ρss(σ)の固有多項式が ρ(σ)の固

有多項式のmod mEに等しいことから分かる
11．特に剰余表現 ρの同値類は，もし既

約であれば，ρから一意的に決まる．

整数論においては，代数体のGalois表現が特に重要である．Kを代数体とし，簡

単のため各素点 vに対し，K上の埋め込みK ↪→ Kvを固定する（Kvは vにおけるK

の完備化）．これにより，

Gal(Kv/Kv) ⊂ Gal(K/K)

と思えるから，KのGalois表現ρに対し，そのGal(Kv/Kv)への制限ρv := ρ|Gal(Kv/Kv)

が考えられる．vを有限素点とし，剰余体を κ(v)とおくと，完全系列

1 −→ Iv −→ Gal(Kv/Kv) −→ Gal(κ(v)/κ(v)) −→ 1

10Q` も Cも連続濃度を持つ代数的閉体だから，Zornの補題により，体としては同形である．
11ρss の同値類は各 σ ∈ Gal(K/K)の固有多項式 det

(
T − ρss(σ)

)
で決まる．標数 0の体上の表現

と異なり，各 σの跡 Tr
(
ρss(σ)

)
だけでは ρss の同値類は決まらないことに注意．
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が得られる．Ivをvにおける惰性群という．κ(v)の位数を qvとおくと，Gal(κ(v)/κ(v))

は Ẑ（Zの副有限完備化）と同形であり，幾何的Frobenius元

Frobv : x 7→ x1/qv （qv乗写像の逆写像）

により位相的に生成される12．KvのGalois表現は，惰性群 Ivへの制限が自明となる

とき不分岐であるといい，そうでないとき分岐しているという．

2.5. Galois表現の L関数. 代数体Kの `進表現やArtin表現 ρに対し，その L関数

L(s, ρ)が定まる．

定義 2.3 (Galois表現の L関数). Kを代数体とし，

ρ : Gal(K/K) −→ GL(V )

を `進表現または Artin表現とする．ρが `進表現のときは（すなわち，V が Q`の

有限次拡大 E 上の有限次元ベクトル空間のときは），体同形 Q`
∼= Cを固定して，

ρ(σ) (σ ∈ Gal(K/K)) の固有値は複素数であると考える．また，ρが `進表現のとき

は，ρは `を割り切る素点で de Rhamであると仮定する13．このとき，ρの L関数

が Euler積

L(s, ρ) =
∏

v は有限素点

Lv(s, ρ)

によって定義される．局所因子 Lv(s, ρ)の定義は次の通りである．

(1) ρがArtin表現か，または ρが `進表現で剰余体 κ(v)の標数が `と互いに素で

ある場合．惰性群 Iv により固定される元のなす部分空間を V Iv := {v ∈ V |
ρ(σ)v = v (∀σ ∈ Iv)}とおくと，Frobvは自然に V Iv に作用する．その固有値

を αv,1, . . . , αv,dv ∈ C (dv = dim V Iv) とおき，局所因子を

Lv(s, ρ) :=
dv∏
i=1

1

1 − αv,iq−s
v

で定める．（qvは剰余体 κ(v)の位数である．）これを簡単に，

Lv(s, ρ) = det
(
1 − q−s

v Frobv; V
Iv

)−1

とも書く．

12代数学の教科書では，Frobv の逆元（単に Frobenius元と呼ぶか，または “幾何的” なものと区
別して数論的 Frobenius元と呼ぶ）を考えるものも多いが，本稿ではすべて「幾何的 Frobenius元」
で統一して考える．エタールコホモロジーから得られるGalois表現を考える際には，この方が自然で
ある．（§3.5性質 8，性質 9を参照．)

13これは p進Hodge理論（p = `）から来る条件であり，「`を割り切る素点で潜半安定」とも同値で
ある．代数多様体のエタールコホモロジーから得られる Galois表現はすべてこの条件をみたす．
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(2) ρが `進表現で剰余体κ(v)の標数が `に等しい場合14．ここでは詳しくは説明し

ないが，この場合は，FontaineによるDpst-関手を用いることで，KvのWeil-

Deligne表現Dpst(ρv)が得られ，それを用いて (1)と同様に局所因子 Lv(s, ρ)

が定まる :

Lv(s, ρ) := Lv

(
s, Dpst(ρv)

)
（詳しくは [Tay3]を参照．）

2.6. Galois表現の L関数の解析的性質 (予想). 整数論においては，

『“良い” L関数は複素平面全体に解析接続され，関数等式をみたすだろう．』

と広く信じられている．それでは，どのようなGalois表現が “良い” L関数を生み出

すのだろうか？後で述べるFontaine-Mazur予想（予想 5.1）を踏まえて，次のように

予想を定式化することができる．

予想 2.4. K を代数体とし，ρを `進表現または Artin表現とする．（ρが `進表現の

ときは，体同形Q`
∼= Cを固定して考える．）ρは絶対既約であり，有限個の vの外で

不分岐であると仮定する．さらに，ρが `進表現のときは，ρは `を割り切る素点で

de Rhamであると仮定する．このとき，ρのL関数L(s, ρ)は（ρが自明表現の場合の

s = 1における一位の極を除き）複素平面全体に正則関数として解析接続される．さ

らに，L(s, ρ)は（適当な形の）関数等式をみたす15．

特に予想 2.4の仮定は既約 Artin表現に対しては自動的にみたされるから16，予想

2.4は次の古典的な予想を特別な場合として含む．

予想 2.5 (Artin予想). Kを代数体とし，n ≥ 1とする．

ρ : Gal(K/K) −→ GLn(C)

を既約Artin表現とする．このとき，L(s, ρ)は（n = 1で ρが自明表現の場合の s = 1

における一位の極を除き）複素平面全体に正則関数として解析接続される．

14歴史的にはこの場合を避けて議論することも多い．`進表現を個別に考えるのではなく，すべての
素数 `に関する `進表現の整合系 (compatible system)を考え，『整合系に対して L関数が定まる』と
考える（谷山豊）．エタールコホモロジーを用いて作られるGalois表現は整合系をなす（と期待され
ている）．しかし，現代においては，『一つの `のみから L関数が定まる』と考えることが重要である．
Wilesによる Fermatの最終定理の証明には，`として 3や 5といった特定の素数をとる技法（いわゆ
る (3, 5)-トリック）が用いられた（[Wi]）．

15Γ-因子（無限素点における局所因子）を定義して，Galois表現 ρのみを用いて関数等式の形を正
確に予想することもできる（[Se6], [Tay3]）．

16像が有限なGalois表現（Artin表現やmod `表現）に対しては，「有限個の vの外で不分岐」は自
動的にみたされる．
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n = 1の場合は類体論の帰結である．一般のnでも，L(s, ρ)が有理型関数として解

析接続され，（適当な形の）関数等式をみたすことが知られている．（Brauer誘導定理

を用いることで，n = 1の場合（類体論）に帰着できる．）

n ≥ 2のときは，この予想が証明されているケースは少ない．Langlands-Tunnell

の定理により，n = 2で ρの像が可解群ならなりたつ．一般の nで ρの像がベキ零

群のときは，Arthur-ClozelによってGL(n)の底変換定理の応用として証明されてい

る（[AC]）．また，最近では，K = Q, n = 2で ρが「奇」な場合17の予想 2.5が

Khare-Wintenbergerにより証明されている．（§2.9 を参照．）

2.7. Galois表現の例. Galois表現とその L関数の例をいくつか挙げよう．整数論に

現れる “良い” L関数の多くは，Galois表現の L関数として解釈される．

例 2.6 (自明表現とRiemannゼータ関数). K = Qとし，ρを自明表現とする．ρはす

べての素数 pで不分岐であり，ρ(Frobp)の固有値は 1である．したがって，

L(s, ρ) =
∏

p は素数

1

1 − p−s

が得られる．右辺の無限積を展開し，素因数分解の一意性を用いることで，

L(s, ρ) =
∞∑

n=1

1

ns
=: ζ(s)

が分かる（ζ(s)はRiemannゼータ関数）．特に，ζ(s)は複素平面全体に解析接続さ

れ，s = 1における一位の極を除いて正則であり，s ↔ 1− sという形の関数等式をみ

たす．

例 2.7 (Dirichlet指標とDirichletL関数). 一般に，円分体論（すなわちQの類体論）
により，Dirichlet指標を（1次元）Galois表現として解釈することができる．N ≥ 1

とする．導手N の原始Dirichlet指標とは，準同形

χ : (Z/NZ)× −→ C×

であって，(Z/MZ)× (M はN の約数，M 6= N) を経由しないものをいう．このと

き，χの L関数が

L(s, χ) :=
∑

m≥1, m は N と互いに素

χ(m)

ms
=

∏
p は N を割らない素数

1

1 − χ(p)p−s

で定まる．一方，ζN を 1の原始N 乗根とすると，円分体論における同形

Gal
(
Q(ζN)/Q

) ∼=−→ (Z/NZ)×, σ 7→ r(σ)
(
σ(ζN) = ζ

r(σ)
N

)
17すなわち，det ρ(c) = −1の場合．ここで c ∈ Gal(C/R)は複素共役である．
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があり18，次の写像

Gal
(
Q/Q

)
−→ Gal

(
Q(ζN)/Q

) ∼=−→ (Z/NZ)×
χ−→ C× a 7→a−1

−→ C×

の合成を ρとおけば19，ρは 1次元Artin表現で，

L(s, ρ) = L(s, χ)

をみたす．Kronecker-Weberの定理より，Qのすべてのアーベル拡大はあるQ(ζN)

に含まれるから，このようにして，Qのすべての 1次元Artin表現が得られることが

分かる．

例 2.8 (`進円分指標). K を体とし，`を K で可逆な素数とする．n ≥ 1に対し，

ζ`n ∈ K を 1の原始 `n乗根とする．σ ∈ Gal(K/K) に対し，σ(ζ`n)もまた 1の原始 `n

乗根なので，σ(ζ`n) = ζ
rn(σ)
`n (rn(σ) ∈ (Z/`nZ)×)と書ける．rn(σ)は ζ`nの選び方によ

らず，m ≥ nなら rm(σ) mod `n = rn(σ)をみたす．写像 σ 7→ rn(σ)の nに関する逆

極限により，準同形

χ` : Gal
(
K/K

)
−→ Z×

` = lim
←−

(Z/`nZ)× ↪→ Q×
` = GL1(Q`)

が得られる．χ`はK の 1次元 `進表現であり，その像は一般には無限群である．χ`

をK の `進円分指標という．K が代数体なら，`を割らない有限素点 vにおいて χ`

は不分岐で，χ`(Frobv) = q−1
v をみたす（qv は v の剰余体の位数）．また，`進表

現 ρ : Gal(K/K) → GL(V )と整数 n ∈ Zに対し，テンソル積 ρ ⊗ χ⊗n
` のことを

ρ(n) : Gal(K/K) → GL(V (n)) と書く．ρ(n), V (n)をそれぞれ ρ, V の Tate捻りと

いう．

例 2.9 (楕円曲線の `進Tate加群). Kを体とし，EをK上の楕円曲線とする．n ≥ 1

に対し，Eの n等分点のなす群を

E[n] = {P ∈ E(K) | P + · · · + P︸ ︷︷ ︸
n 個

= O}

とおく．（右辺の “P + · · · + P”はE(K)に定まる加法であり，O ∈ E(K)は無限遠点

（加法に関する単位元）である．）nがKで可逆であれば，E[n]は階数 2の自由Z/nZ
加群である．`をKで可逆な素数とし，

T`E := lim
←−

E[`n], V`E :=
(
T`E

)
⊗Z`

Q`

18N を割らない素数 pに対し，左辺における幾何的 Frobenius元 Frobp（の持ち上げの像）は，右

辺における p−1 に対応する．（pではない！）
19最後の写像 a 7→ a−1が “不自然” に思われるかもしれない．これは，Galois表現の L関数が幾何

的 Frobenius元（p乗写像の逆写像）により定義され，Dirichlet指標の L関数が（伝統的に）χ(p)で
定義されることの「帳尻」をあわせるためのものである．もちろん，数論的 Frobenius元（p乗写像）
を使って L関数を定義することもできるのだが，エタールコホモロジーとの整合性を優先して，本稿
ではあえてそうしなかった．
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とおくと，T`E, V`Eはそれぞれ Z`, Q`上の階数 2の自由加群であり，Gal(K/K)が

自然に作用する．T`E, V`Eを楕円曲線Eの `進Tate加群という．V`Eの双対空間を

V = HomQ`

(
V`E, Q`

)
とおくと，V にも自然にGal(K/K)が作用し，Kの 2次元 `進表現

ρE,` : Gal
(
K/K

)
−→ GL(V )

が得られる．V はEの 1次エタールコホモロジーH1
(
E⊗K K, Q`

)
と同形である．K

が位数 qの有限体 Fqであれば，qと互いに素な任意の素数 `に対し，

Tr
(
ρE,`(Frobq)

)
= 1 + q − #E(Fq)

がなりたつ．（#E(Fq)はEの Fq-有理点の個数である．例 3.9を参照．）

2.8. なぜGalois表現を考えることが大切なのか. 古典的な整数論の問題のうちのい

くつかは，Galois表現のL関数に関する問題に翻訳できる．例えば，

『どのような奇素数 pが，p = x2 + y2 （x, yは正整数）と書けるか？』

という問題（答え : 上のように書けることと，p ≡ 1 (mod 4)は同値）は二次形式

x2+y2が二次拡大Q(
√
−1)/Qのノルムであること，すなわちα = x+y

√
−1 ∈ Q(

√
−1)

に対して αとその共役 αとの積が

αα = (x + y
√
−1)(x − y

√
−1) = x2 + y2

となることと，Q(
√
−1)の類数が 1であることに注目すると，次の写像の合成

ρ : Gal(Q/Q) −→ Gal(Q(
√
−1)/Q) ∼= {±1} ↪→ C×

で定まるQの 1次元 Artin表現 ρに対し Frobpの行き先 ρ(Frobp)を問う問題，すな

わち，

『1次元Artin表現 ρの L関数 L(s, ρ)を決定せよ．』

という問題（答え :
√
−1は 1の原始 4乗根であるから，円分体論から次が分かる．導

手 4の非自明な（唯一の）原始Dirichlet指標

χ : (Z/4Z)× −→ C×, 1 7→ 1, 3 7→ −1

に対し，L(s, ρ) = L(s, χ)．特に，奇素数pに対しては，ρ(Frobp) = 1とp ≡ 1 (mod 4)

は同値）に翻訳できる．
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整数論における重要な定理の中には，「素数」や「方程式」といった個々の対象を離

れて，「Galois表現」を統一的に考察することで，見通しよく説明・証明されるものも

多い20．

2.9. 保型形式に伴うGalois表現. 例 2.7で述べたように，Qの類体論は，

原始的Dirichlet指標 χ ↔ Qの 1次元Artin表現 ρ

という一対一の対応として理解することができる21．Dirichlet指標の「2次元版」で

ある保型形式に，Qの 2次元Galois表現が対応することを述べる22．

一般に，Qの 2次元Galois表現 ρが奇 (および，偶)であるとは，det ρ(c) = −1 (お

よび，det ρ(c) = 1) となることをいう．（c ∈ Gal(C/R) ⊂ Gal(Q/Q)は複素共役で

ある．）

定理 2.10 ([De1], [DeS], [Ca], [Sch], [Sa] など). f =
∑∞

n=1 anq
nを正規化されている

尖点的な保型形式であって，Hecke作用素の同時固有関数となっているものとする．

fはレベルNの新形式であると仮定する．fの重さを k，指標を εとおく．`を素数と

し，体同形Q`
∼= Cを固定する．このとき，Qの「奇」で絶対既約な 2次元 `進表現

ρf,` : Gal
(
Q/Q

)
−→ GL(V )

（V はQ`の有限次拡大E上の 2次元ベクトル空間）が存在し，

L(s, f) = L(s, ρf,`)

をみたす23．ρf,`を保型形式 f に伴う `進表現という．さらに，次がなりたつ．

(1) pをN と互いに素な素数とする．p 6= `ならば，(ρf,`)pは不分岐で，

Tr
(
ρf,`(Frobp)

)
= ap, det

(
ρf,`(Frobp)

)
= ε(p)pk−1

がなりたつ．特に，ρf,`の行列式表現det ρf,`は τ⊗χ⊗1−k
` に等しい．ここで，χ`

は `進円分指標であり (例 2.8)，τは例 2.7の対応により εに対応する 1次元 `進

20もちろん，整数論における重要な定理の中には，Galois表現とは関係が無いものもある．（現在の
ところ関係が知られていないと言うべきか？）

21これは像が有限な場合である．この対応を，代数的Hecke指標とQの 1次元 `進表現の間の対応
に拡張することもできる．

22重さが 1の保型形式に 2次元 Artin表現（のうち「奇」なもの）が対応し，重さが 2以上の保型
形式に（像が無限な）`進表現が対応する．

23`進表現 ρf,`（の同値類）が一意的であることが，ρf,`が絶対既約であることとChebotarev密
度定理からしたがう．（Chebotarev密度定理から，`進表現 ρの半単純化（の同値類）が，有限個を除
くすべての素数 pに対する Tr ρ(Frobp)の値から一意的に決まることが分かる ([Se4])．）また，ρf,` と

ρg,` が同値であれば f = gとなることが，保型形式に対する重複度一定理からしたがう．
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表現（Artin表現）である．すなわち，Nを割らない素数 pに対し，τ(Frobp) =

χ(p)がなりたつ24．

(2) p = `のとき，(ρf,`)pは de Rhamである．さらに，Qpの代数的閉包の p進完

備化をCpとおくと，Gal(Qp/Qp)の作用と可換なCp上のベクトル空間として

の同形

V ⊗E Cp
∼= Cp ⊕ Cp(1 − k) （Hodge-Tate分解）

が存在する．左辺 V ⊗E CpにGal(Qp/Qp)は対角的に作用する．また，右辺

のCp(1 − k)はCpのTate捻りである25．

(3) k = 1のとき，ρf,`の像は有限群である．また，N を割らない素数 pで ρf,`は

不分岐である．ρf,`の同値類は `によらない26．

ここでは，多くの数学者による（Eichler, 志村五郎, Deligne, Serre, Langlands,

Carayol, Scholl，斎藤毅らによる）長年の結果の蓄積を一つの定理の形で書いた．ρf,`

が絶対既約であることの証明は Ribetによる．保型形式 f に対応するGL2(AQ)の保

型表現 πと局所Langlands対応を用いることで，Nを割り切る素数 pにおける対応を

精密に述べることができる．また，これは証明からしたがうのだが，ρf,`が単に（抽

象的に）存在するだけでなく，k ≥ 2の場合27，

『f に伴う `進表現 ρf,`は，久賀‐佐藤多様体と呼ばれる (k − 1)次元

代数多様体（モジュラー曲線上の楕円曲線族の自己ベキにより得られ

る代数多様体）の (k − 1)次エタールコホモロジーを用いて作られる』

という点は重要である．これを用いて，DeligneはRamanujan予想（およびRamanujan-

Petersson予想）をWeil予想に帰着することにより証明した（[De1], [De2]．本稿の

§3.8 も参照）．

24det ρf,` = τ ⊗ χ⊗1−k
` がなりたつことは，Chebotarev密度定理の帰結である．f の重さ kと指標

εは ε(−1) = (−1)k をみたすから（§2.1を見よ），det ρf,`(c) = (−1)k · (−1)1−k = −1 となり，ρf,`が

「奇」であることが分かる．
25ρf,` の p = `における様子から f の「重さ k」が復元できることになる．これは p進 Hodge理

論の帰結である．一般に，Hodge-Tate分解とは次のような分解である : Qp の有限次拡大 F 上の

滑らかな射影的代数多様体 Y に対し，Gal(F/F )の作用と可換な Cp 上のベクトル空間としての同形

Hm
(
Y ⊗F F, Qp

)
⊗Qp Cp

∼=
⊕

i+j=m Hj
(
Y, Ωi

)
⊗F Cp(−i) がある．Gal(F/F )は左辺には対角的に

作用し，右辺のHj には自明に作用する．
26正確に言うと，体同形Q`

∼= Cの選び方による可能性はある．しかし，f の q展開の係数 anはす

べてある代数体に含まれるから，これはそれほど深刻なことではない．また，「ρf,` が Artin表現であ
る」ことから，「重さ 1の保型形式 f に対し，an は有限個の値しかとらない」という結論が得られる

（[DeS]）．
27k = 1の場合の ρf,` の構成は，重さの大きい保型形式との間の合同性を用いるもので，若干事情

が異なる（[DeS]）．
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定理 2.10は「保型形式 → Galois表現」という対応であるが，逆方向の「Galois表

現 → 保型形式 」という対応を考えることもできる28．これはGalois表現の保型性

予想と呼ばれ，一般には難しい問題である．Wiles（[Wi]）, Taylor-Wiles（[TW]）に

より創始された「R = T 定理」の発展により，最近では，Qや総実代数体上の「奇」
な 2次元Galois表現の保型性予想に対しては，いくつかの結果が得られるようになっ

てきた．Q上の楕円曲線 Eの `進 Tate加群により得られる 2次元 `進表現は重さ 2

の保型形式に伴うというのが谷山‐志村予想であり，Breuil-Conrad-Diamond-Taylor

により完全に解決された（[BCDT]）．与えられたQの既約で「奇」な 2次元mod `

表現 ρは，保型形式に伴う `進表現のmod `で得られるというのが Serre予想であ

り，Taylor，Shepherd-Barronらによる部分的解決の後，Taylorによる「潜保型性」

やKisinによる「Rred = T 定理」を用いて，Khare-Wintenbergerにより解決された

（[SBT], [KW]）．Serre予想に Buzzard-Taylorによる p進保型形式の “はりあわせ”

（または “p進解析接続”）の議論を組み合わせることで，強Artin予想（既約で「奇」

なQの 2次元Artin表現が，重さ 1の保型形式に伴うという予想）が証明され，その

帰結として（n = 2, K = Qで「奇」な場合の）Artin予想（予想 2.5）が証明された．

（Qの 2次元 `進表現に対する保型性予想の現状については，[Kis] やそこで引用され

ている文献を参照．）

2.10. 非可換類体論へ. Qの 2次元非可換類体論を

保型形式 f ↔ Qの 2次元 `進表現 ρf,`

という形で理解することができる．左辺は「GL2(AQ)の保型表現」の特別な場合（正

則保型形式に対応する場合．「奇」なGalois表現に対応する）である．最近では，よ

り一般の代数体Kに対して，

GLn(AK)の（代数的）保型表現 π ↔ Kの n次元（幾何的）`進表現 ρπ,`

という形の非可換類体論が研究されている．高次元志村多様体（モジュラー曲線の一

般化）のエタールコホモロジーを用いることで，いくつかの特別な場合（Kが総実代

数体かCM体で，πが様々な技術的仮定をみたす場合）には，

GLn(AK)の保型表現 πに伴う n次元 `進表現 ρπ,`

が構成され，整数論的応用も得られている（[Tay3], [HT], [TY], [Tanoshimi]）．

28Qの「偶」な 2次元Galois表現は実解析的な保型形式（Maassの波動形式）に伴うと期待されて
いるが，現時点では「保型形式 ↔ Galois表現」の対応のいずれの方向も証明されていない．実解析
的な保型形式に対しては，数論幾何的な手法が使えないことが一因である．
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3. Weil予想とエタールコホモロジー

ここでは，数論幾何の発展の原動力となったWeil予想（有限体上の代数多様体に

対するRiemann予想の類似）と，その解決に大きな役割を果たしたエタールコホモ

ロジーについて述べる．

3.1. Hasse-Weilゼータ関数. まず，古典的なRiemann予想について思い出しておこ

う．Riemannゼータ関数はDirichlet級数

ζ(s) :=
∞∑

n=1

1

ns

で定義される関数である．右辺は sの実部が十分に大きいところで絶対収束し（実際

にはRe(s) > 1でよい），複素平面全体に有理型関数として解析接続され，s = 1に

おける 1位の極を除いて正則である．また，ζ(s)は s ↔ 1 − sという形の関数等式を

みたす．ζ(s)は負の偶数（s = −2, −4, −6, . . .）で零点（自明な零点）を持つ．有名

なRiemann予想

『ζ(s)の零点は，自明な零点以外は直線Re(s) = 1
2
上にある』

は今日でも未解決である．

素因数分解の一意性から，ζ(s)はRe(s) > 1において Euler積

ζ(s) =
∏

p は素数

1

1 − p−s

をもつ．スキーム Spec Zの閉点はZの極大イデアルに対応し，(p) = pZ（pは素数）

という形をしているから，

ζ(s) =
∏

x∈|Spec Z|

1

1 − #(κ(x))−s

という形に書ける．ここで，|Spec Z|はスキーム Spec Zの閉点の集合である．（一般
にスキームX の閉点の集合を |X|で表す．）また，κ(x)は xにおける剰余体であり，

#(κ(x))はその位数である．（x = (p)なら κ(x) = Fp，#(κ(x)) = pである．）

定義 3.1. Xを Spec Z上有限型のスキームとする．このとき，XのHasse-Weilゼー

タ関数を Euler積

ζ(s,X) :=
∏

x∈|X|

1

1 − #(κ(x))−s

で定義する．右辺は sの実部が十分大きいところで収束する．
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X = Spec Zのときに ζ(s, Spec Z)がRiemannゼータ関数になることを述べた．一

般にX = Spec OK（Kは代数体，OKはKの整数環）のとき，ζ(s, Spec OK)はKの

Dedekindゼータ関数に等しい．

任意の Spec Z上有限型のスキームXに対し，ζ(s,X)は複素平面全体に有理型関数

として解析接続され，さらにXが良い性質を持てば ζ(s,X)は関数等式をみたすと予

想されている29．この予想は，エタールコホモロジーから定まるGalois表現を用いて，

Galois表現のL関数の問題として精密に定式化することができる30．しかし，（代数体

の整数環の場合や，本節でこれから述べる有限体上の代数多様体の場合を除いて）証

明されている例は極めて少ない．XがQ上の楕円曲線（のNéronモデル）の場合で

さえ，この予想が証明されたのは最近のことである．（谷山‐志村予想の帰結である．）

3.2. Weil予想 (古典的定式化).

補題 3.2. 有限体 Fq上の代数多様体Xに対し，

ζ(s,X) = exp

( ∞∑
m=1

#X(Fqm)
(q−s)m

m

)
がなりたつ．これは両辺を T = q−sに関する有理数係数の形式的ベキ級数と考えたと

きの等式である．

証明. 閉点x ∈ |X|における剰余体κ(x)の位数をqmxとおくと，#(κ(x))−s = (q−s)mx =

Tmx だから，左辺の logは

log ζ(s,X) =
∑

x∈|X|

log

(
1

1 − #(κ(x))−s

)
=

∑
x∈|X|

log

(
1

1 − Tmx

)

=
∑

x∈|X|

∞∑
n=1

(Tmx)n

n
=

∑
x∈|X|

∞∑
n=1

mx
T (mxn)

(mxn)

=
∞∑

n=1

( ∑
x∈|X|, mx は n の約数

mx

)
T n

n

と書ける．よって， ∑
x∈|X|, mx は n の約数

mx = #X(Fqn)

29もちろん，Riemann予想の類似を “期待” することもできるが，Riemann予想は Spec Zの場合
でさえ証明されていないから，一般的な「予想」を述べるのは性急すぎるかもしれない．

30Hasse-Weilゼータ関数とGalois表現のL関数の関係については §3.10を参照．また，[Se6], [Tay3],
[Tay1], [Tay2] を参照．
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を示せばよい．これは，各閉点 x ∈ |X|に対し，（Fq上共役なmx個の）Fqmx -有理点

の組 Px,1, . . . , Px,mx が定まり，これにより一対一対応

|X| 1:1←→
{
X(Fq)のGal(Fq/Fq)-軌道

}
x ←→ {Px,1, . . . , Px,mx}

が得られることの帰結である．（閉点 x ∈ |X|は，各X(Fqn)（nはmxの倍数）にmx

個ずつ寄与する．） ¤

定義 3.3. 有限体 Fq上の代数多様体Xに対し，変数 T に関する形式的ベキ級数

Z(T,X) := exp

( ∞∑
m=1

#X(Fqm)
Tm

m

)
をXの合同ゼータ関数という．（Xの合同ゼータ関数とHasse-Weilゼータ関数の間に

は ζ(s,X) = Z(q−s, X) の関係がある．）

Weilは，有限体上のFermat型の超曲面の有理点の個数を数えることで，合同ゼー

タ関数を計算し，次の予想に導かれた（[We]）．

予想 3.4 (Weil予想). 有限体 Fq上の代数多様体Xの合同ゼータ関数Z(T,X)は次を

みたす．

(1) (有理性) Z(T,X)は T に関する有理関数である．すなわち，T に関する 0で

ない多項式の比で表される．

(2) (関数等式) Xが Fq上の滑らかな射影的代数多様体とすると，Z(T,X)は

Z

(
1

qnT
, X

)
= ±qnχ/2 · T χ · Z(T,X)

をみたす．ここで nはXの次元である．χはXのEuler数であり，対角集合

∆ ⊂ X × X の自己交点数で定義される : χ := ∆ · ∆．（Euler数については

§3.6 を参照．）

(3) (Riemann予想の類似) Z(T,X)は

Z(T,X) =
P1(T ) · P3(T ) · · ·P2n−1(T )

P0(T ) · P2(T ) · P4(T ) · · ·P2n(T )
,

Pi(T ) =
∏

j

(1 − αi,jT ), |αi,j| = qi/2

という形に書ける．（「|αi,j| = qi/2」の正確な意味は次の通り : αi,jは代数的数

で，そのすべての共役の複素絶対値が qi/2に等しい．）
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(4) (Betti数の一致) Xが代数体K上の滑らかな射影的代数多様体Y の標数 p還

元で得られると仮定する．（すなわち，Y の定義方程式の係数をmod mv（vは

pの上にあるKの有限素点，mv ⊂ OKは対応するOKの極大イデアル）した

ものがX の定義方程式であるとする．）任意の体の埋め込みK ↪→ Cに対し，
Y (C)は複素多様体であるから，その特異コホモロジーH i(Y (C), Q)が定義さ

れる．その次元 (Betti数)は多項式 Pi(T )の次数に等しい :

dimQ H i
(
Y (C), Q

)
= deg Pi(T )

(1)から，特に，ζ(s,X) = Z(q−s, X)が sに関する有理型関数としてC全体に解析
接続されることが分かる．(2)をHasse-Weilゼータ関数の言葉に翻訳すると，T = q−s

であるから，s ↔ n − sという形の関数等式が得られる．また，複素数 q に対し，

|q−s| = q−Re(s) であるから，(3)はHasse-Weilゼータ関数の極や零点の実部に関する

主張である．

楕円曲線の場合の予想 3.4はHasseによって 1930年代には知られていた（例 3.6）．

（Hasseは 1933年と 1934年に 2通り31の証明を与えている．）Weilは 1940年代に代数

曲線の場合や（2通り32の証明を与えている），アーベル多様体の場合を解決した．最

終的に，Artin, Grothendieckらによるエタールコホモロジーの基礎付けを経て，予

想 3.4はDeligneによって解決された（[De2], [De3]）．（Deligneもまた 2通り33の証明

を与えている！）

例 3.5. Xを n次元射影空間 Pnとする．このとき，

Pn(Fqm) = qmn + qm(n−1) + · · · + qm + 1 =
n∑

k=0

qkm

であるから，

Z(T,X) = exp

( ∞∑
m=1

n∑
k=0

qkm Tm

m

)
=

n∏
k=0

exp

( ∞∑
m=1

(qkT )m

m

)
=

n∏
k=0

1

1 − qkT

となる．Pnの Euler数は χ = n + 1であり，射影空間 Pn(C)のBetti数は

dimQ H i(Pn(C), Q) =

{
1 i = 0, 2, 4, . . . , 2n

0 それ以外

31標数 0の体上に持ち上げて虚数乗法論を用いる証明と，標数 pの体上の Frobenius射を用いる証
明である．

32Jacobi多様体を用いて代数曲線の場合をアーベル多様体の場合に帰着する方法と，代数曲線のベ
キ C ×C 上の Hodge指数定理を用いる方法である．これらはGrothendieckによる「スタンダード予
想」の動機付けとなった．

33[De2], [De3] の証明のアイデアは若干異なるが，使われている道具（エタールコホモロジー，Lef-
schetzペンシル，関数体上の L関数の収束性など）には共通のものが多い．（HasseやWeilに比べる
と）“2通りの別証明” とまでは言えないかもしれない．
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であるから，P2k(T ) = 1 − qkT (k = 0, . . . , n)，P2k+1(T ) = 1 (k = 0, . . . , n − 1)とお

けば，予想 3.4 が確かめられる34．

例 3.6 (Hasseの定理). Eを有限体 Fq上の楕円曲線とする．Fqの標数が 2でも 3で

もなければ，Eは射影空間 P2の中で 3次式 (Weierstrass標準形)

E : Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3 (a, b ∈ Fq, 4a3 + 27b2 6= 0)

で定義される滑らかな射影的代数曲線である．このとき，代数的数 α, β ∈ Cが存在
して，αβ = qかつ，任意のm ≥ 1に対して

#E(Fqm) = 1 − (αm + βm) + qm

をみたす．（これはLefschetz跡公式を用いて解釈できる．例 3.9を参照．）これより，

Eの合同ゼータ関数は

Z(T,E) = exp

( ∞∑
m=1

(
1 − (αm + βm) + qm

)Tm

m

)
=

(1 − αT )(1 − βT )

(1 − T )(1 − qT )

と書ける．C上の楕円曲線は「1人乗りの浮き輪」であるから，その Betti数を考慮

すると，予想 3.4 (1), (3) から，P1(T ) = (1 − αT )(1 − βT ) となるはずである．した

がって，予想 3.4 (3) (Riemann予想の類似)は

|α| = |β| = q1/2 ⇐⇒ P (T ) = 0が重解か，または 2個の異なる虚数解を持つ．

⇐⇒ (α + β)2 ≤ 4q

となるが，α + β = 1 + q − #E(Fq) に注意すると，不等式∣∣1 + q − #E(Fq)
∣∣ ≤ 2

√
q (Hasseの不等式)

と同値であることが分かる．このように，楕円曲線に対するWeil予想は，

『#E(Fq)はほぼ q + 1であり，その “誤差項” がとても小さい』

という整数論的な意味を持つ35

34厳密に言うと，予想 3.4 (4) は Fq 上の射影空間 Pn の標数 0への「すべての」持ち上げに対する
主張であるから，特定の持ち上げ（すなわち Pn(C)自身）に対して等号を確かめただけでは，予想 3.4
(4)を証明したことにはならない．

35例えば，素数 p = 1, 000, 003に対し，Fp 上の楕円曲線 E : Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3 を考える．

P2上の Fp-有理点は p2 + p + 1 = 1, 000, 007, 000, 013個もあるが，そのうち Eを定義する 3次方程式
をみたすものが，998, 004個以上 1, 002, 004個以下であることが分かる．Hasseの定理をうまく用い
ることで，有限体上の楕円曲線の有理点の個数を効率よく計算することができる．
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3.3. Weil予想への位相幾何学的アプローチ. Weilは，当時発達していた位相幾何学

からのアイデアを取り入れることで，Weil予想（予想 3.4）に取り組んだ．Weilによ

る大胆なアイデアを一言で言えば，

『Frobenius射に対して Lefschetz跡公式を用いる』

というものであった．（[Kl2]，8ページの footnote を参照．）

これについて説明しよう．Xを有限体 Fq上の射影的代数多様体とする．Xは十分

次元の大きい射影空間に含まれ（X ⊂ Pmとする），いくつかの Fq-係数の多項式の

共通零点として表される．

X =
{
[x0 : · · · : xm] ∈ Pm

∣∣ F1(x0, . . . , xm) = · · · = Fr(x0, . . . , xm) = 0
}

（[x0 : · · · : xm]は Pmの斉次座標．F1, . . . , Frは (m + 1)変数で Fqに係数を持つ斉次

多項式．）斉次座標を q乗する写像

[x0 : · · · : xm] 7→ [xq
0 : · · · : xq

m]

はXを自分自身にうつすから，これを F : X → Xで表し，XのFrobenius射と呼

ぶ．一方で，有限体のGalois理論により Fq = {a ∈ Fq | aq = a} であるから，F の固

定点の集合 Fix(F )は，Xの Fq-有理点の集合X(Fq)に一致する
36 :

Fix(F ) := {x ∈ X | F (x) = x} = X(Fq).

同様に，Fix(Fm) = X(Fqm)である．予想 3.4のためには，X の Fqm-有理点の個数

#X(Fqm) をうまくコントロールする必要があるが，そのためには Frobenius射のベ

キの固定点集合の位数#Fix(Fm) がコントロールできればよい．

位相幾何学におけるLefschetz跡公式を思い出そう．これは，大雑把に言えば，M

をコンパクト位相多様体，ϕ : M → M を連続写像とし，ϕの固定点集合をFix(ϕ) :=

{x ∈ M | ϕ(x) = x} とおくと，

#Fix(ϕ) =
∑

i

(−1)i Tr
(
ϕ∗; H i(M)

)
がなりたつという定理である37．ここでH i(M)はMの（特異）コホモロジーであり，

ϕ∗ : H i(M) → H i(M) は ϕから誘導される線形写像である．

36ここで重要なことは，Gal(Fq/Fq)の位相的生成元（q乗写像）のX(Fq) への作用が，F : X → X
という代数多様体の間の射（Frobenius射）に “化ける” ことである．このようなことは有限体以外の
基礎体では期待できない．

37これはやや不正確である．正しい定理を述べるためには，Fix(ϕ)が孤立していることなどを仮定
し（そうでないと「個数」に意味がない），左辺を「重複度を込めた和」に置き換えるなどの修正が

必要である．また，M がコンパクトでなくても（あるいは位相多様体でなくても）なりたつ場合もあ

る．詳しくは位相幾何学の教科書を参照．
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Xは有限体上の代数多様体であるから，もちろん，この定理を適用することはでき

ない．ここで，大胆にも（！），

『Frobenius射F : X → Xに対しても，何らかの意味で「Lefschetz跡

公式の類似」がなりたつ』

と “仮定” する．すなわち，Xの「コホモロジー」と呼ばれる有限次元ベクトル空間

H i(X)が存在して，

#Fix(Fm) =
∑

i

(−1)i Tr
(
(F ∗)m; H i(X)

)
がなりたつとする．線形写像 F ∗ : H i(X) → H i(X)の固有値を αi,1, . . . , αi,ki

とおく

と，#Fix(Fm) = X(Fqm) であるから，

X(Fqm) =
∑

i

(−1)i
∑

j

αm
i,j

が分かり，Xの合同ゼータ関数に関する公式

Z(T,X) = exp

( ∞∑
m=1

∑
i

(−1)i
∑

j

αm
i,j

Tm

m

)
=

∏
i,j

(
exp

( ∞∑
m=1

(αi,jT )m

m

))(−1)i

=
∏
i,j

(
1

1 − αi,jT

)(−1)i

=
∏
i,j

(1 − αi,jT )(−1)i+1

が得られる．こうして，「コホモロジー」の存在と，それに対して『Lefschetz跡公式

がなりたつ』という “仮定” から，合同ゼータ関数 Z(T,X)が有理関数である (予想

3.4 (1)) という整数論的な命題が形式的に導かれてしまう．

それでは，ここで存在を “仮定” した，Xの「コホモロジー」とは一体何なのだろ

うか？もちろん，X は位相多様体ではないから，位相幾何における定義をそのまま

採用するわけにはいかない38．Weilは代数曲線の Jacobi多様体のTate加群を用いて，

「代数曲線の H1」にあたるものを考察し，曲線の場合やアーベル多様体の場合の予

想 3.4を証明した．その目的のために，Weilが代数幾何学の基礎付けを行ったことは

有名である39．Grothendieckは [EGA] において「スキーム」を導入し，代数幾何学

の徹底的な基礎付けを行った後，位相空間や層といった概念を抽象化し，スキームに

対する（通常の Zariski位相とは異なる）「エタール位相」の概念を導入し，それを用

38Xは Zariski位相を持つから，もちろんその位相に関するコホモロジーを定義することはでき，代
数幾何学への応用上重要である（連接層のコホモロジー ([Har])）．しかし，これはX の「形」や整数
論的性質を十分に表すものではなく，Weil予想への応用上は不十分である．

39歴史的には，C上の代数曲線（Riemann面）の Jacobi多様体は位相的・複素解析的な方法で研
究されていたが，Weilはそれらの理論を代数的に（有限体上で）展開する必要があった．
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いてコホモロジーを定義した ([SGA])．これが次に述べるエタールコホモロジーであ

る．[EGA]の冒頭に壮大なプロジェクト開始当初に予定されていた「目次」を見るこ

とができる40．Grothendieckによる [EGA] の目標の一つは，Weilのアイデアをさら

に発展させて，Weil予想を「自然に証明する」ことであった．

3.4. エタールコホモロジー（入門）. ここでは，整数論への応用を踏まえて，エター

ルコホモロジーがどういうもので，それがどう役に立つのか，ということに重点を置

いて説明する．エタールコホモロジーの定義を説明したり，その基本的な性質を証明

することは一切しない（できない）ので，適宜文献を参照していただきたい．（文献に

ついては，§3.11 を参照．）

Kと体とし，`をKで可逆な素数とする．K上の代数多様体Xに対し，i次 `進エ

タールコホモロジー

H i
(
X ⊗K K, Q`

)
が定まる41．これはQ`上の有限次元ベクトル空間であり，Kの絶対Galois群Gal(K/K)

が連続に作用する．これによりKの `進表現

ρ : Gal(K/K) −→ GL
(
H i

(
X ⊗K K, Q`

))
が得られる．本稿の「はじめに」にも述べたように，

『エタールコホモロジーを用いることで，代数多様体からGalois表現

（`進表現）を作ることができる』

という点は重要である．

各次数 iに対するエタールコホモロジーをまとめて，

H∗(X ⊗K K, Q`

)
:=

⊕
i

H i
(
X ⊗K K, Q`

)
と書く．

3.5. エタールコホモロジーの基本的性質. ここでは主に整数論への応用上重要な性質

を説明することにし，定理の主張の一般的な定式化は行わない．次の性質はどれも

40[EGA I]の 6ページを見よ．
41`がK の標数と等しい場合でもエタールコホモロジーは定義され，ガロア表現を得ることができ

る．しかし，エタールコホモロジーに対する重要な定理の中には，`がK で可逆な場合にしかなりた
たないものも多い．そこで，本稿では「`がK で可逆である」という仮定の下で説明することにする．
（詳しくは [SGA] を参照．）
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「自然」に見えるかもしれないが，（その見かけに反して）証明が極めて難しいものも

数多く含まれている．

性質 1 (関手性): エタールコホモロジーは反変関手である．すなわち，K 上の

代数多様体の間の射 f : X → Y に対し，引き戻しと呼ばれる線形写像

f∗ : H i
(
Y ⊗K K, Q`

)
−→ H i

(
X ⊗K K, Q`

)
が誘導される．f∗はGal(K/K)の作用と可換である．また，f が恒等射なら

f∗は恒等写像で，f : X → Y, g : Y → Z に対して (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ がなり

たつ．

性質 2 (有限性): H i
(
X ⊗K K, Q`

)
はQ`上の有限次元ベクトル空間である．ま

た，X の次元を nとおくと，i < 0および i > 2nではH i
(
X ⊗K K, Q`

)
= 0

である42．

性質 3 (特異コホモロジーとの比較定理): K = Cのとき，自然な同形

H i
(
X ⊗K K, Q`

) ∼= H i
(
X(C), Q

)
⊗Q Q`

が存在する．ここで右辺の H i
(
X(C), Q

)
は位相空間 X(C)の特異コホモロ

ジーである．

性質 4 (代数的閉体の変更に関する不変性): K ′ を K を含む代数的閉体とする

（例えばKが代数体で，K ′ = C）．このとき，自然な同形

H i
(
X ⊗K K, Q`

) ∼= H i
(
X ⊗K K ′, Q`

)
が存在する．

性質 3，性質 4をあわせると，次が導かれる : 代数体K上のXと任意の体の埋め

込みK ↪→ Cに対し，エタールコホモロジーH i
(
X ⊗K K, Q`

)
のQ`上の次元は，位

相空間X(C)のBetti数 bi(X(C))に等しい43．

Xの次元を nとすると，Gal(K/K)の作用と可換な自然な同形

H0
(
X ⊗K K, Q`

) ∼= Q`, H2n
(
X ⊗K K, Q`

) ∼= Q`(−n)

がある．（後者は向き付け写像と呼ばれている．Q`(−n)はTate捻りである（例 2.8を

参照）．）また，任意の i, jに対し，カップ積と呼ばれる双線形写像

H i
(
X ⊗K K, Q`

)
× Hj

(
X ⊗K K, Q`

)
−→ H i+j

(
X ⊗K K, Q`

)
, (α, β) 7→ α · β

42これはK = Cの場合，X(C)は 2n次元の位相多様体になる（したがって，i < 0および i > 2n
ではその i次特異コホモロジーが消える）ことの対応物であると考えられる．

43Betti数 bi(X(C))が埋め込みK ↪→ Cのとり方によらないことは自明ではない（[Se1]）．一般に，
C上の代数多様体X,X ′ が互いに共役（Aut(C/Q)の元でうつりあう）であっても，X(C), X ′(C)は
同相とは限らない（[Se2]）．
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がある．カップ積はα ·β = (−1)ijβ ·αをみたし，引き戻しと可換である．（f : X → Y

に対し，f∗(α · β) = (f∗α) · (f∗β)がなりたつ．）

性質 5 (Poincaré双対定理): Xの次元を nとすると，カップ積と向き付け写像

から定まる双線形形式

H i
(
X ⊗K K, Q`

)
× H2n−i

(
X ⊗K K, Q`

)
(n) −→ Q`

は非退化である．

Poincaré双対定理より，Gal(K/K)の作用と可換な同形

H2n−i
(
X ⊗K K, Q`

) ∼=
(
H i

(
X ⊗K K, Q`

))∗
(−n)

が得られる（∗は双対空間を表す）．また，Xの次元を n，Y の次元をmとしたとき，

射 f : X → Y による引き戻し写像 f∗

f∗ : H2n−i
(
Y ⊗K K, Q`

)
−→ H2n−i

(
X ⊗K K, Q`

)
の双対写像

H i
(
X ⊗K K, Q`

)
(n) −→ H2m−(2n−i)

(
Y ⊗K K, Q`

)
(m)

のTate捻りで得られる写像を

f∗ : H i
(
X ⊗K K, Q`

)
−→ H i+2(m−n)

(
Y ⊗K K, Q`

)
(m − n)

とおく．

性質 6 (Künneth公式): X,Y に対し，直積からの射影をそれぞれ p : X ×Y →
X, q : X × Y → Y とおく．このとき，(α, β) 7→ (p∗α) · (q∗β) の和から導かれ

る写像( ⊕
i+j=k

H i
(
X ⊗K K, Q`

)
⊗ Hj

(
Y ⊗K K, Q`

))
∼=−→ Hk

(
(X × Y ) ⊗K K, Q`

)
は同形である．

引き続き，Xの次元を nとおく．Xの余次元 iの閉部分代数多様体の整数係数の形

式和 a1Z1 + · · · + arZr (a1, . . . , ar ∈ Z, Z1, . . . Zr ⊂ Xは余次元 i) のことを余次元 i

の代数的サイクルといい，その全体をCi(X)とおく．

性質 7 (サイクル写像): サイクル写像と呼ばれる写像

γX : Ci(X) −→ H2i
(
X ⊗K K, Q`

)
(i), Z 7→ γX(Z)
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が存在し，次をみたす．

• f : X → Y に対し f∗ ◦ γY = γX ◦ f∗，f∗ ◦ γX = γY ◦ f∗．

• Z ∈ Ci(X),W ∈ Cj(Y )に対し，γX×Y (Z × W ) = γX(Z) ⊗ γY (W )．

• Xが1点のときは，C0(X) = Z, H0
(
X⊗K K, Q`

)
= Q`である．γX : Z →

Q`は 1を 1にうつす．

γX(Z)をZの定めるコホモロジー類という．Zが余次元 i，W が余次元 n − iであ

れば，Z · W = γX(Z) · γY (W ) がなりたつことが証明できる（左辺はZとW の交点

数．右辺はコホモロジー類のカップ積に向き付け写像を合成したもの）．

Galois表現への応用上は，次の性質が重要である．

性質 8 (標数 p還元における不変性): Xを有限体 Fq上の滑らかな射影的代数多

様体とし，代数体上の滑らかな射影的代数多様体 Y の標数 p還元として得ら

れると仮定する．すなわち，Y の定義方程式の係数をmod mv（vは pの上に

あるKの有限素点，mv ⊂ OKは対応するOKの極大イデアル）したものがX

の定義方程式であるとする．Kの vにおける完備化をKvとおく．`を qと互い

に素な素数とし，体の埋め込みK ↪→ Kv を固定する．このとき，Gal(Kv/Kv)

の作用と可換な同形

H i
(
Y ⊗K K, Q`

) ∼= H i
(
X ⊗Fq Fq, Q`

)
が存在する．

この同形から，特に，Gal(Kv/Kv)の左辺への作用は全射Gal(Kv/Kv) ³ Gal(Fq/Fq)

を経由するから，惰性群 Ivの作用は自明であり，H i
(
Y ⊗K K, Q`

)
から得られるK

の `進表現が vで不分岐であることが分かる．また，一般に，Y を代数体K上の滑ら

かな射影的代数多様体とすると，Y のエタールコホモロジーから定まる `進表現が有

限個を除くすべての vで不分岐44であることも分かる．

性質 9 (有限体上のFrobenius射): Xを有限体Fq上の代数多様体とし，Frobq ∈
Gal(Fq/Fq)を幾何的Frobenius元（q乗写像の逆写像）とする．また，F : X →
X を Frobenius射とする．このとき，Frobqと F がH i

(
X ⊗Fq Fq, Q`

)
に誘

導する写像は等しい．

これが Frobqを “幾何的” Frobenius元と呼んだ理由である．

44Y の定義方程式の係数を mod mv したものが剰余体 κ(v)上の滑らかな代数多様体を定め（この
ような vにおいて Y は良い還元を持つという），さらに剰余体 κ(v)において `が可逆であるとき，Y
のエタールコホモロジーから定まる `進表現は vにおいて不分岐である．
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3.6. Lefschetz跡公式. 上に述べた性質を用いることで，エタールコホモロジーに対

する Lefschetz跡公式が示される．

命題 3.7 (Lefschetz跡公式). Xを体K上の滑らかな射影的代数多様体とし，その次

元を nとおく．射 ϕ : X → Xの固定点集合を Fix(ϕ) :=
{
x ∈ X | ϕ(x) = x

}
とおく．

このとき，

“#Fix(ϕ)” =
2n∑
i=0

(−1)i Tr
(
ϕ∗; H i

(
X ⊗K K, Q`

))
がなりたつ．

証明を述べる前に，左辺の “#Fix(ϕ)” について説明する．写像X → X ×X, x 7→
(ϕ(x), x)の像を Γϕとおき，ϕ : X → Xのグラフという．また，対角写像X → X ×
X, x 7→ (x, x)の像を∆とおく．このとき，

“#Fix(ϕ)” := Γϕ · ∆

と定義する．ここで，右辺の Γϕ · ∆は 2つの部分代数多様体 Γϕ, ∆ ⊂ X × Xの交点

数であり，もし Γϕと∆が横断的に交わっていれば，共通部分 Γϕ ∩∆ = Fix(ϕ) の位

数と等しく，「ϕの固定点の個数」を数えていることになる．

命題 3.7は Γϕと∆が横断的に交わっていなくてもなりたつ．例えば，ϕとして恒

等写像 id : X → Xをとると，∆の自己交点数に関する公式

∆ · ∆ =
∑

i

(−1)i dimQ`
H i

(
X ⊗K K, Q`

)
が得られる45．Xが種数 gの滑らかな射影的代数曲線であれば，そのH1の次元は（標

数によらず）2gに等しく，

∆ · ∆ = 2 − 2g

となる．これが，予想 3.4 (2) において，∆ · ∆をEuler数と呼んだ理由である．

α ∈ H2n
(
(X × X) ⊗K K, Q`

)
(n) に対して，X × Xの二つの成分を入れ替えたも

のを tαとおき，αの転置という．また αは写像（この写像も再び αで表す）

H i
(
X ⊗K K, Q`

)
−→ H i

(
X ⊗K K, Q`

)
, x 7→ p2∗

(
(p∗1x

)
· α)

を引き起こす．（ここで，p1, p2 : X × X → X はそれぞれ第一，第二成分への射影で

ある．

p2∗ : H i+2n
(
X ⊗K K, Q`

)
(n) −→ H i

(
X ⊗K K, Q`

)
45特に，右辺は `の選び方によらないことが分かる．
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に注意．）∆のコホモロジー類 γX×X(∆) は恒等写像を誘導し，ϕのグラフ Γϕのコホ

モロジー類 γX×X(Γϕ) の誘導する写像はϕ∗に等しい．また，その転置 tγX×X(Γϕ) は

ϕ∗を誘導する．

したがって，命題 3.7を示すためには，より一般的な次の命題を示せば十分である．

（α = γX×X(Γϕ), β = γX×X(∆)とおけばよい）

命題 3.8 (Lefschetz跡公式の一般化). α, β ∈ H2n
(
(X × X) ⊗K K, Q`

)
(n) に対し，

α, βが誘導する写像の合成を

β ◦ α : H i
(
X ⊗K K, Q`

)
−→ H i

(
X ⊗K K, Q`

)
とおく．この写像の跡の交代和が次のようにして計算できる :

α · tβ =
∑

i

(−1)i Tr
(
β ◦ α; H i

(
X ⊗K K, Q`

))
（左辺はαと tβのカップ積で，向き付け写像α·tβ ∈ H4n

(
(X×X)⊗K K, Q`

)
(2n) ∼= Q`

によってQ`の元とみなす．）

証明.（[Kl], Proposition 1.3.6 を参照）. Künneth公式より

H2n
(
(X × X) ⊗K K, Q`

)
(n) ∼=

⊕
i

H i
(
X ⊗K K, Q`

)
(n) ⊗ H2n−i

(
X ⊗K K, Q`

)
であり，定理の両辺は α, βに関して双線形なので，α = αj ⊗ α′

2n−j, β = βk ⊗ β′
2n−k

と仮定してよい（添え字はコホモロジーの次数を表す）．x ∈ H i
(
X ⊗K K, Q`

)
の行

き先は (
β ◦ α

)
(x) = q∗

(
x · αj

)
· q∗

(
α′

2n−j · βk

)
· β′

2n−k

である．Xから一点P への射影を q : X → P とおいた．q∗の像はH∗(P ⊗K K, Q`

) ∼=
Q`の元（スカラー）である．

j 6= kなら q∗
(
α′

2n−j · βk

)
= 0 なので，右辺は β ◦ α = 0となる．また，左辺につい

ては，tβ = β′
2n−k ⊗ βkだから，α · tβ = (αj · β′

2n−k) ⊗ (α′
2n−j · βk) = 0 となる（j 6= k

なら，2n + (j − k) > 2nまたは 2n + (k − j) > 2nである）．したがって，0 = 0と

なって，命題 3.8の等式はなりたつ．

j = kのときは，命題 3.8の等式の右辺の交代和において，i = 2n − jの項のみが

残る．β ◦ αの像は β′
2n−jの定数倍に等しいから，右辺は

(−1)2n−j
(
q∗

(
β′

2n−j · αj

)
· q∗

(
α′

2n−j · βj

))
=

(
q∗

(
αj · β′

2n−j

)
· q∗

(
α′

2n−j · βj

))
= (q × q)∗

(
α · tβ

)
となり，命題 3.8の等式が得られる． ¤
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Xを有限体 Fq上の滑らかな射影的代数多様体とし，その次元を nとおく．m ≥ 1

とおく．Frobenius射のベキ Fm : X → X が接空間に零写像を誘導することから46，

X ×Xの部分代数多様体として，Frobenius射のグラフ ΓF と対角集合∆が横断的に

交わることが分かる．そして，Lefschetz跡公式（命題 3.7）から

#X(Fqm) =
2n∑
i=0

(−1)i Tr
(
(F ∗)m; H i

(
X ⊗Fq Fq, Q`

))
が分かる．（§3.4の性質 9より，右辺のF ∗をFrobqの作用に置き換えても同様．）この

ようにして，エタールコホモロジーの理論により，§3.3で “仮定” として述べた

『Frobenius射に対する Lefschetz跡公式』

が実現される．

例 3.9. Eを体K上の楕円曲線とする．例 2.9において，Q`上の 2次元ベクトル空間

V = HomQ`

(
(lim
←−

E[`n]) ⊗Z`
Q`, Q`

)
へのGal(K/K)の作用から，Kの 2次元 `進表現 ρE,`が得られることを述べた（`は

Kで可逆な素数）．V はEの 1次エタールコホモロジーと同形である :

V = H1
(
E ⊗K K, Q`

)
さらに，もしKが有限体Fqであれば，Frobenius射F はH0

(
E⊗K K, Q`

) ∼= Q` に自

明に作用し，H2
(
E ⊗K K, Q`

) ∼= Q`(−1) に q倍で作用する．したがって，Lefschetz

跡公式から

#E(Fq) = 1 − Tr
(
F ∗; V

)
+ q

が得られる．そして，§3.5, 性質 9を使うと，

Tr
(
ρE,`(Frobq)

)
= 1 + q − #E(Fq)

が得られる．

3.7. Weil予想 (エタールコホモロジーを用いた定式化). Weil予想 (予想 3.4)に戻

ろう．

エタールコホモロジーと Lefschetz跡公式（§3.6, 命題 3.7）を用いることで，§3.3

と同様の議論により，X の合同ゼータ関数 Z(X,T )に関する性質を示すことができ

る．その結果をまとめておこう．Xを有限体 Fq上の滑らかな射影的代数多様体とし，

46これは，Fq 上では q = 0なので，f(x) = xq の微分が f ′(x) = 0となることの帰結である．
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その次元を nとおく．Frobenius射 F のエタールコホモロジーH i
(
X ⊗Fq Fq, Q`

)
へ

の作用の固有値を αi,1, . . . , αi,ki
とおくと，Lefschetz跡公式（§3.6, 命題 3.7）より

#X(Fqm) =
2n∑
i=0

(−1)i
(
αm

i,1 + · · · + αm
i,ki

)
がなりたつ．また，

Pi(T ) := det
(
1 − TF ∗; H i

(
X ⊗Fq Fq, Q`

))
=

ki∏
j=1

(1 − αi,jT )

とおくと，Xの合同ゼータ関数は

Z(T,X) =
2n∏
i=0

(
Pi(T )

)(−1)i+1

=
P1(T ) · P3(T ) · · ·P2n−1(T )

P0(T ) · P2(T ) · P4(T ) · · ·P2n(T )

をみたす．特に，Z(T,X)が有理関数であること（予想 3.4（1））が分かる．Z(T,X)

の関数等式（予想 3.4（2））は，Poincaré双対定理（§3.4，性質 5）から次のようにし

て導かれる．同形

H2n−i
(
X ⊗Fq Fq, Q`

) ∼=
(
H i

(
X ⊗Fq Fq, Q`

))∗
(−n)

から，固有値の集合 {α2n−i,1, . . . , α2n−i,k2n−i
} と固有値の集合 {qnα−1

i,1 , . . . , qnα−1
i,ki

} は
（重複度を込めて）等しい．特に ki = k2n−iであり，( ki∏

j=1

αi,j

)( k2n−i∏
j=1

α2n−i,j

)
= qnki

となる．また，

Pi

(
1

qnT

)
=

ki∏
j=1

(
1 − αi,j

qnT

)
= (−1)ki ·

∏ki

j=1 αi,j

(qnT )ki
· P2n−i(T )

が分かる．Euler数が χ = k0 − k1 + · · · + k2nとなることに注意して，

Z

(
1

qnT
, X

)
= ±qnχ/2 · T χ · Z(T,X)

が得られる．また，Betti数の一致（予想 3.4（4））は §3.4の性質 3，性質 4，性質 8

の帰結である．

こうして，Weil予想は，最も難しい Riemann予想の類似（予想 3.4（3））を除い

て，エタールコホモロジーを用いて自然に証明される．残された予想 3.4（3）は，エ

タールコホモロジーへの Frobqの作用の固有値に関する次の定理に帰着される．

定理 3.10 ([De2], [De3]). Xを有限体Fq上の滑らかな射影的代数多様体とし，Frobe-

nius射FのエタールコホモロジーH i
(
X⊗Fq Fq, Q`

)
への作用の固有値をαi,1, . . . , αi,ki
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とおくと，任意の j (1 ≤ j ≤ ki)に対し，αi,j は代数的数で，そのすべての共役の複

素絶対値は qi/2に等しい．

Deligneは定理 3.10に対し，2通りの（少しだけ異なる）証明を与えた．（今日では

[De2]は “Weil I”, [De3]は “Weil II”と呼ばれている．）特に “Weil II”において，Weil

予想はエタール `進層に一般化された形で証明されており，その結果はその後の数論

幾何の発展の基礎となった47．

Deligneによる定理 3.10の証明は，Grothendieckが当初期待していたもの（これに

ついては次節で説明する）とは異なるものであった．残念ながらここではDeligneの

証明を紹介することはできないが，その証明は，関数体上のL関数の収束性に関する

解析数論の技法に，Lefschetzペンシルのモノドロミーという位相幾何学的なアイデ

アを組み合わせた驚くべきものであるということを述べておこう．

3.8. Weil予想の応用. Weil予想（およびDeligneの定理（定理 3.10））は，それ自身

重要であるのみならず，多くの応用を持つ．そのうちのいくつかを挙げよう．

Kを体とし，XをK上の滑らかな射影的代数多様体とする．`をKで可逆な素数

とする．Xの `進Betti数をエタールコホモロジーの次元

b`,i(X) := H i
(
X ⊗Fq Fq, Q`

)
で定義する．これが `によらないことはエタールコホモロジーに関する基本的な問題

である．§3.6 で b`,i(X)の交代和（Euler数）が `によらないことを述べたが，実は，

定理 3.10を用いることで，各 b`,i(X)が `によらないことを証明することができる．（本

稿では説明していないが）特殊化の議論により，標数が `と異なる有限体の場合に帰

着できる48．K = Fqとおく．Xの合同ゼータ関数は

Z(T,X) =
2n∏
i=0

(
Pi(T )

)(−1)i+1

=
P1(T ) · P3(T ) · · ·P2n−1(T )

P0(T ) · P2(T ) · P4(T ) · · ·P2n(T )

と書ける．関数Z(T,X)は `によらずに（ベキ級数として）定義され，T の関数とし

て複素平面全体に一意的に解析接続される49ことに注意しよう．定理 3.10を用いると，

関数 Z(T,X)の極また零点のうち，その絶対値が q−i/2に等しいものの個数を重複度

を込めて数えたものが deg Pi(T ) = b`,i(X) に等しいことが分かる．こうして，b`,i(X)

47その後，Laumon, Katzによる “`進 Fourier変換” を用いた別証明も得られている ([La], [Katz])．
また，Kedlayaによる “p進版 Weil II” もある ([Ked])．

48K の標数が 0の場合は，Cに帰着する証明も可能である．K = Cの場合，`進 Betti数はX(C)
の（位相空間としての）Betti数に等しいから，特に `によらない．

49T に関する有理関数なので，これは当たり前である．
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が `によらないことが証明される50．同様の議論で，Weil予想を標数 0の代数多様体

のBetti数の計算に応用することもできる．すなわち，標数 0の体上の滑らかな射影

的代数多様体Xに対し，そのmod p還元の有理点の個数を計算し，合同ゼータ関数

を求めることで，X(C)の Betti数を計算するのである．例えば，トーリック多様体

の場合のBetti数の計算が [Fu] にある．これ以外にも，ある種のベクトルバンドルの

モジュライ空間や（[HN]），Calabi-Yau多様体のBetti数の計算に応用することもで

きる ([Ba])51．

§2.2, §2.9 でも述べたが，Weil予想の著しい応用として，Ramanujan予想の解決が

挙げられる．これは，無限積の展開係数

∆ = q
∞∏

n=1

(1 − qn)24 =
∞∑

n=1

τ(n)qn

で定義されるRamanujanの τ 関数が，任意の素数 pに対し

|τ(p)| ≤ 2p11/2

をみたすというものであり，久賀‐佐藤多様体と呼ばれる 11次元代数多様体Xの標

数 p還元の合同ゼータ関数が

1 − τ(p)T + p11T 2

という因子を持つことを示すことによって証明される．もう少し正確にいうと，Xの

11次エタールコホモロジーH11
(
X ⊗Fq Fq, Q`

)
にはRamanujanの∆関数に対応する

2次元ベクトル空間52が含まれており，そこでの幾何的Frobenius元Frobpの固有多項

式 αp, βpが

(1 − αpT )(1 − βpT ) = 1 − τ(p)T + p11T 2

をみたすのである．定理 3.10により |αp| = |βp| = p11/2であるから，

|τ(p)| = |αp + βp| ≤ 2p11/2

となって，Ramanujan予想が導かれる（[De1], [De2]）．

これ以外にも，代数曲線や超平面の Fq-有理点の個数の良い評価（楕円曲線の場合

のHasseの定理（例 3.6）の一般化）や，三角和の評価，関数体上の佐藤-Tate予想へ

の応用もある．（[De2], [De3], [La]を参照．関数体上の佐藤-Tate予想については，[Yo]

も参照．）

50一般の代数多様体X（滑らかでない，あるいは射影的でない）に対しても `進 Betti数は定義で
きるが，一般には，それが `によらないことは未解決である．これ以外にも，エタールコホモロジー
に関しては，様々な未解決問題がある．Illusieによる最近の論説 [Il] を参照．

51手前味噌だが，Hodge数の計算への応用については [It1],[It2] もある．
52§2.9 の言葉を使うと，『∆に伴う `進表現がX の 11次エタールコホモロジーに現れる』となる．
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3.9. 強Lefschetz定理. Deligneは “Weil II” において次の定理を証明した53．

定理 3.11 (強Lefschetz定理（[De3]）). Kを体とし，`をKで可逆な素数とする．X

をK上の滑らかな射影的代数多様体とする．Xの次元を nとおく．Xは射影的なの

で，（十分大きな次元の）射影空間に含まれる : X ⊂ Pm．H ⊂ Pmを超平面とし，超

平面切断H ∩ X は滑らかであると仮定する．γX(H ∩ X) ∈ H2
(
X ⊗K K, Q`

)
(1)と

カップ積をとる写像を

L : H i
(
X ⊗K K, Q`

)
−→ H i+2

(
X ⊗K K, Q`

)
(1), x 7→ x · γX(H ∩ X)

とおく（LをLefschetz作用素という）．任意の i ≥ 1に対し，Lを i回繰り返して得

られる次の写像は同形である :

Li : Hn−i
(
X ⊗K K, Q`

)
−→ Hn+i

(
X ⊗K K, Q`

)
(i)

強 Lefschetz定理と関係した定理として，弱Lefschetz定理がある．これは，包含

写像を h : H ∩ X ↪→ Xとおくと，引き戻し写像

h∗ : H i
(
X ⊗K K, Q`

)
−→ H i

(
(H ∩ X) ⊗K K, Q`

)
は i ≤ n− 2で同形であり，i = n− 1で単射であるという定理であり，強Lefschetz定

理よりもずっとやさしい（“Weil II” よりも前に，[SGA] ですでに証明されている）．

強Lefschetz定理から弱Lefschetz定理（の一部）が次のようにして導かれる（もちろ

んこれは論理的には正しい順序ではないが） : サイクル写像の基本的性質により，

h∗ ◦ h∗ : H i
(
X ⊗K K, Q`

)
−→ H i+2

(
X ⊗K K, Q`

)
(1)

は Lefschetz作用素 Lと等しいことが示される．したがって，もし定理 3.11の Liが

同形なら，Hn−i上で h∗は単射である54．

3.10. Hasse-Weilゼータ関数とGalois表現のL関数. Hasse-Weilゼータ関数とGa-

lois表現のL関数の関係についてまとめておこう．（Galois表現のL関数については定

義 2.3を参照．また，Hasse-Weilゼータ関数については定義 3.1を参照．）

53定理 3.11がなぜWeil予想（定理 3.10）と関係するのか不思議に思う読者も多いと思う．詳しくは
原論文 [De3] を参照していただきたいが，その証明の方針をとても雑に述べると次の通り : 定理 3.11
はカップ積から定まるある双線形形式が非退化であることと同値である．Lefschetzペンシルのモノド
ロミーを考えることで，あるエタール `進層が半単純であることに帰着される．これは，エタール `
進層の圏が半単純であるというDeligneの定理から分かる（定理 3.10（の一般化）を用いて，（Ext1と
関係する）ある種の H1 への幾何的 Frobenius元の作用が 1を固有値に持たないことを示すのがポイ
ント）．“Weil II” の偏屈層への一般化については [BBD] を参照．

54i ≤ n − 2なら h∗ が同形であることは，X, H ∩ X, U = X\(H ∩ X) のエタールコホモロジーを
比較する長完全系列の存在と，（滑らかな）アフィン多様体 U の（コンパクト台付き）エタールコホモ
ロジーが i < nで消えることから分かる．
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Kを代数体とし，XをK上の滑らかな射影的代数多様体とする．Xの次元を nと

おき，素数 `を固定する．Xの i次 `進エタールコホモロジーH i
(
X ⊗K K, Q`

)
から

Kの `進表現が得られる．これを ρi
X,`とおく．次の交代積を考えよう．

ζX,`(s) :=
2n∏
i=0

L(s, ρi
X,`)

(−1)i

ここで，ζX,`,v(s) =
∏2n

i=0 Lv(s, ρ
i
X,`)

(−1)i
とおくと，

ζX,`(s) =
∏

v は K の有限素点

ζX,`,v(s)

と書ける．

Spec OK上有限型のスキームでX ⊗OK
K = Xをみたすものをとる55．XのHasse-

Weilゼータ関数を ζ(s,X)とおく．vにおける特殊ファイバーXv := X ⊗OK
(OK/mv)

のHasse-Weilゼータ関数を ζ(s,Xv)とおくと，

ζ(s,X) =
∏

v は K の有限素点

ζ(s,Xv)

がなりたつ．

そして，有限個の vを除いて，等式

ζX,`,v(s) = ζ(s,Xv)

がなりたつ56．

まとめておこう．

『エタールコホモロジーを用いることで，代数体K上の代数多様体X

から `進表現 ρi
X,`を作ることができる．`進表現のL関数L(s, ρi

X,`)の

交代積 ζX,`(s)は，高々有限個の vに関する因子を除いて，XのOK上

の整モデルXのHasse-Weilゼータ関数 ζ(s,X)に等しい．』

3.11. エタールコホモロジーに関する文献について. Weil予想やエタールコホモロジー

に関する文献は多い．日本語の教科書としては [Kato] の出版が予定されている．代

数幾何学の標準的な教科書である [Har] （最近，和訳も出版された）には，付録に

55このような Xを X の OK 上の整モデルという．整モデルは一意的ではないが常に存在する．X
は有限個のK 係数の多項式で定義されるから，X の定義方程式の分母を適当に払うことで，OK 係数

の多項式で定義されていると仮定してよい．それらの多項式で定義された SpecOK 上のスキームを X
とおけばよい．

56整モデル Xを “うまく”選べば，この等式が「すべての vでなりたつ」こともある．例えば，楕
円曲線（やアーベル多様体）の場合はNéronモデルがそのような整モデルを与える．
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Weil予想とエタールコホモロジーに関する簡単な解説が書かれている．また，[Hot]

には，代数曲線に対するWeil予想の「初等的証明」（Bombieriによる ([Bo])）が解説

されている．これ以外にも，英語で書かれた教科書としては，[FK], [Mil] などがあ

る．（[FK]の冒頭にはDieudonnéによる歴史的解説があり，興味深い．）アーベル多様

体に対するWeil予想の証明が書かれた文献としては [Mum] がある．しかし，エター

ルコホモロジーの理論の構成や定理の証明がきちんと書かれた文献は，いまだに原典

[SGA]（Weil予想については [De2], [De3]）しかないようである．[SGA] には他の文

献では省略されている部分 — コホモロジー論の基礎となる部分 — が丁寧に（丁寧

すぎる程）書かれており，その背後にある（理論の構築とはこうあるべきである，定

義・定理・証明とはこうあるべきであるという）Grothendieckの思想が色濃く反映さ

れている．すべてを読み通すのは不可能に近いが，（学生のうちに）苦労して読めば，

苦労した分だけ得るものがあることは間違いないので，本稿をここまで読み進めるこ

とができた読者は（！），ぜひ [SGA], [De2], [De3] に挑戦していただきたい．
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4. Grothendieckの夢 — スタンダード予想とモチーフの理論，

Weil予想，Jannsenの定理

エタールコホモロジーを用いることで，Riemann予想の類似（予想 3.4（3））を

除き，Weil予想（予想 3.4）は見通しよく証明されることを述べた．では，残された

Riemann予想の類似（予想 3.4（3））を証明するためには，どうすればよいだろうか？

Grothendieckの大胆なアイデアは，

『Weil予想は良い性質をもつコホモロジー理論と，代数的サイクルに

関する予想（スタンダード予想）から自然に導かれるだろう．』

というものであった．

Grothendieckは，存在が期待される良い性質をもつコホモロジー理論をWeilコホ

モロジーと呼び，その公理的な枠組みを与え，スタンダード予想と呼ばれる 2つの予

想（予想 4.3，予想 4.4）を提出した．これらの予想は，Weilによる代数曲線やアーベ

ル多様体の場合の証明や，SerreによるWeil予想の複素数体C上の類似の証明に触発
されたものであった．そして，Weilコホモロジーの存在と 2つのスタンダード予想を

仮定した上で，Weil予想が自然に証明されることを示した．さらに，代数多様体のコ

ホモロジーをすべて支配するような理論— モチーフの理論 — が存在することを示

した．

本節では，GrothendieckによるWeil予想の証明のアイデアを紹介する．そして，

Grothendieckが夢見た「モチーフの理論」について説明する．（詳しくは，[Groth],

[Ma], [Kl], [Kl2], [Seattle]を参照57．）

4.1. Weilコホモロジーの “公理”. 基礎体として代数的閉体Kを，係数体として標

数 0の体Lを固定する．Lを係数体としたWeilコホモロジーとは，K上の滑らかな

射影的代数多様体Xに対して，L上の次数付き代数H∗(X)を対応させる規則 :

X 7→ H∗(X) =
⊕

i

H i(X)

であって，H∗(X)の積 (カップ積という)は α ∈ H i(X), β ∈ Hj(X)に対し α · β =

(−1)ijβ · αをみたす反変関手であり（f : X → Y に対し，次数を保つ L代数準同形

写像 f∗ : H∗(X) → H∗(X) が定まる．f が恒等射なら f∗ は恒等写像で，f : X →
57Grothendieck Circle のホームページ http://www.grothendieckcircle.org/ から，

Grothendieckに関する様々な文献をダウンロードすることができる．未出版の原稿や，Grothendieck
がモチーフについて述べた手紙を入手することもできる．
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Y, g : Y → Zに対し (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ をみたす），さらに以下の性質 1～6 をみたす

ものをいう．

性質 1 (有限性): 各H i(X)はL上の有限次元ベクトル空間である．Xの次元が

nなら，i < 0または i > 2nにおいてH i(X) = 0である．

性質 2 (Poincaré双対定理): Xの次元を nとすると，向き付け写像と呼ばれる

同形H2n(X)
∼=−→ L が関手的に定まる．さらに，カップ積と向き付け写像か

ら定まる双線形形式

H i(X) × H2n−i(X) −→ H2n(X) ∼= L, (α, β) 7→ α · β

は非退化である．Xの次元を n，Y の次元をmとしたとき，射 f : X → Y に

よる引き戻し写像 f∗ : H i(Y ) −→ H i(X) の Poincaré双対を

f∗ : H i(X) −→ H i+2(m−n)(Y )

で表す．

性質 3 (Künneth公式): X,Y に対し，直積からの射影をそれぞれ p : X ×Y →
X, q : X × Y → Y とおく．このとき，写像

H∗(X) ⊗ H∗(Y )
∼=−→ H∗(X × Y ), α ⊗ β 7→ (p∗α) · (q∗β)

は同形である．

性質 4 (サイクル写像): X 上の余次元 iの代数的サイクルのなす群を Ci(X)と

おく．サイクル写像と呼ばれる写像

γX : Ci(X) −→ H2i(X)

が存在し，次をみたす．

• f : X → Y に対し f∗ ◦ γY = γX ◦ f∗，f∗ ◦ γX = γY ◦ f∗．

• Z ∈ Ci(X),W ∈ Cj(Y )に対し，γX×Y (Z × W ) = γX(Z) ⊗ γY (W )．

• Xが 1点のときは，C0(X) = Z, H0(X) = Lである．γX : Z → Lは 1を

1にうつす．

性質 5 (弱Lefschetz定理): Xの次元を nとおく．Xは射影的なので，（十分大

きな次元の）射影空間に含まれる : X ⊂ Pm．H ⊂ Pmを超平面とし，超平面

切断H ∩ X は滑らかであると仮定する．包含写像を h : H ∩ X ↪→ X とおく

と，引き戻し写像

h∗ : H i(X) −→ H i(H ∩ X)

は i ≤ n − 2で同形であり，i = n − 1で単射である．
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性質 6 (強Lefschetz定理): 性質 5と同様の仮定の下で，Lefschetz作用素を次

のように定める :

L : H i(X) −→ H i+2(X), α 7→ Lα := α · γX(H ∩ X)

（H ∩XはXの余次元 1の代数的サイクルなので，γX(H ∩X) ∈ H2(X)であ

る．）任意の i ≥ 1に対し，次の写像は同形である :

Li : Hn−i(X)
∼=−→ Hn+i(X).

P n−i(X) := Ker
(
Li+1 : Hn−i(X) → Hn+i+2(X)

)
を原始部分という．性質 6から，

i ≤ nに対し，H i(X)は原始分解

H i(X) = P i(X) ⊕ LH i−2(X) =
⊕
j≥0

LjP i−2j(X)

を持つことが分かる．次数を 2だけ下げる作用素

Λ: H i(X) −→ H i−2(X)

を次のように定義する．0 ≤ i ≤ nのとき，任意の x ∈ H i(X)は x =
∑

j≥0 Ljxj (xj ∈
P i−2j(X)) と一意的に書ける．Λx =

∑
j≥1 Lj−1xj と定める．n < i ≤ 2nのとき，

任意の x ∈ H i(X)は x =
∑

j≥i−n Ljxj (xj ∈ P i−2j(X)) と一意的に書ける．Λx =∑
j≥i−n Lj−1xj と定める．

4.2. Weilコホモロジーの例. 今日では様々な種類のコホモロジー理論が §4.1 の公理

をみたすことが知られている．

(1) 基礎体K を複素数体 Cの部分体とする（例えば，K = CやQ）．係数体を
L = Qとおく．X(C)は複素多様体である（特に位相多様体である）から，そ

の特異コホモロジー（Bettiコホモロジー）

H∗(X(C), Q
)

=
⊕

i

H i
(
X(C), Q

)
を考えることができる．これはWeilコホモロジーの公理をみたす．

(2) 基礎体Kを標数 0の代数的閉体とし，係数体をL = Kとおく．X上の代数的

de Rham複体の超コホモロジーにより，Xの de Rhamコホモロジー

H∗
DR

(
X/K

)
=

⊕
i

H i
DR

(
X/K

)
が定まる．これはWeilコホモロジーの公理をみたす．（K = Cであれば，これ
はBettiコホモロジーに “⊗QC” したものと同形である．）
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(3) 基礎体 K を任意の代数的閉体とし，`を K で可逆な素数とする．係数体を

L = Q`とおく．Q`上のベクトル空間としての同形Q`
∼= Q`(1)を固定する．

Xの（`進）エタールコホモロジー

H∗(X, Q`

)
=

⊕
i

H i
(
X, Q`

)
はWeilコホモロジーの公理をみたす．性質 1～5は [SGA]で証明されている．

性質 6はDeligneが “Weil II”（[De3])で証明している（§3.9 を参照）．

(4) 基礎体Kを標数 p > 0の代数的閉体とし，LをWitt環W (K)の商体とする58．

このとき，Xのクリスタルコホモロジー

H∗
crys

(
X/W (K)

)
⊗W (K) L =

⊕
i

H i
crys

(
X/W (K)

)
⊗W (K) L

はWeilコホモロジーの公理をみたす．性質 4以外はKatz-Messingが，Deligne

による “Weil II” の結果を用いて，`進エタールコホモロジーの場合に帰着

して証明している（[KM]）．性質 4は Gillet-Messing，Gros による（[GM],

[Gros]）．

4.3. スタンダード予想とWeil予想. ここでは，「Weilコホモロジー」を 1つ固定して

考える．§3.6 に述べた方法と同様にして，§4.1の性質のみから，Lefschetz跡公式が

形式的に導かれる（性質 5, 性質 6は不要である）．そして，合同ゼータ関数の有理性

（予想 3.4（1））と関数等式（予想 3.4（2））が自然に証明される．

以下では，Xを代数的閉体K上の滑らかな射影的代数多様体とし，Xの次元を n

とおく．

定義 4.1. X上の余次元 iの代数的サイクルα, β ∈ Ci(X)が数値的同値であるとは，任

意のγ ∈ Cn−i(X)との交点数が等しいことをいう : α·γ = β ·γ．また，α, β ∈ Ci(X)が

ホモロジー同値であるとは，サイクル写像の像が等しいことをいう : γX(α) = γX(β)．

予想 4.2. α, β ∈ Ci(X) が数値的同値であることと，ホモロジー同値であることは同

値．特に，「ホモロジー同値」はWeilコホモロジーのとり方によらない59．

Grothendieckは Riemann予想の類似（予想 3.4（3））を証明するために，スタン

ダード予想と呼ばれる予想を提出した．

58L = Frac W (K)は標数 0の完備離散付値体で，pが素元で，K が剰余体となるもの．
59α, βがホモロジー同値であれば数値的同値であることの証明はやさしい．逆向きは一般には知ら

れていない．
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予想 4.3 (Lefschetzスタンダード予想). 原始分解から定まる作用素 Λ: H i(X) →
H i−2(X) は代数的サイクルから来る．すなわち，X × X上の余次元 n − 1の代数的

サイクル α ∈ Cn−1(X × X) が存在して，各 iに対して，αが導く写像

H i(X) −→ H i−2(X), x 7→ p2∗
(
(p∗1x) · α

)
はΛに等しい．

予想 4.4 (Hodgeスタンダード予想). i ≤ n/2とする．γX : Ci(X) → H2i(X) の像で

生成されたQ上のベクトル空間をAi(X)とおく60．Q上のベクトル空間Ai(X)∩P 2i(X)

（P 2i(X)は原始部分）に定まる双線形形式(
Ai(X) ∩ P 2i(X)

)
×

(
Ai(X) ∩ P 2i(X)

)
−→ Q, (x, y) 7→ (−1)i

(
Ln−2ix · y

)
は正定値である．すなわち，x ∈ Ai(X)∩P 2i(X), x 6= 0に対し，(−1)i

(
Ln−2ix·x

)
> 0．

予想 4.4は Hodge理論における不等式を代数的サイクルの言葉で述べたものであ

り，n ≤ 2なら解決されている．また，Kの標数が 0なら，K = Cの場合に帰着して
Hodge理論を用いて証明することができる．一方で，予想 4.3は（K = Cでも）未解
決である．予想 4.3と予想 4.4から，予想 4.2が導かれることが知られている．

Grothendieckは，Weilや Serreの結果を踏まえて，「Weilコホモロジーの存在」と

「スタンダード予想（予想 4.3，予想 4.4）」からRiemann予想の類似（予想 3.4（3））

が導かれることを示した．（詳しくは [Groth], [Kl], [Kl2] を参照．）

定理 4.5 (Weilコホモロジーの存在＋スタンダード予想 ⇒ Weil予想). K = Fqと

する．§4.1の “公理” をみたすWeilコホモロジーを一つ固定し（存在を仮定する），

さらにK上の滑らかな射影的代数多様体に対して予想 4.3と予想 4.4がなりたつと仮

定する．このとき，Fq上の滑らかな射影的代数多様体X に対し，Frobenius射 F の

H i(X ⊗Fq Fq) への作用は半単純である
61．さらに，F の固有値 αは代数的数で，そ

のすべての共役の複素絶対値は qi/2に等しい．

こうしてRiemann予想の類似（予想 3.4（3））の主張は

• §4.1の “公理” （性質 1～6）をみたす「Weilコホモロジー」の存在

• 2つのスタンダード予想（予想 4.4，予想 4.4）

に帰着された．1968年にスタンダード予想を提出した論文 [Groth] の 198ページにお

いて，Grothendieckは次のように述べている :

60すなわち，Ai(X)は Ci(X) ⊗ Qをホモロジー同値で割った群である
61すなわち，対角化可能な行列で表されるということ．
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『特異点解消問題と並んで，スタンダード予想の解決は代数幾何学に

おける最も急を要する課題であると思われる．』

しかしながら，今日でも，スタンダード予想は（両方とも）未解決である．Weil予想

はDeligneによって解決されたが ([De2], [De3])，その証明はGrothendieckが当初想

定していたものとは異なり，スタンダード予想を用いないものであった62．

Grothendieck自身は，Weil予想の証明を目指してWeilコホモロジーの枠組みを

与えたものの，自らが創始したエタールコホモロジーがその “公理” を満たすこと

は証明できなかった．（実際，[SGA] においては，エタールコホモロジーに関する強

Lefschetz定理は未解決問題として残っている．）§4.2でも述べたように，エタールコ

ホモロジーはWeilコホモロジーの “公理” をみたす．しかし，皮肉なことに，その証

明には，Deligneによる “Weil II” ([De3]) の結果が用いられる．Grothendieckの当初

の期待とは逆に，Weil予想（のDeligneによる一般化）の帰結として，Weilコホモロ

ジーの存在が証明されたのである．

4.4. Grothendieck理論の夢 — モチーフの圏 “MK”，半単純性. 代数多様体のコ

ホモロジーは様々な種類の分解を持つ．もちろん，コホモロジーの次数による分解

H∗(X) =
⊕

i

H i(X)

は常に存在する．もしXがX = Y ×Zという形に直積に分解されていれば，Künneth

公式による分解

H i(X) =
⊕

j+k=i

Hj(Y ) ⊗ Hk(Z)

がある．また，一般に強 Lefschetz定理（§4.1, 性質 6）から導かれる原始分解

H i(X) =
⊕
j≥0

LjP i−2j(X)

がある．こうした “分解” はすべての「Weilコホモロジー」でなりたつ．X自身が何

らかの意味で（コホモロジー理論によらない形で） “分解” していて，上で見たコホ

モロジーの分解はその表れである，と考えることはできないだろうか？

62qと互いに素な素数 `に対し，`進エタールコホモロジーはWeilコホモロジーである．この場合，
定理 4.5の一つ目の主張，すなわち，Frobenius射 F のエタールコホモロジーHi

(
X ⊗Fq Fq, Q`

)
への

作用が半単純であることは未解決である．
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Grothendieckは，スタンダード予想（予想 4.3, 予想 4.4）の仮定の下に，モチーフ

の圏63MKと反変関手

h :
(
K上の滑らかな射影的代数多様体

)
−→ MK

を構成し，X 7→ h(X)が “普遍的なコホモロジー理論” の一種であることを示した．

そして，（良い性質をみたす）コホモロジー理論X 7→ H∗(X)は，この関手 hを経由

することを（スタンダード予想の仮定の下で）示した．

Grothendieckによるモチーフの圏MK の構成は，次の通りである．まず，K上の

滑らかな射影的代数多様体を対象とし，射が

Hom
(
h(X), h(Y )

)
= Cn

neq(X × Y, Q)

で与えられるような圏M ′を考える．X,Y に対応する対象を h(X), h(Y ) ∈ M ′で書

いた．nはX の次元であり，Cn
neq(X × Y, Q) はX × Y 上の余次元 nのQ-係数の代

数的サイクルのなす群Cn(X × Y )⊗Z Q を数値的同値で割った群である．M ′におけ

る射の合成は代数的対応の合成で定める．すなわち，X,Y, Z（Xの次元を n，Y の次

元をmとおく）に対し，p12 : X × Y × Z −→ X × Y，p23 : X × Y × Z −→ Y × Z，

p13 : X × Y ×Z −→ X ×Z とおき，α ∈ Cn
neq(X × Y, Q)と β ∈ Cm

neq(Y ×Z, Q)の合

成を

β ◦ α = (p13)∗
(
p∗12α · p∗23β

)
∈ Cn

neq(X × Z, Q)

で定める．（エタールコホモロジーと同様に，Cn
neqに対しても f∗, f∗などの写像が定義

できる．）この圏M ′に，自己準同形環 Hom
(
h(X), h(X)

)
のベキ等元による像を付

け加え，さらに対象の「Tate捻り」（`進エタールコホモロジーの世界でTate捻りに

対応するもの）を付け加えたものがMKである．（詳しくは [Jan]を参照．）

Grothendieckは（スタンダード予想を仮定して）この圏MKが半単純アーベル圏で

あることを示した．これにより，任意のh(X) ∈ MKは単純な対象の和h(X) =
⊕

i αi

に “分解” されることが分かる．代数多様体Xを “分解” することでモチーフ αiが

得られ64，X のコホモロジー論的な性質はすべてこのモチーフ αiたちがコントロー

ルすることになる．これは極めて著しい性質である．Grothendieckがこれは “奇跡”

であると言ったという記録が残っている65．

63今日では数値的同値モチーフ (neq motives, numerical equivalence motives)の圏と呼ばれている．
64広辞苑第五版によると，モチーフには「音楽形式を構成する最小単位」という意味がある．著者

にはフランス語の “motif” に込められた微妙な意味を読み取ることはできないが（安っぽい辞書を引
くと，「motif = モチーフ」とだけ書かれていることもある），代数多様体のコホモロジーの奏でる音
楽を構成する「単位」という意味を込めたのかもしれない．

65[Kl2]，5ページ，13行目に Kleimanによる記述がある．
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4.5. Jannsenの定理. はたして “奇跡” は起こるのだろうか．圏MK 自身はスタン

ダード予想を仮定しなくても定義可能である．また，「数値的同値」以外の同値関係

（例えば，Weilコホモロジーを一つ固定したときの「ホモロジー同値」）を用いてMK

と類似の圏を構成することもできる．

Grothendieckがスタンダード予想を提出してから 20年以上が経過した 1992年に，

Jannsenは，スタンダード予想を仮定せずに次の定理を示した．

定理 4.6 ([Jan]). 「数値的同値」から定義された圏MKは半単純アーベル圏である．

Jannsenによるこの定理の証明はLefschetz跡公式を用いた鮮やかなものであり，非

常に短い．（論文自体もたったの 6ページである！）Jannsenは，さらに，（数値的同値と

は限らない同値関係から定義された）圏が半単純アーベル圏であるためには，その圏

が数値的同値から作られることが必要十分であることを示している．したがって，も

し “奇跡” を信じるならば，MKこそが正しいモチーフの圏を与えていることになる．

スタンダード予想は現在もなお未解決であり，したがって，Grothendieckの夢がす

べて実現されたわけではない．しかし，Jannsenの定理により，少なくとも「モチー

フの圏」と呼ばれるべき圏MKは得られたことになる
66．

著者は 2008年 1月 3日から 12日にかけてインドのTata研究所で行われた国際研究

集会「代数的サイクル，モチーフ，志村多様体」に参加し，Jannsen氏から論文 [Jan]

についての話を直接伺うことができるという幸運を得た．本節の最後に，Jannsen氏

の言葉を引用しよう．

『私が論文 [Jan] を書いたのは，心理的な理由によるものでした．そ

れ以前には，多くの人々がモチーフのことを “いわゆるモチーフと呼

ばれているもの” (so-called motives) と呼んでいました．しかし，私の

論文が出版されてから，そう呼ぶ人はいなくなりました．』

66Jannsenの定理は応用上は不十分であることが多い．`進エタールコホモロジーが，関手 hを経由
することは証明できない．（そのためには予想 4.2 — これはスタンダード予想の帰結である — を仮定

する必要がある）また，Jannsenの定理から，エタールコホモロジーへの Frobenius作用の半単純性
を導くことはできない．MK が「正しい」モチーフの圏であることは疑いようはないが，スタンダー

ド予想が解決されていない現状では，応用上は，MK よりももっと扱いやすい圏を使わざるをえない

こともある．
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5. 整数論における「モチーフ的な考え方」

5.1. 保型形式とモチーフ. §2.9では，保型形式に伴うGalois表現について述べた．す

なわち，（適当な条件をみたす）尖点的保型形式 f =
∑∞

n=1 anq
n と素数 `に対して，Q

の 2次元 `進表現 ρf,` : Gal(Q/Q) −→ GL(V ) が存在し，

L(s, f) = L(s, ρf,`)

をみたす（定理 2.10） :

保型形式 f ///o/o/o/o/o/o/o Galois表現 ρf,`

しかも，fの重さが k ≥ 2であれば，この対応は，久賀‐佐藤多様体と呼ばれる (k−1)

次元代数多様体Xの (k − 1)次エタールコホモロジーから，Hecke環の作用によって

「f に対応する部分」を切り取ることで作られる :

保型形式 f ///o/o/o/o/o/o/o 久賀‐佐藤多様体 X ///o/o/o/o/o/o/o Galois表現 ρf,`

さて，§4.4で述べた「モチーフの理論」の考え方を使って，この対応をもう少し推

し進めてみよう．久賀‐佐藤多様体X上にはHecke作用素が代数的対応として作用す

るから，その作用によりXのモチーフ “h(X) ∈ MK”を分解し，fに対応する部分モ

チーフ “Mf ∈ MK”（保型形式 f のモチーフ）を取り出すことはできないだろうか？

そして，Galois表現 ρf,`を，モチーフ “Mf” のエタールコホモロジーH∗(Mf , Q`) と

して理解することはできないだろうか？

モチーフ “Mf”

(((h(h(h(h(h(h(h(h

保型形式 f

777w7w7w7w7w7w7w

Galois表現 ρf,`

実際，これは（適当な修正の下で67）可能であり，保型形式のモチーフはSchollによっ

て構成されている．

久賀‐佐藤多様体Xそのものよりも，Xを “分解”して得られるモチーフ “Mf” こ

そが保型形式 f に対応すべきであるという考え方は重要である．一般に，保型形式 f

67スタンダード予想は未解決なので，モチーフのエタールコホモロジーを定義するためには，「数値

的同値」を「ホモロジー同値」に置き換えて論じる必要がある．詳しくは [Sch]を参照．
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に伴うGalois表現をエタールコホモロジーを用いて構成する方法は複数あるが68，そ

の場合でも，背後にあるモチーフ “Mf” そのものは一意的である（に違いない！）と

期待することができる69．

5.2. Fontaine-Mazur予想. それでは，逆に，Galois表現 ρから出発して，それに対

応するモチーフや保型形式を作り出すことはできないだろうか？この問題に関して，

FontaineとMazurは次の著しい予想を提出した（[FM]70）．

予想 5.1 (Fontaine-Mazur予想). Kを代数体とする．`を素数とし，ρを絶対既約

なn次元 `進表現とする．ρが滑らかな射影的代数多様体のエタールコホモロジー（の

適当なTate捻り）の部分商として得られることと，ρが次の 2つの条件

(1) ρが分岐する素点は有限個．

(2) `を割り切る素点 vに対し，ρvは de Rham．

をみたすことは同値である．

予想 5.1 の特筆すべきところは，（勝手に与えられた）ρに対し，それが代数多様体

のエタールコホモロジーから得られるためには，条件 (1),(2) “だけ” で十分であるこ

とを（大胆にも）予想したことにある．特に，Weil予想（予想 3.4）を用いると，条

件 (1),(2) “だけ” から，有限個を除くすべての有限素点 vに関する主張

『「重さ」と呼ばれる整数 wが存在して，有限個を除くすべての有限

素点 vに対し，vにおける幾何的Frobenius元Frobvの固有値は代数的

数であり，そのすべての共役の複素絶対値は q
w/2
v に等しい（qvは vの

剰余体の位数）』

が導かれてしまう71．

68例えば志村曲線やある種のユニタリ型志村多様体が使える場合もある．総実代数体への底変換（持

ち上げ）を使って構成することが可能な場合もある．また，f が虚数乗法を持つ場合には，さらに別
の構成も可能である．

69実際，適当な予想（Tate予想など（[Tat]））を仮定すれば，「“Mf” のモチーフとしての一意性」
を証明することもできる．

70Fontaine-Mazur予想については，[Tay1], [Tay3], [Kis]も参照．
71これは極めて非自明である．各 v に対してこのような整数 wが存在することも自明ではないし，

仮に存在したとしても，そのような wが vによらないことも自明ではない！Gal(K/K)には，各素点
v に対して（位相群としては比較的単純な）Gal(Kv/Kv)が含まれているが，これらはばらばらに含
まれているのではなく，非常に強い規則をもっていると考えることができる．これは，Gal(K/K)に
対する非可換類体論あるいは非可換相互法則の一つの見方ということもできる．
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予想 5.1にLanglandsによる予想を組み合わせることで，条件 (1),(2)をみたす ρに，

GLn(AK)の尖点的な保型表現 πが対応することが予想される．したがって，

モチーフ
ff

&&&f&f&f&f&f&f

保型表現

xx

888x8x8x8x8x8x

oo ///o/o/o/o/o/o/o/o/o/o/o/o/o/o Galois表現

という図式が期待されることになる．

もちろん，この図式が実現されているケースは（エタールコホモロジーにより「代

数多様体からGalois表現を作る」ことが可能になったことを除けば）それほど多くは

ない72．しかし，この図式を念頭に置きながら具体的な問題を考察することは，個々

の問題への本質的なアプローチを探る上でも大切なことである．

5.3. 最近の話題 「Galois表現からモチーフを作る」. 最近では，Wiles（[Wi]）や

Taylor-Wiles（[TW]）により創始された「R = T 定理」の発展により，いくつかの場

合に「Galois表現の保型性」，すなわち，

保型表現 oo /o/o/o/o/o/o/o Galois表現

という方向の対応が得られるようになってきた．その議論の中では，「R = T 定理」に

加えて，

『与えられたmod `表現に対し，それをエタールコホモロジー（の一

部）として実現するような代数多様体（モチーフ）を構成する』

という手法が用いられる（例えば，[Wi], [SBT], [Tay1], [HSBT] を参照．）．これは，

本稿で今まで述べてきた方向とは逆の，「Galois表現からモチーフを作る」という “新

しい” 方向であるが，方程式論的に見ると，少なくとも 19世紀のHermiteやKleinの

研究にさかのぼる “古い” 手法でもある73．与えられたGalois表現 ρを調べるために，

“都合の良いモチーフ” を作ればよいという発想は74，今後，ますます重要になってく

るかもしれない．

72もちろん．類体論によって，「階数 1」の場合はこの対応が実現されている．
73[SBT], 284ページを見よ．[Se8]も参照．
74佐藤‐Tate予想は楕円曲線（やその自己ベキ）に対する主張であるが，その証明の中で，高次

元 Calabi-Yau 超曲面のエタールコホモロジーが補助的に用いられているのは，その一例であろう
([HSBT])．
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6. 演習問題

問 1. Kを体とし，ρ : Gal(K/K) → GLn(C)を連続準同形とする．ただし，Gal(K/K)

にはKrull位相を入れ，GLn(C)には普通の（位相多様体としての）位相を入れる．こ

のとき，ρの像は有限群であり，ρはArtin表現となる（すなわち，GLn(C)に離散位

相を入れたときに連続となる）ことを示せ．

問 2. Eを `進数体Q`の有限次拡大とする．Kを体とし，ρ : Gal(K/K) → GLn(E)

を `進表現とする．（すなわち，Gal(K/K)にはKrull位相を入れ，GLn(E)には `進

位相を入れる．）このとき，ある g ∈ GLn(E)が存在して，g · ρ
(
Gal(K/K)

)
· g−1 が

GLn(OE)に含まれることを示せ．（OEはEの整数環である．）

問 3. Kを体とし，ρ : Gal(K/K) → GLn(Q`)を連続準同形とする．ただし，Gal(K/K)

には Krull位相を入れ，GLn(Q`)には `進位相を入れる．このとき，Q`の有限次拡

大Eが存在して，ρの像はGLn(E)に含まれることを示せ．（ヒント : Baireのカテゴ

リー定理を用いよ．）

問 4.代数体の `進表現 ρであって，無限個の有限素点で分岐するものを構成せよ．（こ

のような ρは代数多様体のエタールコホモロジー（やその Tate捻り）の部分商とし

て作ることはできない．）

問 5. a ∈ Qを有理数とする．代数体の `進表現 ρであって，有限個を除くすべての

素点 vで不分岐で，Frobvの固有値は代数的数で，そのすべての共役の複素絶対値が

qa
v（qvは vの剰余体の位数）に等しいものを構成せよ．（a /∈ 1

2
Zであれば，このよう

な ρは代数多様体のエタールコホモロジー（やその Tate捻り）の部分商として作る

ことはできない．）

問 6. 重さ 2, レベル 11の保型形式

f = q

∞∏
n=1

(1 − qn)2(1 − q11n)2 =
∞∑

n=1

apq
n

の q展開の係数 apを小さな素数 pに対して具体的に計算せよ．また，楕円曲線 E :

Y 2Z + Y Z2 = X3 − XZ2に対し，ap = 1 + p − #E(Fp)を確かめよ．（計算機が使え

る人は，p ≤ 10, 000位まで計算してみてください．）
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問 7. pを素数とし，qを pのベキとする．Fq上の楕円曲線は，1 + q − #E(Fq) ≡ 0

(mod p)をみたすとき，超特異という．Eを代数体K上の楕円曲線とする．E mod vが

超特異でない有限素点 vが無限個存在することを示せ．（余力のある人は，K = Qの時
に，谷山‐志村予想を用いた別証明も考えてみてください．）（未解決問題 : Ramanujan

の τ 関数について，τ(p)が pで割れない素数 pは無限個存在するか？）

問 8. 群G，正標数の体Eと，n次元表現 ρ, ρ′ : G → GLn(E)であって，Tr(ρ(σ)) =

Tr(ρ′(σ)) (∀σ ∈ G) だが，半単純化 ρss, (ρ′)ssが同値でない例を挙げよ．

問 9. 次の代数曲線に対し合同ゼータ関数を計算せよ．

(1) Fp上のアフィン空間An，An\{0}（0は原点），射影空間 Pn，直積 Pn × Pm．

(2) Fp上の楕円曲線 Y 2Z = X3 + XZ2． (小さい素数 pで具体的に)

(3) Fp上の超楕円曲線 Y 2Z3 = X5 − XZ4． (小さい素数 pで具体的に)

問 10. Fq上の滑らかな射影的代数多様体X,Y に対してWeil予想がなりたてば，直

積X × Y に対してもなりたつことを示せ．

問 11. Xを Fq上の n次元の滑らかな射影的代数多様体とする．χをXのEuler数と

する (χは対角集合∆ ⊂ X ×Xの自己交点数)．Xの合同ゼータ関数Z(T,X)は，次

の形の関数等式をみたす :

Z

(
1

qnT
, X

)
= ±qnχ/2 · T χ · Z(T, X)

符号が+1であるXの例と，−1であるXの例を挙げよ．

問 12. Xを有限体 Fq上の滑らかな射影的代数曲線とする．Xの種数を gとおく．X

に対するWeil予想（Riemann予想の類似）を用いて，Fq-有理点の個数#X(Fq)が不

等式 ∣∣ 1 + q − #X(Fq)
∣∣ ≤ 2g

√
q （Hasse-Weilの不等式）

をみたすことを示せ．また，逆に，すべての n ≥ 1に対してHasse-Weilの不等式∣∣ 1 + qn − #X(Fqn)
∣∣ ≤ 2g

√
qn

がなりたてば，XはWeil予想（Riemann予想の類似）をみたすことを示せ．
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問 13. Xを有限体Fq上の滑らかな射影的代数曲線とする．等式#X(Fq) = q+1+2g
√

q

がなりたつとき，Xを極大曲線という．

(1) q = pr（pは素数，rは奇数）のとき，Fq 上に極大曲線は存在しないことを

示せ．

(2) q = pr（pは素数，r ≥ 1）とし，Xを Fq2上の極大曲線とする．このとき，X

の種数 gは，g ≤ q(q − 1)/2 をみたすことを示せ．

(3) q = pr（pは素数，r ≥ 1）とする．Y qZ + Y Zq = Xq+1で定まるFq2上の射影

的代数曲線をXとおく (Hermite曲線)．

(a) Xは滑らかな代数曲線であることを示せ．また，その種数を求めよ．

(b) #X(Fq2)を求めよ．また，Xは極大曲線であることを示せ．

(c) Xの Fq2上の合同ゼータ関数Z(T,X)を求めよ．

問 14. XをQ上の滑らかな射影的代数多様体とする．f(T ) ∈ Z[T ]を整数係数多項式

とし，有限個を除くすべての素数 pに対して#X(Fp) = f(p)がなりたつと仮定する．

このとき，X(C)の奇数次のBetti数は 0であり，X(C)の 2m次のBetti数は f(T )に

おける Tmの係数に等しいことを示せ．

問 15. X,Y を代数体K 上の滑らかな射影的代数多様体とする．K の有限素点 vを

1つ固定し，X,Y は vで良い還元を持つと仮定する．さらに，すべての nに対して

#X(Fqn) = #Y (Fqn)が成り立つと仮定する（vにおける剰余体を Fqとおいた）．こ

のとき，X(C), Y (C)の Betti数が等しいことを示せ．また，これは Hodge数に対し

てはなりたたないことを示せ (反例を挙げよ)．

問 16. X,Y を代数体K上の滑らかな射影的代数多様体とする．有限個を除くすべて

の有限素点 vに対し，#X(κ(v)) = #Y (κ(v))なら (κ(v)は vの剰余体)，X(C), Y (C)

のHodge数が等しいことを示せ．（Hodge分解から，X(C), Y (C)のBetti数が等しい

ことも分かる．）

問 17.体K上のK3曲面Xは, X⊗K KのPicard数が22であるとき超特異であるとい

う（超特異K3曲面は標数0の体上には存在しない）．（qによらない）自然数Nが存在し

て，任意の有限体Fqと，超特異K3曲面X,Y/Fqに対し，#X(FqN ) = #Y (FqN )とな

ることを示せ．（ヒント : K3曲面のBetti数は，b0 = 1, b1 = 0, b2 = 22, b3 = 0, b4 = 1

である．）
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問 18 (Weil). Cを有限体Fq上の滑らかな射影的代数曲線とする．X = (C×C)⊗Fq Fq

とおき，∆ ⊂ Xを対角集合，Γ ⊂ Xを Frobenius射 F : C → Cのグラフとする．C

の種数を gとおく．

(1) ∆ · ∆ = 2 − 2g，Γ · Γ = q(2 − 2g)を示せ．

(2) 交点数∆ · ΓがCの Fq-有理点の個数#C(Fq)に等しいことを示せ．

(3) X は Hodgeスタンダード予想をみたすことが知られている．これを用いて，

Hasse-Weilの不等式 ∣∣ 1 + q − #C(Fq)
∣∣ ≤ 2g

√
q

を示せ．

問 19 (Jannsen). Xを代数的閉体K上のn次元の滑らかな射影的代数多様体とし，K

で可逆な素数 `を固定する．X ×X上の余次元nの代数的サイクルのなす群を数値的

同値で割った群をCn
neq(X ×X)とおく．また，E = Q, Q`に対し，Cn(X ×X)⊗Z E

を数値的同値で割った群を Cn
neq(X × X, E)とおき，（`進エタールコホモロジーから

定まる）ホモロジー同値で割った群をCn
hom(X ×X, E)とおく．（スタンダード予想を

仮定すれば Cn
hom = Cn

neqだが，ここでは仮定しない．）代数的対応の合成で積を入れ

ることにより，Cn
neq(X × X, E), Cn

hom(X × X, E) はE上の代数になる．

(1) Cn
neq(X×X)は有限生成自由アーベル群であることを示せ．Cn

neq(X×X, Q)は

Q上の有限次元ベクトル空間であることを示せ．また，Cn
neq(X×X, Q)⊗QQ` =

Cn
neq(X × X, Q`) を示せ．

(2) Cn
hom(X × X, Q`)はQ`上の有限次元ベクトル空間であることを示せ．

(3) Kの標数が 0のとき，Cn
hom(X ×X, Q) はQ上有限次元であり，その次元は `

によらないことを示せ．（補足 : Kが正標数のときは，Cn
hom(X × X, Q) がQ

上有限次元であることは知られていない．その次元が `によらないかどうかも

知られていない．）

(4) α ∈ Cn
hom(X × X, Q`)をベキ零元とする．このとき，αのエタールコホモロ

ジーH i
(
X, Q`

)
への作用はベキ零であることを示せ．

(5) I ⊂ Cn
hom(X×X, Q`)をベキ零な両側イデアルとする．Iの自然な全射Cn

hom(X×
X, Q`) → Cn

neq(X×X, Q`)による像が0であることを示せ．（ヒント : Lefschetz

跡公式を用いよ．）

(6) Cn
neq(X×X, Q`)がQl上の半単純代数であることを示せ．また，Cn

neq(X×X, Q)

がQ上の半単純代数であることを示せ．（ヒント : Jacobson根基 J ⊂ Cn
hom(X×

X, Q`) の像が 0であることを示せ．）
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問 20. PSL2(F5) = SL2(F5)/{±1}は交代群A5と同形であることを示せ．また，任意の

単射準同形 i : PSL2(F5) ↪→ PSL2(Q)に対し，以下の図式が可換になる i′ : SL2(F5) →
SL2(Q) が一意的に存在することを示せ．また，この i′は単射であることを示せ．

SL2(F5)

²²

i′ // SL2(Q)

²²
PSL2(F5)

i // PSL2(Q)

問 21 楕円曲線の等分点から得られるGalois表現について，次を示せ．

(1) ρ : Gal(Q/Q) → GL2(F5)をQのmod 5表現で，det ρがmod 5円分指標である

とする．このとき，Q上の楕円曲線Eの同形類であって，E[5]へのGal(Q/Q)

の作用が ρと同値になるものが無限個存在することを示せ．（ヒント : モジュ

ラー曲線X(5)の適当なGalois捻りが P1
Qと同形になることを示せ．1次分数

変換により，Aut(P1
Q) ∼= PSL2(Q)であることに注意．）

(2) (1)はQのmod 3表現 ρ : Gal(Q/Q) → GL2(F3) に対してもなりたつことを

示せ．

(3) (Dieulefait) p ≥ 7を素数とする．Qのmod p表現 ρ : Gal(Q/Q) → GL2(Fp)

であって，det ρがmod p円分指標であり，どんなQ上の楕円曲線 Eに対し

てもE[p]と ρが同値にならないものが存在することを示せ．
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問 22 (L関数の有理型解析接続 (1)). Brauer誘導定理とは，次のような定理である．

定理 Gを有限群とし，ρをGのC上の有限次元表現とする．このと
き，可解部分群H1, . . . , Hr ⊂ G （Hiには重複があるかもしれない）

および，Hiの 1次元表現 χi : Hi → C×とmi ∈ Zが存在して，任意の
σ ∈ Gに対し，次がなりたつ :

Tr(ρ(σ)) =
r∑

i=1

mi Tr
((

IndG
Hi

χi

)
(σ)

)
これを用いて，任意のArtin表現 ρ : Gal(Q/Q) → GLn(C)に対し，L関数L(s, ρ)が有

理型関数として複素平面全体に解析接続されることを示せ．（ヒント : L関数は誘導表

現によって不変である．すなわち，L/Kを代数体の有限次拡大とし，ρ : Gal(L/L) →
GL(V ) を有限次元 Galois 表現（Artin 表現または ` 進表現）とすると，L(s, ρ) =

L
(
s, Ind

Gal(L/K)

Gal(L/L)
ρ
)
がなりたつ．）

問 23 (L関数の有理型解析接続 (2)). 素数 `と体同形Q`
∼= Cを固定する．また，実

数 t ∈ Rを固定する．代数体Kの `進表現 ρに対して，次の条件 (※)を考える．

(※) 任意の 1次元Artin表現 χに対し，L(s, ρ⊗ χ)は有理型関数とし

て複素平面全体に解析接続され，Re(s) ≥ tにおいて正則で零点を持た

ない．

さて，Qの `進表現 ρが次をみたすとする．

Galois拡大 F/Qが存在し，任意の部分拡大 F ⊃ F ′ ⊃ Qで F/F ′が可

解拡大であるものに対し，ρの制限 ρ|Gal(Q/F ′)は (※)をみたす．

このとき，L(s, ρ)は有理型関数として複素平面全体に解析接続され，Re(s) ≥ tにお

いて正則で零点を持たないことを示せ．（ヒント : Brauer誘導定理を用いよ．）
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