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• ノート・教科書・プリント等は持ち込み不可です．
• 原則として，講義の成績は期末試験のみで評価します．ただし，講義中にレポートを提出し
た場合は，それを成績に加味する場合もあります．

• 試験終了後に解答例を配布します．

問題1 G =

{(
x 0
0 y

) ∣∣∣∣ x, y ∈ R, x ̸= 0, y ̸= 0

}
とおく．

(1) GはGL2(R)の部分群であることを示せ．
(2) GはGL2(R)の正規部分群であるかどうかを判定せよ．

問題2 6次対称群 S6の元のうち，σ =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 1 6 5 4

)
と共役なものの個数を求めよ．

問題3 環 Z/143Zの乗法群（乗法に関する可逆元のなす群）を (Z/143Z)×とおく．

(1) (Z/143Z)×の位数を求めよ．（ヒント : 143 = 11× 13）

(2) 準同型 f : (Z/143Z)× −→ (Z/143Z)× を f(x) = x2で定める．像 Im f の位数を求めよ．

問題 4 Z[
√
−2 ] =

{
x + y

√
−2

∣∣ x, y ∈ Z
}
を Cの部分環とする．写像 N : Z[

√
−2 ] −→ Zを

N(α) = |α|2で定める．ここで，
√
−2 =

√
2 iは 2 乗すると−2になる複素数を，|α|は αの複素絶

対値を表す．

(1) Z[
√
−2 ]のイデアルの等式

(
3 +

√
−2

)
=

(
11, 8−

√
−2

)
を示せ．

(2) 写像 N に関して Z[
√
−2 ]はユークリッド整域であることを示せ．（ヒント : 任意の α, β ∈

Z[
√
−2 ], α ̸= 0に対し，β = γα + δおよびN(δ) < N(α)をみたす γ, δ ∈ Z[

√
−2 ]が存在す

ることを示せ．）

問題 5 M =
{
P (X) ∈ Z[X]

∣∣ degP (X) ≤ 3
}
を 3 次以下の Z係数多項式のなす加法群とする．

準同型 φ : M −→M を φ
(
P (X)

)
= P ′(X) + P ′′(X) で定める（P ′(X), P ′′(X)は，P (X)の 1 階微

分と 2 階微分を表す）．M/Imφは有限生成アーベル群なので，

M/Imφ ∼= Z/pn1
1 Z⊕ · · · ⊕ Z/pnk

k Z⊕ Zr (p1, . . . , pkは素数, n1, . . . , nk ≥ 1, r ≥ 0)

という同型が存在する．M/Imφをこのような形に書け．

ボーナス問題 奇数 nであって，n = x2 + y2 (x, yは正整数, x < y)の形に 3 通り以上に書け

るものを 1 つ求めよ．


