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概 要

[CK09] §4.1では BCN 型 affine Hecke環の (反)球型離散系列表
現を分類した。これは Lieb-McGuire系と呼ばれる可積分系の (引
力相互作用の基における)二乗可積分解とBCN 型 affine Hecke環の
(反)球型離散系列表現が 1対 1対応するというHeckman-Opdamの
定理と併せて引力相互作用を持つ Lieb-McGuire系の二乗可積分解
の分類を与える。この論説ではそこのを surveyする。

1 Lieb-McGuire系
量子力学の Schrödinger型の定式化では (時間に依存しない直線上の)N

粒子の族はRN 上の波動関数 ψ(x)であって∫
RN

|ψ(x)|2dx = 1 < ∞

となるものであって (時間に依存しない)波動方程式

Hψ = Eψ

を満たすようなものとして与えられる。ただし、H はHamiltonianであ
り、(時間に依存しない)Laplacian ∆とポテンシャル V (x)を用いて (規格
化すると)

H = ∆ + V (x) (1.1)
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の様に書け、Eはエネルギーであり適当なスカラーである。
さて、1粒子系において V (x)が原点から極めて短距離の外側では無視
できるとした場合には V (x)として δ(x)もしくはその微分の線形結合を
取るのが自然である。最も簡単なのはN = 1で V (x) = cδ(x)となる場合
で、この時には (1.1)の事を δ関数ポテンシャルを持つ系と呼ぶ。
この時 cを実数と思うと c < 0の場合が原点への引力、c > 0の場合が
原点への斥力が存在する事に対応している。つまり、x = 0に壁が存在し
て c < 0ならば粒子を吸い寄せ、c > 0ならば粒子を弾いていると考える
事ができる。これは実際 c < 0の時には L2解が存在し、c > 0の時には
存在しないことからも間接的に確かめる事ができる。(斥力が働くと粒子
の存在確率であるψ(x)は x > 0という領域で単調増加であると考えられ
るため。)

この構成では xを 2粒子間の距離、V (x)を 2粒子間の相互作用と考え
る事もできる (つまり、2粒子間の相互作用が極めて近い距離でしか働か
ないと考えた時のもっとも簡単な系であると考える事ができる。)

以上の考察から、n個の (同じ)1次元粒子が δ関数ポテンシャルで相互
作用している時のHamiltonianは

H0 = ∆ + c
∑

1≤i<j≤n

δ(xi − xj)

で書ける事、またN 個の (同じ)1次元粒子が δ関数ポテンシャルで相互
作用していて、かつ原点に (やはり δ関数ポテンシャルに従う)壁が存在
する時のHamiltonianは

H1 = ∆ + c0

∑
1≤i≤N

δ(xi) + c1

∑
1≤i<j≤N

δ(xi − xj)

と書ける事が分かる。
さらに、ここで粒子状態の原点での壁に対する対称性 (Neumann型の
境界条件)を与えると対応するHamiltonianは

HLM = ∆ + c0

∑
1≤i≤n

δ(xi) + c1

∑
1≤i<j≤n

(δ(xi − xj) + δ(xi + xj))

となる。このHamiltonianにより制御される系をLieb-McGuire系と呼ぶ。
Lieb-McGuire系に従う系は金属の境界付近における電子の分布とし
て見られる。金属 (もしくは合金)を変える毎に様々なパラメタの Lieb-

McGuire系に従う電子の分布が観測できるが、これは結局 c0, c1 < 0とい
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う状況を表している。そして、現実的に観測されうる系はL2条件を満た
す必要がある為このような系のL2解を分類する事には意味があると考え
られる。

2 次数付きHecke環作用: A1型の場合
方程式 (1.1)でN = 1の場合に戻る。この時、c = c0とおくと 0以外で
の (1.1)解は e±

√
Exの重ね合わせで書ける。従って x = 0の近くで

ψ(x) =

{
ψ+(x) = C++e

√
Ex + C+−e−

√
Ex x > 0

ψ−(x) = C−+e
√

Ex + C−−e−
√

Ex x < 0

のように書けるとしてよい。この時、ある正数 ϵに対して−ϵ < x < ϵで
ψ(x)が (1.1)を満たす事は関数としてwell-definedである事

lim
x↓0

ψ(x) = C++ + C+− = C−+ + C−− = lim
x↑0

ψ(x)

と x ≥ 0で方程式 (1.1)を満たす事

−
√

E

2
(C++ − C+− − C−+ + C−−) +

√
−E(C++ − C+−)

=

√
E

2
(C++ − C+− + C−+ − C−−)

=

∫ ϵ

−ϵ

(ψ′′(x) − Eψ(x))dx = −
∫ ϵ

−ϵ

cδ(x)ψ(x)dx

=
−c

2
(C++ + C+− − C−+ − C−−) (2.1)

の両方を満たす事と同値である。この 2つの連立方程式は常に c ̸= 0の
時には常に線形独立なので、x > 0での解ψ+(x)から x < 0での解ψ−(x)

は一意的に決まる。
さらにψ+(x)がx > 0でL2解を定める事は (Eが実数であるならば)E <

0かつC+− = 0である。またこの時さらにψ−(x)が x < 0でL2解を定め
る為には

√
E = −cが必要十分となる。結論をまとめると

Theorem 2.1. N = 1の時に方程式系 (1.1)の解 ψ(x)は x > 0での解
ψ+(x)からの一意的延長として与えられる。また、(1.1)が二乗可積分解
を持つ必要十分条件はE < 0であり、この時そのような解は (c = c0に関
して )唯一定まる。
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さて、方程式系 (1.1)の x > 0での解は Laplacianの固有関数であった
ので適当な指数関数 (の線形結合)である。さらに各固有値 E 毎に操作
T : ψ+(x) 7→ ψ−(x)が定まっていた。これの自然な延長である積分変換

T : C∞(R) ∋ f(x) 7→ s + c

∫ 2x

0

f(x − t)dt ∈ C∞(R)

を定める。ただし、ここでsf(x) = f(−x)である。構成から容易にT 2 = id

である事が見て取れる。この T を便宜上接続作用素と呼ぶ事にする。
すると、結局C∞(R)の部分空間に T の作用が定まったと思える。言い
換えると

Theorem 2.2. ∆ψ+(x) = Eψ+(x)を満たす ψ+ ∈ C∞(R)に対して

ψ(x) :=

{
ψ+(x) x > 0

Tψ+(x) x < 0

と定めると、f(x)はR上の連続関数を定め

∆ψ(x) + cδ(x)ψ(x) = Eψ(x)

を満たす。

Proof. 簡単な計算により a ̸= 0に対して

Teax =
a − c

a
e−ax +

c

a
eax

が成立することが分かるので、

lim
x→0

ψ+(x) = lim
x→0

Tψ+(x)

が従う。また、(2.1)において a =
√

Eとおいた式を満たすことも容易に
分かる。

この状況下において ξ = ∂
∂x
と T によって生成される C∞(R)に作用す

る代数系H = Hcを考える事ができる。ここで、唯一の非自明な交換関
係は

Tξ + ξT = Tξ − (−ξ)T = 2c ∈ End(C∞(R))
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によって与えられている。この関係式は結局HcはA
(1)
1 型の graded Hecke

環である事を主張している1。また、∆ ∈ Hは中心Z(H)を生成している。
さて、ψ(x)自身はアプリオリにはC∞(R)には属さない。しかし、例え
ば T の作用をさらに x → −xで捻ってやると、ψ+(x)がLieb-McGuire系
の二乗可積分解を定めるための必要条件は

ψ+(x) = (Tψ+)(−x)

であることが分かる。また、さらに十分条件にするためには

ψ+(x) = Ceax for some a ∈ C s.t. ℜa < 0

が必要で、この事は ψ+(x)を ξ-固有成分に分解したときに制限が付く事
を意味している。実はこの制限はまさにHcψ+(x)が離散系列表現を定め
る事と同値になっている。すなわち

Theorem 2.3 (Heckman-Opdam). c > 0とする。この時 Lieb-McGuire

系の二乗可積分解はHcの離散系列表現LでありS2の符号表現を含むも
のと 1対 1に対応する。

3 次数付きHecke環作用: 一般の場合
上記の考察を今度は一般のN ≥ 2に対して行う。V = RN、VC := C⊗RV

とおく。BCN 型のWeyl群をWN = SN n (Z/2Z)N と置き、その単純鏡
映の集合を S = {si}n

i=1、RN における開基本領域を

D1 := {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN ;
k∑

i=1

xi ≥ 0 for each k},

そして各 w ∈ WN に対してDw := w.D1とおく。この時、各 si ∈ S に
対して各Dw上の (1.1)解 ψw(x)に対してDsiw上の (1.1)の解 ψsiw(x)で
あって

ψ̃(x) :=

{
ψw(x) x ∈ Dw

ψsiw(x) x ∈ Dsiw

1接続作用素 T は Yangや Gutkinの仕事で既に現れている。Heckmann-Opdamの
主要な発見は微分作用素を考え合わせると affine Hecke環 (の変種)が実現されている
事に気付いた事にある。
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がDw ∪ Dsiwの内点上の (1.1)の連続解に延びる様なものが一意的に存在
する。ここでψw(x), ψsiw(x)ともにRN全体で定義されている (通常は)異
なる関数であり、Ti : ψw(x) 7→ ψsiw(x)は写像

Ti : C∞(RN) −→ C∞(RN)

を誘導する。結局∆ψ1(x) = Eψ1(x)を満たすような任意のC∞関数ψ1(x)

に対して
ψ̃(x) |Dw := Ti1Ti2 · · ·Tiℓψ1(x)

と定めると、これは (1.1)の V 上での連続解を定める事が分かる。ただ
し、w = si1si2 · · · siℓ はWN の元wの最短表示である。

Theorem 3.1 (Heckman-Opdam). 各1 ≤ i ≤ Nに対してT 2
i = idが成立

し、T1, . . . , TNはWNのC∞(RN)への作用を定める。さらに、ξi = ∂
∂xi

∈ V

達の作用とWN の作用は

Tiξj − (siξj)Ti =


c0ξn (i = n = j)

c1ξi (1 ≤ i = j < n)

c1ξj (0 ≤ i + 1 = j < n)

0 (otherwise)

という交換関係を満たし2、BCN 型の graded Hecke環H = HN(c0, c1)の
作用をC∞(RN)へと定める。

この錨像の元で各 (1.1)の解はH-表現を生成する。Hは C[ξ1, . . . , ξN ]

をその可換な部分代数として含む為各既約 H加群 Lと代数準同型 χ :

C[ξ1, . . . , ξN ] → Cに対して

L[χ] := {x ∈ L | (f − χ(f))dim Lx = 0 for all f ∈ C[ξ1, . . . , ξN ]}

と定めると、L =
⊕

χ L[χ]となる事が分かる。L[χ] ̸= {0}である時に χ

をLのウェイトと呼ぶ。ここで、χは (CN)∗ ∼= CN(要するにx1, . . . , xNを
座標とする平面の双対ベクトル空間)の点と思う事ができるが、これが特
にRN に属する時に実ウェイトと呼ぶ。Lのウェイト全体の集合をΨ(L)

とおき、さらに任意のχ ∈ Ψ(L)が実ウェイトな時にLは実中心指標を持
つという。

2ここで ξ1, . . . , ξN へのWN の作用は x1, . . . , xN の作用の双対から自然に入ってい
る。
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Definition 3.2 ((反)球型離散系列). Hの既約表現 Lが離散系列表現で
あるとは任意の χ ∈ Ψ(L)と 1 ≤ j ≤ nに対して

〈χ, ϵ1 + ϵ2 + . . . + ϵj〉 ≤ 0

が成立する事と定める。また、Lが反球型であるとは

HomWN
(sgn, L) ̸= {0}

となる事である。(同様に球型を sgnを trivに変えて定義する。)

Theorem 3.3 (Heckman-Opdam). 結合定数c0, c1 > 0となるLieb-McGuire

系の二乗可積分解はH(c0, c1)の反球型離散系列表現Lと 1対 1対応する。

Remark 3.4. H(c0, c1)の中心は C[ξ1, . . . , ξ]
WN であるので、既約H加群

Lに対して中心指標 ψL : C[ξ1, . . . , ξ]
WN → Cが定まる。この時、Lが反

球型であるときに対応する系 (1.1)の解に対してE = ψL(∆)が成立する。

4 BC型affine Hecke環の(反)球型離散系列表現
BCN 型 affine Hecke環Hは (2つではなく)3つのパラメタ q0,q1,q2を
持つN + 1個の元 T0, T1, . . . , TN で生成される代数系で、その定義関係式
は以下で与えられる:

• TiTj = TjTi |i − j| > 1かつ TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1が 1 ≤ i < n − 1

が成立;

• (T0T1)
2 = (T1T0)

2かつ (TN−1TN)2 = (TNTN−1)
2;

• (T0 + 1)(T0 + q0/q1) = 0 = (TN + 1)(TN + q0q1);

• (Ti + 1)(Ti − q2) = 0が 1 ≤ i < nに対して成立。

この時、Lusztig [Lu89]によるとパラメタ c0, c1 ∈ Rの BCN 型次数
付き Hecke環の実中心指標を持つ既約表現はパラメタを q0 = −1,q1 =

qc0 ,q2 = qc1 と (ある q > 1を用いて)Hを特殊化した代数の (対応する中
心指標を持つ)既約加群と 1対 1に対応する。したがって対応する条件を
満たす様なHの表現を分類すればLieb-McGure系の二乗可積分解が分類
できたことになる。
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そこで、対応する我々の対応を思い出すことにしよう。G = Sp(2n, C)

とする。この時ベクトル表現 V1 = C2nとその 2回ウェッジ積 V2 = ∧2V1

を取り、その直和V := V1 ⊕V2を考える。T をGの極大トーラスとして、
ϵ1, . . . , ϵnを T の指標群X(T )の基底であって (G, T )に関するルート系R

とその正ルート系R+が

R = {±ϵi ± ϵj}i<j ∪ {±2ϵi}n
i=1 ⊃ R+ = {ϵi ± ϵj}i<j ∪ {2ϵi}n

i=1

によって与えられるものを取る。その時V+でVのウェイトが{ϵi±ϵj}i<j∪
{ϵi}n

i=1に属するような T -固有空間の直和とすると、R+に対応する T を
含むGのBorel部分群BはV+を保つ事が分かる。従ってBのB上のファ
イバーがV+で与えられるG-同変ベクトル束 F := G ×B V+を考える事
ができる。
すると、次の写像を考える事ができる

F = G ×B V+ ↪→ G ×B V ∼= B × V → V.

この合成射を µで表し、またその像をNで表す。NはVのHilbert冪零
錐である事が知られている。各 x ∈ Nに対して Exを µ−1(x)の Bへの射
影として定める。
さて、Hの実中心指標 ψに対して ψの固有値を (先ほどと同じ q > 1

に関する)指数に置き換えて Sp(2n, C)の半単純共役類が得られる。この
時、その半単純共役類から元 sを取ると

sx = q⃗x ただし q⃗x = (qc0x1, q
c1x2) ∈ V

が成立する時には

M(s,x) := H•(Ex) :=
⊕
i≥0

H2i(Ex)

にはHの作用を通してHの表現の構造が入る事が知られている [Ka09a]。
(このM(s,x)の事を eDL標準加群と呼ぶ。)そして、

Va = Na := {(x1, x2) ∈ N | qc0x1 ⊕ qc1x2 = s(x1 ⊕ x2)}

とおくと

Theorem 4.1 (eDL対応 [Ka09a] §9). q > 1と仮定する。この時にVaの
ZG(s)-軌道は有限であり

ZG(s)\Va ∋ x 7→ L(s,x) ∈ IrrepHs
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は 1対 1対応を与える。(ただしHsは中心指標 ψに対応するHの有限次
元商。) さらに、L(s,x)はM(s,x)の商加群として書ける。

eDL標準加群をWN ⊂ Hに制限すると、これは各次数部分H2i(Ex)を
保ち、さらに任意の x ∈ Nに対して

dim HomWN
(sgn, H0(Ex)) =

{
1 i = 0

0 i > 0

が成立する事が知られている ([Ka09a] §8)。さらに中心指標を決めた時に
既約表現の中で sgnを含むものは xがVaの開ZG(s)軌道を与える場合の
みである事もGinzburgによる一般論 ([CG97] §8)を援用して簡単に分か
る (c.f. [EM97, CK09])。
従って残る問題はVaのZG(s)-軌道がいつ離散系列表現を与えるのかを
決定する事であるが、それが [CK09]の主定理であった。簡単の為結論を
述べる前に状況を制限して

(⋆) c0 ̸= mc1 が m = 0,
1

2
, 1, . . . , n − 1 に対して成立

しているとする3。

Theorem 4.2 (Opdam [Op04] + Ciubotaru-K [CK09]). 条件 (⋆)の元で
H = H(−c0,−c1)の実中心指標を持つ離散系列表現とN の分割は 1対 1

に対応する。さらに、各N の分割に対して s = sσとVaのZG(s)-軌道を
記述する具体的なアルゴリズムが存在する。

N の分割 σを (i, j) ∈ Z2
≤0の (0, 0)を含むYoung図形と同一視し、

c : Z2 ∋ (i, j) 7→ c0 + (i − j)c1 ∈ R

と置く。

Corollary 4.3 (Ciubotaru-K [CK09]). 上の定理の設定でN の分割 σが
反球型である (すなわち開ZG(s)軌道を与える )ための必要十分条件は σ

の i ≥ −jを満たす hookの右端の cの値を a1 > a2 > · · · とおき、i < −j

を満たす hookの下端の cの値を b1 < b2 < · · · とするとき

a1 > −b1 > a2 > −b2 > · · · > 0

が成立する事である。
3成立している場合は我々の議論と [OS09b]の議論を組み合わせる事で記述が得られ

る
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Remark 4.4. この系は例えば c0 = c1の時にはKazhdan-Lusztig [KL87]の
議論から従う。
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