
Wiener空間上の 1次変換と 2次形式
谷口　説男∗

はじめに
ラプラス変換型積分 (期待値)

∫
Ω
feqdP の具体的な表示を求めることは，確率論の様々

な場面で重要な役割を担っている．本講演では，[0, T ]上の d次元Wiener空間

W = {w : [0, T ] → Rd;連続，w(0) = 0}

を Ω，その上のWiener測度 µを P とし，qを 2次Wienerカオスの元とした場合を考察
する．このようなラプラス変換型積分の研究の歴史は長く，それぞれに応じて様々な手
法が用いられている．それらを一望にできる統一的な枠組みを確立することが本講演の
目的である．まずこれまでの研究を振り返り，その後，統一的な枠組みの構築について紹
介する．

1 長い昔話
N.Wiener による Wiener 測度の数学的定式化の後，20 世紀中頃に Wiener 空間上

のラプラス変換型積分の研究が始まった．まず，R.H.Cameron-W.T.Martion により，
1945 年に d ＝ 1，T = 1，q が標本路 w の積分 ∫ 1

0
p(t)w(t)2dt の場合にラプラス変

換型積分の具体的表示が与えられた．1951 年に M.Kac は p ≡ 1 の場合，すなわち∫ 1

0
w(t)2dtに対する初等関数によるラプラス変換型積分の表示式を示した．このとき，積

分 ∫W feλqdµ は調和振動子に対応する Schrödinger 作用素 1
2

(
d
dx

)2
+ λx2 と関係してい

る．さらに，P.Lévyは同じ 1951年に，d = 1，T = 2π，qが 2次元Wiener過程が囲む
確率面積 1

2

∫ 2π

0
{w1(t)dw2(t) − w2(t)dw1(t)} の場合に，初等関数によるラプラス変換型

積分の表示を与えた．このとき，∫W feλqdµ は一様磁場に対応する Schrödinger 作用素
1
2
∆+ λ

2

{
x1 ∂

∂x2
−x2 ∂

∂x1

}と関係している．彼らの研究からほぼ半世紀を経た 1990年代に，
1980年代に整備されたマリアバン解析を利用して，N.Ikeda，Sh.Kusuoka，S.Manabe，K.

Haraらは，d = 2の場合に，Volterra作用素を用いたラプラス変換型積分の表示，Gauss

過程の定める確率面積や Plücker 座標による具体的な表示などについて研究を行った．
著者も，1990年代後半から単独もしくは P.Malliavin，H.Sugita，N.Ikeda，Y.Inahama

の諸氏と共同の研究において，Wiener空間上の変数変換公式，確率振動積分の漸近挙動，
ODE の解によるラプラス変換型積分の表示，ソリトン解 (KdV 方程式) の期待値表示，
べき零群の熱核の具体的な表示などについて調べた．それぞれを詳しく見ていこう．
1.1. Cameron-Martin は d = 1，T = 1 の場合を扱っている．論文「Evaluation of

various Wiener integrals by use of certain Strum-Liouville differential equations」(Bull.
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AMS 51 (1945), 73–90)において，彼らはつぎの表示式が成り立つことを証明した．
∫
W
exp

(
λ

2

∫ 1

0

p(t)w(t)2dt

)
dµ =

{
ϕλ(1)

ϕλ(0)

} 1
2

.

ただし，ϕλ は [0, 1]上の常微分方程式 (以下 ODEと略す)

ϕ′′
λ + λpϕλ = 0, ϕ′

λ(1) = 0

の解である．証明に際し彼らは，先行論文「Transformations of Wiener integrals under

a general class of linear transformations」(Trans. AMS 58 (1945), 184–219)において
示した，以下のWiener空間上の変数変換公式を利用した．
『積分核K(t, s)をもつ線形変換 T : W 3 w 7→ w+

∫ 1

0
K(·, s)w(s)ds に対し，つぎの変数

変換公式が成り立つ．
|D|
∫
S

(f ◦ T)e−Φdµ =

∫
T(S)

fdµ.

ただし，D = 1 +
∞∑
n=1

1
n!

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
det
((
K(si, sj)

)
1≤i,j≤n

)
ds1 · · · dsn であり，S ⊂ W は

Borel集合，T(S) = {Tw;w ∈ S}とし，Φはつぎで与える．

Φ(w) =
1

2

∫ 1

0

[
d

dt

∫ 1

0

K(t, s)w(s)ds

]2
dt+

1

2

∫ 1

0

[∫ 1

0

∂K

∂t
(t, s)w(s)ds

]
dw(t)

+
1

2

∫ 1

0

J(t)d{[w(t)]2}
(
J(t) = lim

u↓t
K(u, t)− lim

u↑t
K(u, t)

)
. 』

彼らは，“dw(t)”，“d{[w(t)]2}”はともに Stieltjes積分として実現されると述べている．
dw(t)は Itô積分とすべきであるが，Itô積分は 1942年に日本国内 (全国紙上数学談話会)

においてのみ公表され，米国まで伝わるのは第 2次世界大戦後である．
1.2. Kacは論文「On some connection between probability theory and differential and

integral equations」(Proc. 2nd Berkeley Symp. Math. Stat. Prob., 1951, 189–215) に
おいて，d = 1，T = 1のときに，h =

∫ 1

0
w(t)2dtを，正規分布 N(0, 1)に従う独立同分

布な確率変数列 {Hn;n ∈ N ∪ {0}}を用いて，つぎのような無限級数に展開した．

h =
∞∑
n=0

1

(n+ 1
2
)2π2

H2
n.

これにより，f ≡ 1の場合のラプラス変換型積分を∫
W
eλhdµ =

∞∏
n=0

∫
R
exp
( λ

(n+ 1
2
)2π2

x2
) 1√

2π
e−

x2

2 dx =

{ ∞∏
n=0

(
1− 2λ

(n+ 1
2
)2π2

)}− 1
2

と変形できる．この無限積表示を利用して，彼は ∫W eλhdµの初等関数による表現を得て
いる．彼は上の無限級数展開をつぎのように証明している．



1○ {φn}∞n=0 を φn(t) =
√
2 sin

((
n+ 1

2

)
πt
)
(t ∈ [0, 1]) で与えられる L2([0, 1];R)の正

規直交基底 (以下 ONBと略す)とする．
2○ Ln(w) =

∫ 1

0
w(t)φn(t)dtとおけば，Plancherelの等式により，h =

∞∑
n=0

L2
n となる．

3○
∫
W LnLmdµ = {(n + 1

2
)2π2}−1δnm となる．よって，{Ln;n ∈ N ∪ {0}}はそれぞ

れが正規分布 N
(
0, {(n+ 1

2
)2π2}−1

) に従う独立な確率変数列である．
4○ Hn =

(
n+ 1

2

)
πLn とおけばよい．

1.3. Lévyは論文「Wiener’s random function, and other Laplacian random functions」
(Proc. 2nd Berkeley Symp. Math. Stat. Prob., 1951, 171–186)において，d = 2，T = 2π

の場合に，確率面積 s = 1
2

∫ 2π

0
{w1(t)dw2(t)−w2(t)dw1(t)} が，正規分布 N(0, 1)に従う

独立同分布な確率変数列 {ξn, ξ′n, ξ′, ηn, η′n, η′;n ∈ N} を用いて，

s =
∞∑
n=1

1

n

{
ξn(η

′
n −

√
2η′)− ηn(ξ

′
n −

√
2ξ′)
}

と無限級数展開できることを示した．この展開により，彼は ∫W eλsdµ (またも f ≡ 1)を
無限積で表現し，ラプラス変換型積分の初等関数による表示を得た．彼はこの無限級数
展開をつぎのように理由づけている．

1○ Wiener過程 {w(t) = (w1(t), w2(t))}t∈[0,2π] を一様収束ノルムに関しつぎのように
展開する．

w1(t) =
ξ′t√
2π

+
∞∑
n=1

1

n
√
π

{
ξn
(
cos(nt)− 1

)
+ ξ′n sin(nt)

}
,

w2(t) =
η′t√
2π

+
∞∑
n=1

1

n
√
π

{
ηn
(
cos(nt)− 1

)
+ η′n sin(nt)

}
.

ここで用いられているのは，N.Wiener が Wiener 測度を構成したときに用いた
三角関数展開である．後により一般に Itô-Nisio は，論文「On the convergence

of sums of independent Banach space valued random variables」(Osaka Jour.

Math. 5 (1968), 35–48) において，正規分布 N(0, 1) に従う独立同分布な確率変
数列 {ξn}∞n=1 と Cameron-Martin空間 (後述)の ONB {hn}∞n=1 から成る無限級数
∞∑
n=1

ξnhn が一様ノルムに関し，Wiener過程に収束することを示した．
2○ w1(t)，w2(t)を形式的に微分する．

dw1(t) =

(
ξ′√
2π

+
∞∑
n=1

1√
π

{
−ξn sin(nt) + ξ′n cos(nt)

})
dt,

dw2(t) =

(
η′t√
2π

+
∞∑
n=1

1√
π

{
−ηn sin(nt) + η′n cos(nt)

})
dt.

3○ これらの表示を sに代入し，三角関数の積の [0, 2π]での積分を計算し整理する．



彼は「形式的な微分は確率解析的な考察により正当化できる」と述べている．
1.4. 1980年代以降の成果を振り返るために，Malliavin解析の用語について説明する．
多項式 f : Rn → Rと ℓ1, . . . , ℓn ∈ W∗ (W の双対空間)を用いて f(ℓ1, . . . , ℓn)と表現で
きる実数値Wiener汎関数の全体を P と表す．E を可分な実 Hilbert空間とし，P(E)を
ϕ e(ϕ ∈ P，e ∈ E)という形の E 値Wiener汎関数の線形結合の全体とする．
Cameron-Martin空間Hは，h′ ∈ L2([0, T ];Rd)を用いて h(t) =

∫ t
0
h′(s)ds (t ∈ [0, T ])

と表される h ∈ W の全体である．Hは内積

〈h, g〉H =

∫ T

0

〈h′(t), g′(t)〉dt (h, g ∈ H)

をもつ可分な実 Hilbert空間となる．ただし，〈·, ·〉は Rd の内積とする．H⊗ E をHか
ら E への Hilbert-Schmidt作用素の全体とし，H-微分 D : P(E) → P(H⊗ E) を

(DΦ)[h] =
d

da

∣∣∣∣
a=0

Φ(·+ ah) (Φ ∈ P(E), h ∈ H)

と定義する．k ∈ N∪ {0}，p ∈ (1,∞)に対し，ノルム
k∑
j=0

‖Dj · ‖Lp (‖ · ‖Lp は Lp-ノルム)

による P(E)の完備化を Dk,p(E)と表わす．明らかに，
命題．D : Dk,p(E) → Dk−1,p(H⊗ E)は連続である． ■
さらに Dはつぎの性質を持つ．
命題 ([9, Proposition 5.2.9])．Φ ∈ D1,p(E)が DΦ = 0を満たせば，Φは定数関数である．
とくに Φ =

∫
W Φdµとなる． ■

この命題により，Φ,Ψ ∈ Dk,p(E) (k ≥ 1) に対し，Φ = Ψ となることを示すには，
Dk(Φ−Ψ) = 0かつ ∫W Dj(Φ−Ψ)dµ = 0 (0 ≤ j ≤ k− 1) となることを示せばよい．こ
の講演で利用するいくつかの等式はこの方法で証明している．
L2-内積を利用して，Dの共役作用素 D∗ をつぎの関係式により定義する．∫

W
〈DΦ,Ψ〉H⊗Edµ =

∫
W
〈Φ,D∗Ψ〉Edµ (Φ ∈ P).

命題 ([9, Theorem5.2.1])．D∗ : Dk,p(H⊗ E) → Dk−1,p(E)は連続である． ■
S.Watanabeにより証明されたこの連続性はMalliavin解析の根幹をなす性質である．

D∞(E) =
⋂

k∈N∪{0}

⋂
p∈(1,∞)

Dk,p(E)

とおく．Dk,p(R)，D∞(R)を Dk,p，D∞ と略記する．さらに，(Dk,p)′ を Dk,p の双対空間
とし，

D−∞,∞ =
⋃

k∈N∪{0}

⋂
p∈(1,∞)

(Dk,p)′, D∞,1+ =
⋂

k∈N∪{0}

⋃
p∈(1,∞)

Dk,p

と定める．ξ ∈ D−∞,∞ の Ψ ∈ D∞,1+ への作用を ξ[Ψ]と表わす．



Φ = (Φ1, . . . ,ΦN) ∈ D∞(RN)が非退化であるとは，{
det
[(
〈DΦi,DΦj〉H

)
1≤i,j≤N

]}−1

∈
⋂

p∈(1,∞)

Lp(µ)

が成り立つことをいう．S (RN)，S ′(RN)を RN 上の急減少関数，緩増加超関数の全体
とする．つぎのように，S (RN)の元と Φの合成がS ′(RN)に拡張できる．
命題 ([9, Corollary5.4.7])．Φ = (Φ1, . . . ,ΦN) ∈ D∞(RN)が非退化であるならば，連続な
線形写像 C : S ′(RN) → D−∞,∞ で，S (RN) ⊂ S ′(RN) 上では関係式

C(v)[Ψ] =

∫
W
Ψv(Φ)dµ (v ∈ S (RN), Ψ ∈ D∞,1+) (pullback)

を満たすものが存在する． ■

C(u)を uの Φによるひき戻しという．関係式 (pullback)に倣って，u ∈ S ′(RN)に対し
ても，C(u)を u(Φ)と，u(Φ)[Ψ]を ∫

W
Ψu(Φ)dµ

と表すことにする．
命題 ([9, Theorem5.4.11])．δz ∈ S ′(RN)を z ∈ RN に集中する Dirac測度とする．関数
z 7→

∫
W Ψδz(Φ)dµは Φの Ψdµのもとでの分布密度関数である．∫

W
φ(Φ)Ψdµ =

∫
RN

φ(z)
(∫

W
Ψδz(Φ)dµ

)
dz (∀φ ∈ S (RN)). ■

命題 ([9, Proposition5.4.13,Theorem5.4.15])．δz(Φ)はW 上の有限測度を定める． ■

この有限測度をピン留め測度と呼び，δz(Φ)dµと表す．先の命題とあわせるとつぎのよう
な条件付き期待値の表示を得る．

E[Ψ|Φ = z] =

(∫
W
Ψδz(Φ)dµ

)(∫
W
1 δz(Φ)dµ

)−1

.

Malliavin解析に加え，2次Wienerカオスの元に関する事実について述べる．qを 2次
Wienerカオスの元とすれば，η(q)(t, s)† = η(q)(s, t)を満たす積分核 η(q) : [0, T ]2 → Rd×d

が存在し，

q =

∫ T

0

〈∫ t

0

η(q)(t, s)dθ(s), dθ(t)

〉
=

d∑
i,j=1

∫ T

0

{∫ t

0

(η(q))ij(t, s)dθ
j(s)

}
dθi(t)

(WienerChaos)

と表現できる．ここで，θ(t)(w) = w(t)(w ∈ W) であり，dθ(t) = (dθ1(t), . . . , dθd(t))

は Itô 積分を表す．最右辺は行列・ベクトル表示を成分表示したものである．この表現



は K.Itô により論文「Multiple Wiener integral」(J. Math. Soc. Japan 3(1951), 157–

169) において証明された ([10] も参照)．この積分核を用いて，Hilbert-Schmidt 作用素
B(q) : H → Hをつぎで定める．

(B(q)h)′(t) =

∫ T

0

η(q)(t, s)h′(s)ds (h ∈ H).

1.5. Ikeda et alの結果を述べよう．B(q) は，Volterra作用素 AV : H → Hと有限次
元値域を持つ連続作用素 AF : H → H を用いて，

B(q) = AV + AF

と分解できると仮定する．互いに直交する k1, . . . , kM ∈ H\{0} (M ∈ N)で，それらの張
る空間 span{k1, . . . , kM}が AF の値域 R(AF )を包含するものをとる．k = (k1, . . . , kM)

とおく．Jp ∈ Hを

Jp = (I − AV )
−1

( M∑
j=1

pjkj

)
(p = (p1, . . . , pM) ∈ RM)

と定義する．0 ≤ N ≤ M に対し，span{k1, . . . , kN}への直交射影を π(N) と表し，線形
写像 ĴN ∈ RM×M をつぎで定める．

ĴN p =
(〈

{I − (π(M) − π(N))B(q)}Jp, kj
〉
H

)
1≤j≤M

.

h ∈ HのWiener積分をW (h)と表す．すなわち，W (h) =
∫ T
0
〈h′(t), dθ(t)〉 である．さ

らに，W (k;N) =
(
W (ki)

)
1≤i≤N とおく．

命題．つぎが成り立つ．∫
W
eqδ0

(
W (k;N)

)
dµ =

(∏M
i=N+1 ‖ki‖2H

(2π)N det ĴN

) 1
2

e−
1
2
trAF . (Plücker)

(Plücker)はN とともにラプラス変換型積分の値が変わる様子を記述している．2M×M -

行列 Aを A =

(
ĴM

Ĵ0

)
=


A(1)

...

A(2M)

と定めれば，

ĴN =



A(1)

...
A(N)

A(M+N+1)

...
A(2M)





となる．よって，(Plücker) に現れる det ĴN は枠 A の (1, . . . , N,M + N + 1, . . . , 2M)

番目の Plücker座標となっている．
Jp の定義は，

(I − AV )Jp =
M∑
j=1

pjkj

と書き直せる．これから，ODEが従い，それを解くことで具体的に ĴN を求めることが
できる．実際，Kacや Lévyが扱った場合に ∫W eλqδ0(W (k;N))dµ の具体的な表現に対
応する ODEはそれぞれ

(Kac，R上) ϕ′′ + λϕ = 0, (Lévy，R2 上) ψ′′ −
(
0 −λ
λ 0

)
ψ′ = 0

となる．さらに，d = 2で qが Gauss過程

XN(t) =

∫ t

0

ds1

∫ s1

0

· · ·
∫ sN−1

0

dsNθ(sN)

が囲む確率面積 ∫ T

0

{X1
N(t)dX

2
N(t)−X2

N(t)dX
1
N(t)}

の場合には，2N 階の ODEが現われ，それを解くことで具体的な ĴN が計算できる．
1.6. T et al の成果について紹介する．Hilbert 空間 E の元 e1, e2 に対し，e1 ⊗ e2 :

E → E を (e1 ⊗ e2)e = 〈e1, e〉Ee2 (e ∈ E)と定める．これまでの話は，Cameron-Martin

を除いて『Hの ONB{hn}∞n=1 を用いて，B(q) =
∞∑
n=1

anhn ⊗ hn と固有関数分解すれば，

∫
W
eqdµ =

{ ∞∏
n=1

(1− an)e
an

}− 1
2

= {det2(I − B(q))}−
1
2

が成り立つ』こと，すなわち，ラプラス変換型積分の f ≡ 1の場合の具体的表示に基づい
ている．そこには，Cameron-Martinが用いたような変数変換公式は出てこない．なお，
この等式は，上の固有関数分解から B(q) の積分核 η(q) が

η(q)(t, s) =
∞∑
n=1

an[h
′
n(s)⊗ h′n(t)] ((t, s) ∈ [0, T ]2)

と表現できることから，(WienerChaos)と Itô積分の計算で

q =
1

2

∞∑
n=1

an{W (hn)
2 − 1}

となることと {W (hn);n ∈ N}は N(0, 1)に従う独立同分布な確率変数列であることから
得られる．



P.Malliavin との共著論文 (1997) において，著者はつぎのような qに対する複素変数
変換公式を示した．∫

W
feiλqdµ = {det2(I − iλB(q))}−

1
2

∫
W
f(ι+ Lλ)dµ (ComplexCV)

ただし，det2 は正規化された行列式，ι : W → W は恒等写像であり，Lλ : W → H は
B(q) の固有関数展開を用いて，Lλ =

∞∑
n=1

{(1− iλan)
− 1

2 − 1}W (hn)hn と定義する．この
複素変数変換公式は，Sh.Kusuoka(1982)によって見出されたつぎの実変数変換公式を複
素化することで導き出された．
命題 (実変数変換公式;[9, Theorem5.6.1])．F ∈ D∞(H)とする．
e−D

∗F+r∥DF∥2
H⊗2 ∈

⋃
p∈(1,∞)

Lp(µ) を満たす r ∈ (1
2
,∞)が存在すれば，つぎが成り立つ．

∫
W
f(ι+ F )det2(I +DF )e−D

∗F− 1
2
∥F∥2Hdµ =

∫
W
fdµ. ■

B(q) のどの固有値も零でないならば，|λ| → ∞ としたとき漸近的に∫
W
eiλqfdµ ∼ “f(0)”{det2(I − iλB(q))}−

1
2

となることを杉田氏との共同研究などで示した．このとき，qの停留点 (Dq = 0となる
点)は 0のみとなるから，この漸近挙動はW 上で停留位相の原理が成り立っていること
を示唆している．もちろん “f(0)”の意味するところは問題ではある．
ここまでは B(q) の固有関数展開を利用した考察であったが，Girsanov 変換を利用す

ると Cameron-Martin の ODE を用いた具体的表示を一般化できる．実際，γ† = −γ，
δ† = δを満たす γ ∈ C1([0, T ];Rd×d)，δ ∈ C([0, T ];Rd×d)に対し，Aζ ∈ C2([0, T ];Rd×d)

(ζ ∈ C)を ODE

A′′
ζ − ζγA′

ζ + ζ(δ − 1
2
γ′) = 0, Aζ(T ) = Id, A

′
ζ(T ) =

ζ
2
γ(T )

の一意解とする．著者は，十分小な ζ に対し，つぎが成り立つことを示した．∫
W
f exp

(
ζ

2

∫ T

0

{
〈γ(t)θ(t), dθ(t)〉+ 〈δ(t)θ(t), θ(t)〉dt

})
dµ

= {detAζ(0)}−
1
2

∫
W
f(ι+ TAζ

)dµ.

ただし，ι : W → W は恒等写像であり，TAζ
: W → W はつぎで定める．

(TAζ
w)(t) = −Aζ(t)

∫ t

0

(Aζ
−1)′(s)w(s)ds (t ∈ [0, T ]).

稲濱氏との共同研究では，f = 1，γ は定数関数，δ = 0の場合のこの表示式を利用し
て，べき零群の熱核を計算した．



ラプラス変換型積分の具体的な表示を利用して，池田氏との共同研究において，KdV

方程式のソリトン解の期待値表示を与えた．この具体的な表示もまた Cameron-Martin

の ODEを用いた表現の一般化であり，Girsanov変換を用いて計算した．表示は以下の
ようなものである．pi 6= pj(i 6= j)，cj > 0となる p1, . . . , pd, c1, . . . , cd ∈ Rをとる．D
を p1, . . . , pd を対角成分とする対角行列とし，

ξ(t) = etD
∫ t

0

e−sDdθ(s) =

(∫ t

0

e(t−s)p1dθ1(s), . . . ,

∫ t

0

e(t−s)pddθd(s)

)
(t ∈ [0, T ])

と定義する．c = (c1, . . . , cd) ∈ Rd とおき，ϕ ∈ C2([0, T ];Rd×d)を ODE

ϕ′′ − (D2 + c⊗ c)ϕ = 0

の解とする．ψ = −(ϕ′ϕ−1)(T − ·)とおき，その対称部分を ψS，歪対称部分を ψA とす
る．このとき，つぎが成り立つ．∫

W
exp

(
−1

2

∫ T

0

〈c, ξ(t)〉2dt+ 1

2

〈
{ψS(T )−D}ξ(T ), ξ(T )

〉
− 1

2

∫ T

0

|ψA(t)ξ(t)|2dt
)
dµ

=

{
detϕ(0)e−T trD

detϕ(T )

} 1
2

.

2 プラン
前節「長い昔話」で紹介した 2次Wienerカオスに対するラプラス変換型積分に関する

研究成果を統一的に取り扱える枠組みについて紹介することが本講演の目的である．以
下のようなプランでその枠組みの構築を行う．

1○ 1次変換から指数可積分な 2次形式が派生することことを示す．さらに，そのよう
な 1次変換は逆変換を持つことを示す．

2○ 与えられた指数可積分な 2次形式に対し，それを生み出すふた通りの 1次変換を
見い出す．ひとつは平方根作用素補題を利用する平方根 1次変換，いまひとつは
積分核が Volterra型の 1次変換である適合 1次変換である．さらに，それぞれに
対応するラプラス変換型積分の具体的な表現を与える．

3○ 特別な適合 1次変換である線形適合 1次変換に応用し以下を示す．
1 指数可積分性と Riccati 方程式の可解性 (および 2 階線型微分方程式の解の非
特異性)は同値であることを示す．
2 ODEの解を用いラプラス変換型積分の具体的な表現を与える．
3 Feynman-Kac密度関数の具体的な表現を与える．

3 1次変換から派生する 2次形式
3.1. 1次変換. 指数可積分な 2次形式が 1次変換から派生することを述べる．まず，い
くつかの記号を導入する．Lebesgue測度に関し二乗可積分な κ : [0, T ]2 → Rd×d の全体



を L2 と表し，
‖κ‖2 =

(∫∫
[0,T ]2

|κ(t, s)|2dtds
) 1

2

(κ ∈ L2)

とおく．S2 ⊂ L2 を

S2 =
{
η ∈ L2; η(t, s)

† = η(s, t)
(
(t, s) ∈ [0, T ]2

)}
と定める．Fκ : W → H (κ ∈ L2)，qη : W → R (η = (ηij)1≤i,j≤d ∈ S2)を

(Fκ)
′(t) =

∫ T

0

κ(t, s)dθ(s) (t ∈ [0, T ]),

qη =

∫ T

0

〈∫ t

0

η(t, s)dθ(s), dθ(t)

〉
=

d∑
i,j=1

∫ T

0

(∫ t

0

ηij(t, s)dθ
j(s)

)
dθi(t)

と定義する．各 ∫ T
0
κ(t, s)dθ(s) (t ∈ [0, T ]) は 1次Wienerカオスの元であることに因み，

ι+Fκ を 1次変換と呼ぶ．2次Wienerカオスは集合 {qη; η ∈ S2}に一致する ([10]参照)

から qη を 2次形式と呼ぶ．
H ⊗ H を H⊗2 と，自己共役な B ∈ H⊗2 の全体を S(H⊗2) と表す．Bκ ∈ H⊗2

(κ ∈ L2)を
(Bκh)

′(t) =

∫ T

0

κ(t, s)h′(s)ds (t ∈ [0, T ], h ∈ H)

と定める．η(κ) ∈ S2 (κ ∈ L2)を

η(κ)(t, s) = −
{
κ(t, s) + κ(s, t)† +

∫ T

0

κ(u, t)†κ(u, s)du

}
((t, s) ∈ [0, T ]2)

と定義する．このとき，

Bη(κ) = −(Bκ +B∗
κ +B∗

κBκ) = I − (I +B∗
κ)(I +Bκ)

である．さらに，
Λ(B) = sup

∥h∥H=1

〈Bh, h〉H (B ∈ S(H⊗2))

とおく．{an}∞n=1 を B の固有値列とすれば，Λ(B) = sup
n∈N

an となる． lim
n→∞

an = 0である
から，Λ(B) ≥ 0である．
定理 TF. Λ(Bη(κ)) < 1 (κ ∈ L2)ならば，つぎが成り立つ．

|det2(I +Bκ)|
∫
W
f(ι+ Fκ)e

qη(κ)dµ = e
1
2
∥κ∥22

∫
W
fdµ (∀f ∈ Bb(W)). (TF)

ここで Bb(W)はW 上の有界かつ Borel可測な実数値関数の全体である． ■

附記. 1○ 後述するように，eqη ∈ L1(µ)となるためには Λ(Bη) < 1となることが必要か
つ十分である．よって，定理 TFは，W 上の変数変換公式を通じて，1次変換 ι+ Fκ か



ら指数可積分な 2次形式 qη(κ) が派生することを示している．
2○ 等式 I −Bη(κ) = (I +B∗

κ)(I +Bκ) により， inf
∥h∥H=1

‖(I +Bκ)h‖H = 1− Λ(Bη(κ)) と
なる．したがって，Λ(Bη(κ)) < 1となるには，det2(I + Bκ) 6= 0となることが必要かつ
十分である．
定理の証明の中核をなすのはつぎの事実である．

Key facts. κ ∈ L2，η ∈ S2 とする．
A○ Fκ = D∗Bκかつ qη =

1
2
(D∗)2Bη である．ここで，Bκ, Bη ∈ H⊗2を D∞(H⊗2)の定数

関数と考え D∗ を作用させている．
B○ {ℓn}∞n=1 をHの ONBとする．Fκ，qη はつぎのように展開できる．

Fκ =
∞∑

n,m=1

〈Bκℓn, ℓm〉H(D∗ℓn)ℓm,

qη =
∞∑

n,m=1

〈Bηℓn, ℓm〉H{(D∗ℓn)(D
∗ℓm)− δnm}.

C○ λ = Λ(Bη) < 1 (η ∈ S2)ならば，つぎの評価式が成り立つ．∫
W
eqηdµ ≤ exp

(
1

2

{
1

2
+

0 ∨ λ
3{1− (0 ∨ λ)}3

}
‖η‖22

)
.

さらに，eqη ∈ L1(µ)となるためには Λ(Bη) < 1となることが必要かつ十分である． ■
Proof (定理 TF)． πN を ℓ1, . . . , ℓN の張る部分空間への直交射影とする (N ∈ N)．
(1) BN = πNBκπN とし，その積分核を κN とする．Key facts B○ により，

FκN =
N∑

n,m=1

〈Bκℓn, ℓm〉H(D∗ℓn)ℓm,

qη(κN ) =
N∑

n,m=1

〈Bη(κN )ℓn, ℓm〉H{(D∗ℓn)(D
∗ℓm)− δnm}

と展開できる．
AN ∈ RN×N を AN =

(
〈Bκℓn, ℓm〉H

)
1≤n,m≤N とおく．ℓ1, . . . , ℓN の張る部分空間を

RN と同一視する．(D∗ℓ1, . . . ,D
∗ℓN)は RN 上の正規分布 N(0, IN)に従うから，FκN は，

N(0, IN)もとで RN -値確率変数と見なした線形写像 IN +A†
N と一致する．この同一視の

もと，写像 x 7→ (IN + A†
N)xに対する変数変換公式から，κ = κN とした等式 (TF)が得

られる．
(2) Key facts C○とB 7→ Λ(B)の連続性により，十分大きいN0 ∈ Nに対し，{eqκN ;N ≥
N0}は一様可積分となる．det2，D∗の連続性により，κ = κN とした等式 (TF)でN → ∞
として等式 (TF)を得る．
3.2. 逆 1 次変換. ラプラス変換型積分 ∫W feqdµ の計算に等式 (TF) を利用するには，
『(i) f(ι+ Fκ)を f に変える』，『(ii) η = η(κ)となる κを見つける』というふたつの問題



を解決しなければならない．ここでは ι + Fκ が逆 1 次変換を持つことを示すことで (i)

の問題を解決する．(ii)は次節で取り扱う．
写像L2 3 κ 7→ Bκ ∈ H⊗2 は全単射である．よって，det2(I+Bκ) 6= 0 (

iff⇔ Λ(Bη(κ)) < 1)

となる κ ∈ L2 に対し，つぎを満たす κ̂ ∈ L2 が唯一つ存在する．

Bκ̂ = (I +Bκ)
−1 − I

(
= −(I +Bκ)

−1Bκ

)
.

定理 invTF. Λ(Bη(κ)) < 1ならば，つぎがいえる．
1○ (ι+ Fκ) ◦ (ι+ Fκ̂) = (ι+ Fκ̂) ◦ (ι+ Fκ) = ι µ-a.s.

2○ |det2(I +Bκ)|
∫
W
feqη(κ)dµ = e

1
2
∥κ∥22

∫
W
f(ι+ Fκ̂)dµ (∀f ∈ Bb(W)). ■

証明には，つぎの事実を用いる．
Key facts D○ Fκ(·+ g) = Fκ +Bκg (∀g ∈ H) µ-a.s.

E○ 〈D∗A, g〉H = D∗(A∗g) (A ∈ H⊗2，g ∈ H). ■
Proof (定理 invTF)． 1○ Key facts D○により，

(ι+ Fκ) ◦ (ι+ Fκ̂) = ι+ Fκ + Fκ̂ +BκFκ̂ µ-a.s.

となる．Key facts A○と E○により，各 g ∈ Hに対し，

〈Fκ + Fκ̂ +BκFκ̂, g〉H = 〈D∗Bκ +D∗Bκ̂, g〉H + 〈D∗Bκ̂, B
∗
κg〉H

= D∗
[
B∗
κg +B∗

κ̂g +B∗
κ̂B

∗
κg
]
= D∗[({(I +Bκ)(I +Bκ̂)}∗ − I

)
g
]
= 0

が成り立つ．すなわち，(ι + Fκ) ◦ (ι + Fκ̂) = ι µ-a.s.である．逆順の合成写像が ιにな
ることも同様に示せる．
2○ 等式 (TF)の f として f ◦ (ι+ Fκ̂)をとればよい．

4 2次形式を生む 1次変換
η = η(κ) (η ∈ S2)となる κ ∈ L2 を見い出す二通りの方法について説明し，それぞれ

に付随するラプラス変換型積分の表示について述べる．
4.1. 平方根 1次変換. Λ(Bη) < 1 (η ∈ S2)であれば，I −Bη は自己共役，正定値かつ連
続な線形作用素である．よって，自己共役かつ非特異な平方根作用素 (I − Bη)

1
2 をもつ．

このとき，κS(η) ∈ S2 を

BκS(η) = (I − Bη)
1
2 − I

(
= −{I + (I − Bη)

1
2}−1Bη

)
.

と定義する．平方根作用素を利用することに因み，ι+ Fκs(η) を平方根 1次変換と呼ぶ．
定理 sqrtTF. Λ(Bη) < 1 (η ∈ S2)とする．つぎが成り立つ．
1○ η(κS(η)) = η.

2○
∫
W
feqηdµ = {det2(I − Bη)}−

1
2

∫
W
f(ι+ F

κ̂S(η)
)dµ (∀f ∈ Bb(W)). ■



Proof． 1○ κ = κS(η) ∈ S2 とおく．このとき，つぎが成り立つ．

I − Bη(κ) = (I +B∗
κ)(I +Bκ) = (I +Bκ)

2 =
(
(I − Bη)

1
2

)2
= I − Bη.

写像 L2 3 κ 7→ Bκ ∈ H⊗2 は全単射であるから，η(κ) = η となる．
2○ A ∈ H⊗2 が跡族に属せば det2(I + A) = det(I + A)e−trA となることから，等式

|det2(I +Bκ)|2 = det2((I +Bκ)
2)e∥Bκ∥22 = det2(I − Bη)e

∥κ∥22

が得られる．あとは定理 TFを適用すればよい．
注記. 固有関数展開 Bη =

∞∑
n=1

anhn⊗hn を用いれば BκS(η)，Bκ̂S(η)
はつぎで与えられる．

BκS(η) =
∞∑
n=1

{(1− an)
1
2 − 1}hn ⊗ hn, B

κ̂S(η)
=

∞∑
n=1

{(1− an)
− 1

2 − 1}hn ⊗ hn.

4.2. 適合 1 次変換. η = η(κ)(η ∈ S2) となる κ を見い出す別の方法を紹介する．
κA(ρ) ∈ L2 (ρ ∈ S2)を

κA(ρ)(t, s) = −1[0,t)(s)ρ(t, s) ((t, s) ∈ [0, T ]2)

と定義する．このとき，

(F ′
κA(ρ))(t) =

∫ t

0

ρ(t, s)dθ(s) (t ∈ [0, T ])

となる．確率過程 {
∫ t
0
ρ(t, s)dθ(s)}t∈[0,T ] は適合であることに因み，ι + FκA(ρ) を適合 1

次変換と呼ぶ．κA(ρ)は Volterra型積分核であるから，つぎがいえる．

det2(I +BκA(ρ)) = 1 かつ Λ(Bη(κA(ρ))) < 1. (volterra)

定理 adptTF. 1○
∫
W
feqη(κA(ρ))dµ = e

1
4
∥ρ∥22

∫
W
f(ι + F

κ̂A(ρ)
)dµ (∀ρ ∈ S2, ∀f ∈

Bb(W)).

2○ Λ(Bη) < 1(η ∈ S2)ならば，次式を満たす ρ ∈ S2 が唯一つ存在する．

η(t, s) = ρ(t, s)−
∫ T

t∨s
ρ(t, u)ρ(u, s)du ((t, s) ∈ [0, T ]2).

このとき，η(κA(ρ)) = η であり，さらにつぎが成り立つ．∫
W
feqηdµ = e

1
4
∥ρ∥22

∫
W
f(ι+ F

κ̂A(ρ)
)dµ (∀f ∈ Bb(W)). ■

Proof． 1○ ‖κA(ρ)‖22 = 1
2
‖ρ‖22 であるから，(volterra)と定理 invTFより従う．

2○ η(κ)と κA(ρ)の定義により，η(κA(ρ))は

η(κA(ρ))(t, s) = ρ(t, s)−
∫ T

t∨s
ρ(t, u)ρ(u, s)du ((t, s) ∈ [0, T ]2)



を満たす．よって，主張 1○により，ρの存在と一意性を示せば十分である．
φ ∈ S2 を φ = −̂η と定める．定義より，(I − Bη)

−1 − I = Bφ である．これを

I +B−η = (I − B−φ)
−1

と書き直す．対応 H 3 h ↔ h′ ∈ L2([0, T ];Rd) により，H⊗2 の元を L2([0, T ];Rd)上の
Hilbert-Schmidt作用素と見なす．このとき，上式により，−ηはB−φのレゾルベント核で
ある．レゾルベントの上半，下半Volterra作用素を用いた積表示を与えるGohbelg-Krein

の Special factorization (AMS Transl. 51(1966), 155–188) を B−φ に援用すれば，

−η(t, s) = ν(t, s) +

∫ T

t

ν(t, u)ν(u, s)du (0 ≤ s < t ≤ T )

という関係式を満たす ν ∈ S2 の存在がいえる．求める ρは ρ = −ν で与えられる．
ρの一意性を示す．η(κA(ρi)) = η (i = 1, 2)とする．このとき，

ρ1(t, s)− ρ2(t, s) =

∫ T

t∨s

{
ρ1(t, u)ρ1(u, s)− ρ2(t, u)ρ2(u, s)

}
du (a.e. (t, s) ∈ [0, T ]2)

となる．ただし，「a.e.」は Lebesgue 測度に関して「ほとんどすべての」を意味する．
γ(t, s) = ρ1(t, s)− ρ2(t, s) ((t, s) ∈ [0, T ]2) とおけば，

|γ(t, s)|2 ≤ 2

{(∫ T

t∨s
|ρ1(u, s)|2du

)(∫ T

t∨s
|γ(t, u)|2du

)
+

(∫ T

t∨s
|ρ2(u, t)|2du

)(∫ T

t∨s
|γ(u, s)|2du

)}
(a.e. (t, s) ∈ [0, T ]2)

である．T1 = T − T
N
とし，評価式∫∫

[0,a+ T
N
]×[0,T ]

|ρi(t, s)|2dtds <
1

5
(∀a ∈ [0, T1], i = 1, 2)

を満たす N ∈ Nをとる．このとき，∫∫
t∨s≥T1

|γ(t, s)|2dtds ≤ 4

5

∫∫
t∨s≥T1

|γ(t, s)|2dtds

が成り立つ．ただし，∫∫
t∨s≥T1 · · · は集合 {(t, s) ∈ [0, T ]2; t∨ s ≥ T1}上の重積分を表す．

よって，∫∫
t∨s≥T1 |γ(t, s)|

2dtds = 0 となる．
T2 = T − 2 T

N
とおけば，T を T1 と置き換えた同じ議論により∫∫

T2≤t∨s≤T1
|γ(t, s)|2dtds = 0

となる．この操作を繰り返せば，γ = 0 a.e.を得る．



附記． Λ(Bη) < 1 (η ∈ S2)とする．定理 sqrtTFにより，η(κS(η)) = η である．また，
定理 adptTFにより，η(κA(ρ)) = ηを満たす ρ ∈ S2が存在する．もし κA(ρ) = κS(η)で
あれば，κA(ρ) ∈ S2 となり，

−1[0,t)(s)ρ(t, s) = κA(ρ)(t, s) = κA(ρ)(s, t)
† = −1[0,s)(t)ρ(t, s)

が成り立つ．これにより ρ = 0，よって η = 0 となる．したがって，η 6= 0 ならば，
κA(ρ) 6= κS(η)であり，η(κ) = η を満たす 2種類の κ ∈ L2 が存在する．

5 線形適合 1次変換
定理 adptTFを特別な適合 1次変換である線形適合 1次変換に応用する．

5.1. 指数可積分性の同値条件. σ, χ ∈ C([0, T ];Rd×d) とする．pσ : W → R と
σ(χ) ∈ C([0, T ];Rd×d)，ρχ ∈ S2 を

pσ =

∫ T

0

〈σ(t)θ(t), dθ(t)〉,

σ(χ)(t) = χ(t)−
∫ T

t

χ(u)†χ(u)du (t ∈ [0, T ]),

ρχ(t, s) = 1[0,t)(s)χ(t) + 1(t,T ](s)χ(s)
† ((t, s) ∈ [0, T ]2)

と定義する．pσ = qρσ，ρσ(χ) = η(κA(ρχ)) であるから，pσ(χ) は適合 1次変換 ι+ FκA(ρχ)

から派生する．さらに，

(FκA(ρχ))
′(t) = χ(t)θ(t) (t ∈ [0, T ])

となるから，ι+ FκA(ρχ) はW → W の線形写像である．これに因み，ι+ FκA(ρχ) を線形
適合 1次変換と呼ぶ．
定理 LadptTF 1○ epσ(χ) ∈ L1(µ)であり，つぎが成り立つ．∫

W
fepσ(χ)dµ = e

1
2

∫ T
0

tr[(χ−σ(χ))(t)]dt
∫
W
f(ι+ F

κ̂A(ρχ)
)dµ (∀f ∈ Bb(W)).

2○ 以下の 3条件は同値である。
(i) epσ ∈ L1(µ)．
(ii) σ(χ) = σ となる χ ∈ C([0, T ];Rd×d)が存在する．
(iii) つぎの Riccati ODEを満たす R ∈ C1([0, T ];Rd×d)が存在する．

R′ = −R2 − σ†R−Rσ − σ†σ, R(T ) = 0. (riccati)

3○ (i)∼(iii)が成り立てば，χ = R + σ であり，さらにつぎが成り立つ．∫
W
fepσdµ = e

1
2

∫ T
0

trR(t)dt

∫
W
f(ι+ F

κ̂A(ρχ)
)dµ (∀f ∈ Bb(W)). ■



Proof． 1○ 定理の前で見たように，pσ(χ) = qη(κA(ρχ)) であるから，定理 adptTFから
epσ(χ) ∈ L1(µ)となる．

‖ρχ‖22 = 2

∫ T

0

∫ T

t

|χ(u)|2dudt = 2

∫ T

0

tr[(χ− σ(χ))(t)]dt

が成り立つ．ふたたび定理 adptTFを適用して変換公式を得る．
2○ (ii) ⇒ (i) 1○の主張から得られる．
(ii) ⇔ (iii) σ(χ) = σ とする．R = χ− σ とおく．

R(t) =

∫ T

t

χ(u)†χ(u)du (t ∈ [0, T ]) (R-χ)

となる．これより，R† = Rであり，上式は

R(t) =

∫ T

t

(R(u) + σ(u)†)(R(u) + σ(u))du (t ∈ [0, T ]) (riccati-int)

と変形できる．これは Riccati ODE (riccati)の積分表現に他ならない．
逆に，R を Riccati ODE (riccati) の解とする．R も R† も (riccati) を満たすから，

R = R†である．χ = R+ σとすれば，(riccati-int)は (R-χ)に変形できる．これにより，
σ = σ(χ)となる．
(i) ⇒ (ii) pσ = qρσ であるから，定理 adptTFにより，η(κA(ρ)) = ρσ となる ρ ∈ S2 が
とれる．このとき，∫ T

0

∫ t

0

∣∣σ(t)− ρ(t, s) +

∫ T

t

ρ(t, u)ρ(u, s)du
∣∣2dsdt = 0 (sigma)

が成り立つ．γ(t, s1, s2) = ρ(t, s1)− ρ(t, s2)とおくと，この等式からつぎが従う．∫ T

0

∫∫
[0,t]2

∣∣γ(t, s1, s2)− ∫ T

t

ρ(t, u)γ(u, s1, s2)du
∣∣2ds1ds2dt = 0.

定理 adptTFの証明で用いたのと同様の L2-局所リプシッツ性を利用すると∫ T

0

∫∫
[0,t]2

|γ(t, s1, s2)|2ds1ds2dt = 0

となることがいえる．このとき，

χ0(t) =
1

t

∫ t

0

ρ(t, u)du

とおけば，ρ(t, s) = χ0(t) a.e. s < t となる．したがって，ρ = ρχ0 である．これを
(sigma)に代入すれば∫ T

0

∣∣∣σ(t)− χ0(t) +

∫ T

t

χ0(u)
†χ0(u)

∣∣∣2du = 0



となる．したがって，

χ(t) = σ(t) +

∫ T

t

χ0(u)
†χ0(u)du (t ∈ [0, T ])

と定義すれば，χ ∈ C([0, T ];Rd×d) であり，さらに σ = σ(χ)を満たす．
σ が C1-級であれば，さらに別の同値条件と表示式が得られる．

定理 LadptTF2. σ ∈ C1([0, T ];Rd×d)とする．
1○ σA = 1

2
(σ − σ†)とおき，S ∈ C2([0, T ];Rd×d)を ODE

S ′′ − 2σAS
′ − σ′S = 0, S(T ) = Id, S

′(T ) = σ(T )

の唯一解とする．このとき，定理 LadptTFの 3条件 (i)∼(iii)と条件「(iv) detS(t) 6= 0

(∀t ∈ [0, T ])」は同値である．
2○ (i)∼(iv)が成り立てば，χ = S ′S−1として σ = σ(χ)となり，さらにつぎが成立する．∫

W
fepσdµ =

{
e
∫ T
0

trσ(t)dt detS(0)
}− 1

2

∫
W
f(ξS)dµ (∀f ∈ Bb(W)).

ただし，ξS =
{
ξS(t) := S(t)

∫ t
0
S(s)−1dθ(s)

}
t∈[0,T ] とする． ■

Proof． 1○ detS(t) 6= 0 (∀t ∈ [τ, T ])が成り立つ τ ∈ [0, T )をとる．なお，detS(T ) =
1であるから，そのような τ は存在する．Rτ (t) = (S ′S−1)(t)− σ(t) (t ∈ [τ, T ]) とおく．

R′
τ = S ′′S−1 − S ′S−1S ′S−1 − σ′ = −R2

τ − σ†Rτ −Rτσ − σ†σ, Rτ (T ) = 0

となる．よって，Rτ は [τ, T ] に制限した Riccati ODE (riccati) の C1-解である．さら
に，[τ, T ]上で，(detS)′ = [tr(S ′S−1)] detS = [tr(Rτ + σ)] detS となるから，つぎが成
り立つ．

detS(τ) = e−
∫ T
τ

tr[(Rτ+σ)(t)]dt. (detS)

上の考察から，(iv)から (iii)が従うことは明らかである．逆に，(iii)を仮定する．R ∈
C1([0, T ];Rd×d) を Riccati ODE (riccati) の解とする．τ0 = inf{τ ∈ [0, T ]; detS(t) 6=
0 (∀t ∈ [τ, T ])} とおく．Riccati ODEの解の一意性により，τ > τ0 ならば，[τ, T ]上で
Rτ = Rとなる．これと (detS)により，

detS(τ0) = lim
τ↘τ0

detS(τ) = e
−
∫ T
τ0

tr[(R+σ)(t)]dt 6= 0

を得る．よって，τ0 = 0 かつ detS(0) 6= 0 である．τ0 の定義と detS の連続性により，
detS(t) 6= 0 (∀t ∈ [0, T ])となる．
3○ 主張 1○， 2○と定理 LadptTFにより，ι + F

κ̂A(ρχ)
= ξS となることを示せばよい．連

続線形写像 AS : W → W を

(ASw)(t) = −S(t)
∫ t

0

(S−1)′(s)w(s)ds (w ∈ W , t ∈ [0, T ])



と定める．[0, T ]上の部分積分を用いた初等的な計算により

(ι+ FκA(ρχ)) ◦ (ι+AS) = (ι+AS) ◦ (ι+ FκA(ρχ)) = ι

となることが示せる．定理 invTF 1○とあわせると ι+F
κ̂A(ρχ)

= ι+AS µ-a.s.となる．さ
らに，Itôの公式により，ι+AS = ξS µ-a.s.が成り立つ．
5.2. Feynman-Kac 密度関数. スカラーポテンシャルだけでなくベクトルポテンシャ
ルも含む Feynman-Kacの公式 ([21, 定理 6.22])は，つぎのような主張である．
『A = (A1, . . . , Ad) ∈ C∞(Rd;Rd)，V ∈ C∞(Rd)とする．

Ptf(x) =

∫
W
f(x+ θ(t)) exp

(∫ t

0

〈A(x+ θ(s)), dθ(s)〉+
∫ t

0

V (x+ θ(s))ds

)
dµ

と定義される {Pt}t∈[0,T ] は偏微分作用素

1

2

d∑
i=1

( ∂

∂xi

)2
+

d∑
i=1

Ai
∂

∂xi
+
{
V +

1

2
|A|2

}
に対応する熱半群を与える．』
この積分の指数に倣って，2次Wiener汎関数

axϕ,ψ =

∫ T

0

〈
ϕ(t){x+ θ(t)}, dθ(t)

〉
+

1

2

∫ T

0

〈
ψ(t){x+ θ(t)}, x+ θ(t)

〉
dt

を導入する．ただし，ϕ ∈ C1([0, T ];Rd×d)，ψ ∈ C([0, T ];Rd×d)，x ∈ Rd とする．
S, U, V ∈ C2([0, T ];Rd×d)を 2階線型 ODE

A′′ − 2ϕAA′ + (ψS − ϕ′)A = 0 (odeA)

の解で，つぎの終端条件を満たすものとする．

S(T ) = Id, S
′(T ) = ϕ(T ), U(T ) = Id, U

′(T ) = 0, V (T ) = 0, V ′(T ) = Id.

測度 exp(axϕ,ψ)dµの下での x+ θ(T )の分布密度関数を具体的に表現できる．
定理 FK. detS(t) 6= 0 (∀t ∈ [0, T ])かつ detV (0) 6= 0が成り立つと仮定する．

d(x, y) =
1

2

{〈
ϕS(T )y, y

〉
−
〈
ϕS(0)x, x

〉
+
〈
U ′(0)y, x

〉
+
〈
V (0)−1{x− U(0)y}, V ′(0)†x− y

〉}
,

vT (S) =

∫ T

0

S(t)−1(S(t)−1)†dt

とおく．このとき，つぎが成り立つ．∫
W
exp(axϕ,ψ)δy(x+ θ(T ))dµ =

{
(2π)de

∫ T
0

trϕS(t)dt detS(0) det vT (S)
}− 1

2
ed(x,y). ■



Proof． σ ∈ C1([0, T ];Rd×d)を

σ(t) = ϕ(t) +

∫ T

t

ψS(s)ds (t ∈ [0, T ])

と定める．ODE(odeA)は，つぎのように書き改められる．

A′′ − 2σAA′ − σ′A = 0.

さらに，
pxσ =

∫ T

0

〈σ(t)(x+ θ(t)), dθ(t)〉

とおけば，

axϕ,ψ = pxσ +
1

2

〈(∫ T

0

ψS(s)ds
)
x, x
〉
+

1

2

∫ T

0

(∫ T

t

trψS(s)ds
)
dt (a-p)

となる．よって，epxσdµのもとでの x+ θ(T )の分布密度関数を求めればよい．
β ∈ C2([0, T ];Rd)を

β(t) = U(t)y + V (t)V (0)−1{x− U(0)y} (t ∈ [0, T ])

と定義し，h ∈ Hを h(t) = β(t)− x (t ∈ [0, T ])とおく．定義と (odeA)により，β は

β′′ − 2σAβ
′ − σ′β = 0, β(0) = x, β(T ) = y (odeβ)

を満たす．
s(x, y) = pxσ(·+ h)−D∗h− 1

2
‖h‖2H とおけば，Cameron-Martinの定理により，∫

W
φ(x+ θ(T ))ep

x
σdµ =

∫
W
φ(y + θ(T ))es(x,y)dµ (CM)

が成り立つ．Itôの公式により，

s(x, y) = pσ +

∫ T

0

〈
σ(t)β(t) +

∫ T

t

σ(s)†β′(s)ds− β′(t), dθ(t)

〉
+

∫ T

0

〈σ(t)β(t), β′(t)〉dt− 1

2

∫ T

0

|β′(t)|2dt

となる．(odeβ)を利用して計算すると，(
σβ +

∫ T

•
σ(s)†β′(s)ds− β′

)′

= 0, 〈σβ, β′〉 − 1

2
|β′|2 =

{
〈σSβ, β〉 − 〈β, β′〉

}′

がいえる．よって，

s(x, y) = pσ +
〈
σ(T )y − β′(T ), θ(T )

〉
+ d(σ)(x, y)



である．ただし，d(σ) は d の ϕ を σ に置き換えたものである．(CM) とこれと定理
LadptTF2により，つぎを得る．∫

W
ep

x
σδy(x+ θ(T ))dµ =

∫
W
es(x,y)δ0(θ(T ))dµ = ed

(σ)(x,y)

∫
W
epσδ0(θ(T ))dµ

= ed
(σ)(x,y)

{
e
∫ T
0

trσ(t)dt detS(0)
}− 1

2

∫
W
δ0(ξS(T ))dµ.

ξS(T ) ∼ N(0, vT (S))であるから，この等式と (a-p)をあわせて主張を得る．
附記． d = 1のときは，Sturm-Piconeの比較定理により，S(t) 6= 0 (∀t ∈ [0, T ])ならば
V (0) 6= 0である．

6 補遺
6.1. Cameron-Martin, Kac, Lévy再訪． 定理TFとKey factsを用いて，Cameron-

Martinの変換公式，Kac，Lévyの無限級数展開を再現できる．
Cameron-Martin Fϕ : W → H (ϕ ∈ L2)を

(Fϕ)′(t) =
∫ T

0

ϕ(t, s)θ(s)ds (t ∈ [0, T ])

と定める．Itôの公式により，∫ T

0

ϕ(t, s)θ(s)ds =

∫ T

0

κϕ(s)dθ(s)

(
κϕ(t, s) =

∫ T

s

ϕ(t, u)du

)
であるから，Fϕ = Fκϕ である．なお，K(t, s) =

∫ t
0
ϕ(u, s)duとすれば，この積分核K か

ら定まる Cameron-Martinの線形変換 Tは，ι+ Fϕ = ι+ Fκϕ と一致する．
Ψϕ : W → Rを

Ψϕ = −
∫ T

0

〈∫ T

0

ϕ(t, s)†dθ(t), θ(s)

〉
ds− 1

2

∫ T

0

∣∣∣∣∫ T

0

ϕ(t, s)θ(s)ds

∣∣∣∣2dt
と定める．Λ(Bη(κϕ)) < 1ならば，Bκϕ は跡族に属し，(TF)はつぎのように変形できる．

| det(I +Bκϕ)|
∫
W
f(ι+ Fϕ)eΨϕdµ =

∫
W
fdµ.

さらに，もし K が連続であれば，Cameron-Martin の変換公式がこの等式から導か
れる．すなわち，D = det(I + Bκϕ)，−Φ = Ψϕ となり，G = 1S(ι + Fκ̂ϕ) とおけば
f(T)1S =

(
fG
)
(ι+ Fκϕ)，fG = f1T(S) となる．

Kac η ∈ S2を η(t, s) = 1− (t∨ s) ((t, s) ∈ [0, 1]2)とおく．D2h = 2Bη，
∫
W Dhdµ = 0，∫

W hdµ = 1
2
であるから，

h = 2qη +
1

2



となる．hn ∈ H (n ∈ N ∪ {0})を hn(t) =
√
2

(n+ 1
2
)π
sin
((
n + 1

2

)
πt
)
(t ∈ [0, 1]) と定める．

このとき，
Bη =

∞∑
n=0

1

(n+ 1
2
)2π2

hn ⊗ hn

となる．Key facts B○の展開により，

qη =
1

2

∞∑
n=0

1

(n+ 1
2
)2π2

{(D∗hn)
2 − 1} =

1

2

∞∑
n=0

1

(n+ 1
2
)2π2

(D∗hn)
2 − 1

4

を得る．よって，
h =

∞∑
n=0

1

(n+ 1
2
)2π2

(D∗hn)
2

である．{D∗hn;n ∈ N∪{0}}はN(0, 1)に従う独立同分布な確率変数列であるから，Kac

の展開が再現できる．

Lévy J =

(
0 −1

1 0

)
とし，η(t, s) = 1

2

{
1[0,t)(s) − 1(t,2π](s)

}
J ((t, s) ∈ [0, 2π]2) とす

る．D2s = Bη，
∫
W Dsdµ = 0，∫W sdµ = 0 であるから，

s = qη

となる．e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) ∈ R2 とし，Hの ONB {hn;i;n ∈ N ∪ {0}, i = 1, 2}を

h0;i(t) =
t√
2π
ei, h2n;i(t) =

cos(nt)− 1

n
√
π

ei, h2n−1;i(t) =
sin(nt)

n
√
π
ei

(t ∈ [0, 2π], n ∈ N)と定義する．三角関数の積の [0, 2π]での積分の計算により，

〈Bηh0;1, h2n;2〉H = −〈Bηh2n;1, h0;2〉H =

√
2

n
,

〈Bηh2n;1, h2n−1;2〉H = −〈Bηh2n−1;1, h2n;2〉H =
1

n

であることがいえ，さらに他の 〈Bηhn;i, hm;j〉H はすべて 0であることがいえる．これを
Key facts B○の展開に代入すると

qη =
∞∑
n=1

1

n

{
D∗h2n;1(D

∗h2n−1;2 −
√
2D∗h0;2)−D∗h2n;2(D

∗h2n−1;1 −
√
2D∗h0;1)

}
となる．{D∗hn;i;n ∈ N∪ {0}, i = 1, 2}は N(0, 1)に従う独立同分布な確率変数列である
から，Lévyの展開が再現できる．
6.2. 定理 sqrtTFのピン留め測度への拡張. 定理 sqrtTFをピン留め測度に拡張する．
これにより，Ikeda et al の研究成果を再現できる．k = (k1, . . . , kN) ∈ HN をとる．
C(k) =

(
〈ki, kj〉H

)
1≤i,j≤N とおき，detC(k) 6= 0 である，すなわち，k1, . . . , kN は線形

独立であると仮定する．k1, . . . , kN の張る部分空間 span{k1, . . . , kN}への直交射影を πk



と表し，π⊥
k = I − πk と定める．Bη;k = π⊥

kBηπ
⊥
k とし，写像 S2 3 κ 7→ Bκ ∈ S(H⊗2) の

全単射性を用いて，ηk ∈ S2 を，Bηk = Bη;k と定める．
D∗k = (D∗k1, . . . ,D

∗kN) とおく．D∗k ∈ D∞(RN) であり，さらに非退化である．
f = p(ℓ1, . . . , ℓn) ∈ P に対し，(π⊥

k )∗f : W → Rをつぎで定める．

(π⊥
k )∗f = p

(
D∗(π⊥

k ℓ1), . . . ,D
∗(π⊥

k ℓn)
)
.

定理 PsqrtTF Λ(Bη) < 1 (η ∈ S2)ならば，つぎが成り立つ．∫
W
feqηδ0(D

∗k)dµ ={(2π)Ndet2(I − Bη;k) detC(k)}−
1
2 e−

1
2
tr(πkBηπk)

×
∫
W
((π⊥

k )∗f)(ι+ F
κ̂S(ηk)

)dµ (∀f ∈ P) ■

Proof． k̂1, . . . , k̂N を span{k1, . . . , kN}の ONBとし，k̂ = (k̂1, . . . , k̂N) とおけば，

δ0(D
∗k) = {detC(k)}−

1
2 δ0(D

∗k̂)

となる．πk = πk̂，Bη;k = Bη;k̂ であるから，k1, . . . , kN は正規直交系であるとしてよい．
{hn}∞n=1 を π⊥

k (H)の正規直交基底で Bη;k を対角化するものとする．

Bη = Bη;k + π⊥
kBηπk + πkBηπ

⊥
k + πkBηπk

であるから，Key fact B○により，

qη =
1

2

∞∑
n=1

〈Bηhn, hn〉H{(D∗hn)
2 − 1}+

∞∑
n=1

N∑
j=1

〈Bηhn, kj〉H(D∗hn)(D
∗kj)

+
1

2

N∑
i,j=1

〈Bηki, kj〉H{(D∗ki)(D
∗kj)− δij}

となる．D∗kj = 0 (δ0(D
∗k)dµ-a.e.) であるから，つぎが成り立つ．

qη = qqηk − 1

2
tr(πkBηπk) (δ0(D

∗k)dµ-a.e.)

さらに，f = (π⊥
k )∗f (δ0(D

∗k)dµ-a.e.)である．よって，つぎの変形を得る．∫
W
feqηδ0(D

∗k)dµ = e−
1
2
tr(πkBηπk)

∫
W
((π⊥

k )∗f)e
qηkδ0(D

∗k)dµ.

被積分関数 ((π⊥
k )∗f)e

qηk と D∗kは独立であるから，∫
W
((π⊥

k )∗f)e
qηkδ0(D

∗k)dµ =

∫
W
((π⊥

k )∗f)e
qηkdµ

∫
W
δ0(D

∗k)dµ

= (2π)−
N
2

∫
W
((π⊥

k )∗f)e
qηkdµ



となる．定理 sqrtTFを適用すれば，主張が得られる．
6.3. Girsanovの定理再訪． ρ ∈ S2 とし，κ = κA(ρ)とおく．定理 adptTF 1○により，∫

W
f(ι+ Fκ)e

qη(κ)dµ = e
1
4
∥ρ∥22

∫
W
fdµ

が成り立つ．D2qη(κ) の計算と D∗ は Itô 積分の拡張であること ([9, Theorem5.3.3]) に
より，

qη(κ) = −D∗Fκ −
1

2
‖Fκ‖2H +

1

2
‖κ‖22 = −

∫ T

0

〈u(t), dθ(t)〉 − 1

2

∫ T

0

|u(t)|2dt+ 1

2
‖κ‖22

となることが証明できる．ただし，u(t) = ∫ t
0
ρ(t, s)dθ(s)とする．これにより，上の変換

公式はつぎのような Girsanovの定理の主張に書き改められる．∫
W
f

(
θ +

∫ •

0

u(t)dt

)
exp

(
−
∫ T

0

〈u(t), dθ(t)〉 − 1

2

∫ T

0

|u(t)|2dt
)
dµ =

∫
W
fdµ.

Girsanovの定理が成り立つための十分条件として，Novikov条件，Kazamaki条件が
よく知られている．Novikov 条件は，「exp[1

2

∫ T
0
|u(t)|2dt] ∈ L1(µ)」という条件である．

これは「‖Bκ‖op < 1」と同値となる．Kazamaki条件は「{exp[1
2

∫ t
0
〈u(t), dθ(t)〉]}t∈[0,T ]は

一様可積分でる」という条件である．これは「Λ(Bρ) < 2」と同値となる．Bρ = Bκ+B∗
κ

であるから，
Λ(Bρ) ≤ 2Λ(Bκ) ≤ 2‖Bκ‖op

となる．よって，「Novikov条件が成り立てば，Kazamaki条件が成り立つ」というよく
知られた事実 ([11]参照)が再確認できる．
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