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本講演では多重非整数 Brown運動に付随するラフパスが存在することを紹介する．
はじめに非整数 Brown運動を復習する．実数値の確率過程 B = {B(t)}t∈R が非整数 Brown運動であると
は，B が平均 0の連続なパスを持つ確率過程であり，共分散関数が

E[B(s)B(t)] = RH(s, t) :=
c2H
2
{|s|2H + |t|2H − |s− t|2H} (s, t ∈ R)

と与えられることをいう．ここで 0 < H < 1は Hurst定数とよばれる定数，cH は c2H = 2π
Γ(2H+1) sinπH を満

たす正の定数である．定数 cH は本講演の主役である多重非整数 Brown運動との整合性のために導入した．
次に多重非整数Brown運動 (multifractional Brownian motion, mBm)を説明する．この確率過程はHurst

定数を時間の関数 h : R → Rに置き換えたものとして Peltier–Lévy Véhel [3]や Benassi–Jaffard–Roux [2]

によって導入されたことが起源である．多重非整数 Brown 運動を Ayache [1] に従って導入する．まず，Ŵ
は orthogonally scattered random measure，関数K : R× (0, 1)× (R \ {0}) → RをK(u, v, ξ) = e

√
−1uξ−1

|ξ|v+1/2

と定義する．次に Gauss場 X = {X(u, v)}(u,v)∈R×(0,1) を

X(u, v) =

∫
R

K(u, v, ξ) dŴ(ξ)

と定める（正確には連続な変形をとる）．すると E[X(u, v)X(u′, v)] = Rv(u, u
′)となり，X が非整数 Brown

運動のひとつの実現であることが分かる．

定義 1. （非確率的な）関数 h : R → (0, 1)は C1 級とする．確率過程 B = {B(t)}t∈R を B(t) = X(t, h(t))

と定める．この B を 1次元多重非整数 Brown運動，hを Hurst関数とよぶ．また Rd 値の確率過程が d次
元多重非整数 Brown運動であるとは，各成分が 1次元多重非整数 Brown運動であることをいう．

注意 2. (1) 1次元多重非整数 Brown運動 B の共分散関数は E[B(s)B(t)] = Rh(s)+h(t)
2

(s, t) である．
(2) d次元多重非整数 Brown運動の各成分の Hurst関数は同一のものである必要はない．

続いて d次元多重非整数 Brown運動のラフパスへのリフトを考える．1次元多重非整数 Brown運動 B の
Lemarié-Meyer直交ウェーブレット基底を用いた分解から始めよう．関数 ψ ∈ S(R)は，Fourier変換 ψ̂ が
C∞ 級かつコンパクトな台を持ち，原点近傍で 0をとり，

ψ̂(ξ) =
1√
2π
e
√
−1 ξ

2


sin

[
π
2 ν

(
3
2π |ξ| − 1

)]
, 2

3π ≤ |ξ| ≤ 4
3π,

cos
[
π
2 ν

(
3
4π |ξ| − 1

)]
, 4

3π ≤ |ξ| ≤ 8
3π,

0, otherwise,
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を満たすとする．ただし，ν : R → [0, 1]は，C∞ 級であり，

ν(ξ) =

{
0, ξ ≤ 0,

1, ξ ≥ 1,
ν(ξ) + ν(1− ξ) = 1 (ξ ∈ R)

を満たす．そして，Lemarié-Meyer直交ウェーブレット基底 {ψjk}j,k∈Z を ψjk(x) = 2j/2ψ(2jx− k) と定め
る．この基底を用いて標準正規分布に従う確率変数列 {εjk}j,k∈Z と関数 Ψ: R×R → Rを

εjk =

∫
R

ψ̂j,k(ξ) dŴ(ξ), Ψ(y, v) =
1√
2π

∫
R

e
√
−1yη ψ̂(η)

|η|v+1/2
dη

と定める．すると次が成り立つ．
X(u, v) =

∑
j,k∈Z

2−jvεjk{Ψ(2ju− k, v)−Ψ(−k, v)} a.s.

なお，右辺は確率 1で (u, v)に関してR× (0, 1)上でコンパクト一様収束する ([1, Theorem 5.5])．さらに，

Xhf(u, v) =
∑
j≥1

∑
k∈Z

2−jvεjk{Ψ(2ju− k, v)−Ψ(−k, v)},

X lf(u, v) =
∑
j≤0

∑
k∈Z

2−jvεjk{Ψ(2ju− k, v)−Ψ(−k, v)},

Xhf
+ (u, v) =

∑
j≥1

∑
k∈Z

2−jvεjkΨ(2ju− k, v), Xhf
− (u, v) = −

∑
j≥1

∑
k∈Z

2−jvεjkΨ(−k, v)

と定める．するとX(u, v) = Xhf(u, v)+X lf(u, v) = Xhf
+ (u, v)+Xhf

− (u, v)+X lf(u, v)が成り立ち，Xhf
− (u, v)

と X lf(u, v)は uと v について滑らかな確率過程である．最後に次を定める．
Bhf

+ (t) = Xhf
+ (t, h(t)), Bhf

− (t) = Xhf
− (t, h(t)), Blf(t) = X lf(t, h(t)).

すると，B(t) = Bhf
+ (t)+Bhf

− (t)+Blf(t)が成り立ち，Bhf
− (t)とBlf(t)は tについて滑らかな確率過程である．

最後に結果を述べる．時間区間を I = [0, T ] (T > 0) に制限した 1 次元多重非整数 Brown 運動 B =

{B(t)}t∈I を考える．Hurst関数を hと記し，λ∗ = λ∗(I) = inft∈I h(t) と定める．次が鍵となる補題である．

補題 3. 1
4 < λ∗ ≤ 1

2 を仮定する． 1
4 < λ < λ∗ をとる．Gauss 過程 Bhf

+ = {Bhf
+ (t)}t∈I は，λ に対して

Coutin-Qianの条件を満たす．

d 次元多重非整数 Brown 運動 B に対して，Bhf
+，Bhf

− , Blf を成分ごとに定める．B の各成分の Hurst 関
数は補題の条件を満たすと仮定する．すると，補題より Bhf

+ に付随するラフパスが存在する．さらに Bhf
− と

Blf は tについて滑らかであった．よってラフパスの並行移動を考えることにより次の結果を得る．

定理 4. d次元多重非整数 Brown運動 B に付随するラフパスが存在する．
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