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1 被制御ディリクレ空間
M を位相的 Lusin空間でB(M) = σ(C(M))を仮定する. mをM 上の Radon測度で台が全体とす

る. L2(M ;m)上のディリクレ形式 (E , D(E ))と対応する L2(M ;m)-半群 (Pt)t≥0 を考え, (E , D(E ))が
準正則で carré-du-champ Γ(u)を許容するとする. このとき, (E , D(E ))に基づいてm-a.e.の意味で一階
の微分構造がはいる. 特にL2-ベクトル場の全体 L2(TM), L2-1-微分形式の全体L2(T ∗M), それらの
(ヒルベルト空間の意味ではなく L∞-加群の意味での)テンソル積 L2(T k⊗M) := L2(T (k−1)⊗M) ⊗
L2(TM), L2((T ∗)k⊗M) := L2((T ∗)(k−1)⊗M)⊗L2(T ∗M), 外積冪L2(ΛkTM) := ΛkL2(TM),

L2(ΛkT ∗M) := ΛkL2T ∗M)などが [1, 4]によって定式化された. 特に f ∈ D(E )に対して, その微分
df ∈ L2(T ∗M), 勾配ベクトル場∇f ∈ L2(TM)がそれぞれ定義できる.

X = (Ω, Xt,Px)を (E , D(E ))に対応する標準過程, SD(X)を滑らかな Dynkin class 測度の全体,

SEK(X)を滑らかな拡張された加藤 class測度の全体とする. (∆, D(∆))を (E , D(E ))に対応する L2-生
成作用素, (∆2κ, D(∆2κ))をシュレディンガー形式 (E 2κ, D(E ))に対応する L2-生成作用素とする. ∆は
具体例において必ずしもラプラシアンとは限らない (Wiener 空間では Ornstein–Uhlenbeck作用素, 重
み付き Riemann多様体 (M, g, e−fvolg)では重み付きラプラシアン∆f := ∆− ⟨∇f,∇·⟩になる).

定義 1.1 (Bakry–Émery条件). κ+ ∈ SD(X), 2κ− ∈ SEK(X)とする. (M,E ,m)または単にM が
2-Bakry–Émery条件 (BE2(κ,∞)と記す)を満たすとは以下のこととする: 任意の∆f ∈ D(E ) を満たす
f ∈ D(∆)と∆2κϕ ∈ L∞(M ;m) を満たす非負 ϕ ∈ D(∆2κ) ∩ L∞(M ;m)に対し
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∫
M

∆2κϕ|∇f |2dm ≥
∫
M

ϕ⟨∇f,∇∆f⟩dm.

仮定 1.2. 符号値測度 κが κ+ ∈ SD(X)と 2κ− ∈ SEK(X) を満たし, M が BE2(κ,∞) を満たす.

仮定 1.2 が成立するとき, (M,E ,m)あるいは単にM を被制御 (tamed)と呼ぶ. さらに, BE2(κ,∞)

は半群の勾配評価と呼ばれる GE1(κ,∞)という次の条件

|∇(Ptf)| ≤ Pκ
t |∇f | m-a.e. for any f ∈ D(E ) and t ≥ 0 (1.1)

とも同値である ([2, Theorems 3.4 and 3.6, Proposition 3.7 and Theorem 6.10, Definition 3.3 and

Theorem 3.4]). 試験関数の集合を

Test(M) : = {f ∈ D(∆) ∩ L∞(M ;m) | |∇f | ∈ L∞(M ;m),∆f ∈ D(E )}

で定める. [2, Proposition 6.8] より, 仮定 1.2 の下で, BE2(−κ−,∞) が成立する. さらに, 任意の
f ∈ L2(M ;m) ∩ L∞(M ;m)と t > 0に対して,

|∇Ptf |2 ≤ 1

2t
∥P−2κ−

t ∥∞,∞ · ∥f∥2L∞(M ;m) (1.2)

1



が成立する. 特に f ∈ L2(M ;m)∩L∞(M ;m)なら, Ptf ∈ Test(M)となる. [2, Lemma 6.4]よりTest(M)

は代数 (algebra)になる: f, g ∈ Test(M)ならば fg ∈ Test(M).

仮定 1.2の下で, Test(M)はリーマン多様体M におけるC∞
c (M)の代用物の役割を果たす. さらにm-

a.e.の意味で二階の微分構造がはいる. 例えば,ソボレフ空間としてのへシアン (Hess, D(Hess))の概念,

ソボレフ空間W 1,2(TM), H1,2(TM) := Reg(TM)
∥·∥W1,2

, Reg(TM) := {
∑n

i=0 gi∇fi | ∃n ∈
N, fi ∈ Test(M), gi ∈ Test(M)∪R1M(0 ≤ i ≤ n)}, H1,2(TM)に対応するBochner Laplacian

□, L2-k-微分形式 ω ∈ L2(ΛkT ∗M)に作用するソボレフ空間としての外微分作用素 (dk, D(dk))と
余外微分作用素 (dk

∗, D(dk
∗)), ソボレフ空間W 1,2(ΛkT ∗M) := D(dk)∩D(dk

∗), H
1,2(ΛkT ∗M) :=

Reg(ΛkT ∗M)
∥·∥W1,2

, Reg(ΛkT ∗M) := {
∑n

i=0 f
0
i df

1
i ∧· · ·∧dfk

i | ∃n ∈ N, f j
i ∈ Test(M) (1 ≤

j ≤ k), f0
i ∈ Test(M) ∪ R1M(0 ≤ i ≤ n)}, H1,2(ΛkT ∗M)に対応する L2-生成作用素としての

De Rham–Hodge–Kodaira Laplacian −∆HK
k (= “dk−1dk

∗ + dk+1
∗ dk)ω”)などが定義できる.

k = 0のとき ∆HK
0 = ∆に注意する. 以下,外微分, 余外微分から添字 k, k ± 1等を略す. (PHK

t )t≥0 を
∆HK

k に対応する L2(ΛkT ∗M)上の強連続縮小半群とする. 形式的には PHK
t ω(=“et∆

HK
k ω”)である.

定理 1.3 (L2-de Rham–Hodge–Kodaira 分解). ∆HK
k |Reg(ΛkT∗M)) が L2(ΛkT ∗M)上本質的自己共

役, 1 ∈ D(E ), E (1, 1) = 0か, M が局所コンパクトで内在距離で完備かつXを Feller過程とする.

(1) ω ∈ L2(ΛkT ∗M)に対して, 調和射影Hω := limN→∞ PHK
N ω in L2(ΛkT ∗M) が存在する.

(2) ω ∈ L2(ΛkT ∗M)に対して, 以下の特異積分が L2(ΛkT ∗M)での収束の意味で存在する:

dd∗(−∆HK
k )−1ω := lim

N→∞

∫ N

0

dd∗P
HK
t ω dt, d∗d(−∆HK

k )−1ω := lim
N→∞

∫ N

0

d∗dP
HK
t ω dt.

(3) L2-de Rham–Hodge–Kodaira 直交分解が成立する: ω ∈ L2(ΛkT ∗M)に対し
ω = Hω + dd∗(−∆HK

k )−1ω + d∗d(−∆HK
k )−1ω,

∥ω∥2L2(ΛkT∗M) = ∥Hω∥2L2(ΛkT∗M) + ∥dd∗(−∆HK
k )−1ω∥2L2(ΛkT∗M) + ∥d∗d(−∆HK

k )−1ω∥2L2(ΛkT∗M).
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