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概要
次の確率 Volterra方程式 (stochastic Volterra equation; SVE) を考える:

Xt = x(t) +

∫ t

0

K(t− s)b(Xs) ds+

∫ t

0

K(t− s)σ(Xs) dWs, t > 0. (1)

ただし, W は d 次元 Brown 運動, b : Rn → Rn はドリフト係数, σ : Rn → Rn×d は拡散係数であり,

K : (0,∞) → [0,∞) は核, x : (0,∞) → Rn は外力項と呼ばれる関数である. SVE の解 X は一般に非
Markovかつ非セミマルチンゲールであるような (有限次元)確率過程であるが, 無限次元空間への持ち上げ
を考えることで, ある Hilbert空間上のMarkov過程 (Markovリフト)が得られる. また, 元の SVEの解は,

このMarkovリフトのある種の射影として復元できる. 本研究の目的は, Markovリフトの長時間漸近挙動
を調べることで, 元の SVEの解X に関する極限定理を得ることである.

Markovリフト
核 K が完全単調であると仮定する. このとき, R+ 上のある Borel 測度 µ が一意的に存在し, K(t) =∫

R+
e−θt µ(dθ)と表現される. この測度 µに着目し, 次の確率発展方程式 (stochastic evolution equation;

SEE) を考える: {
dYt(θ) = −θYt(θ) dt+ b(µ[Yt]) dt+ σ(µ[Yt]) dWt, t ≥ 0, θ ∈ R+,

Y0(θ) = y(θ), θ ∈ R+.
(2)

ただし, µ[Yt] :=
∫
R+

Yt(θ)µ(dθ) である. この SEE は θ の関数からなる適切な Hilbert 空間の三つ組み
V ↪→ H ↪→ V∗ の上で定義される. 自然な条件の下, SEE(2)の解 Y は H上の時間斉次的Markov (Feller)

過程となり, SVE(1)の解X は表現公式

Xt = µ[Yt], t ≥ 0

によって復元される [2]. SEE(2)の解 Y をX のMarkovリフトと呼ぶ.

SEE(2)に対応する推移確率は

Pt(y,A) := P(Y y
t ∈ A), t ≥ 0, y ∈ H, A ∈ B(H)

と定義される. ただし, Y y は初期条件を yとしたときの SEE(2)の解である. H上の確率測度 πが∫
H
Pt(y,A)π(dy) = π(A), ∀ t ≥ 0, ∀A ∈ B(H)

を満たすとき, πを {Pt}t≥0の不変確率測度という. 先行研究 [2]では, 適切な条件の下で不変確率測度の一
意性が得られていた. 本講演では, 不変確率測度の一意存在性および弱エルゴ―ド評価について得られた結
果を紹介する.
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主結果
以下を仮定する:

• 核Kは完全単調であり,
∫ 1

0
K(t)2 dt < ∞を満たす. さらに,あるβ > 0が存在し, lim supt→∞ eβtK(t) <

∞が成立する.

• 係数 b : Rn → Rn は Lipschitz連続である. さらに, C1∥K∥L1(0,∞) < 1なるある定数 C1 > 0および
C2 > 0が存在し, 任意の x ∈ Rn に対して ⟨x, b(x)⟩ ≤ C1|x|2 + C2 が成立する.

• 係数 σ : Rn → Rn×d は有界かつ Lipschitz連続である. さらに, ある定数 C3 > 0が存在し, 任意の
x, ξ ∈ Rn に対して ⟨σ(x)σ(x)⊤ξ, ξ⟩ ≥ C3|ξ|2 が成立する.

ここで, bと σの Lipschitz定数の大きさについては何の制限も課していないことに注意されたい. 以上の仮
定の下, 次の結果を得た:

• (不変確率測度の一意存在性) {Pt}t≥0 の不変確率測度 πが一意的に存在する.

• (可積分性) 任意の p ≥ 0に対して ∫
H ∥y∥pH∥y∥2V π(dy) < ∞が成立する. 特に π(V) = 1である.

• (指数型弱エルゴ―ド評価) ある C, r > 0が存在し, 任意の y ∈ Hおよび t ≥ 0に対して

W(Pt(y, ·), π) ≤ C(1 + ∥y∥H)e−rt

が成立する. ここで, WはH上の確率測度全体の空間 P(H)の上の (弱収束と同値な)距離であり, 次
で定義される:

W(p1, p2) := inf
p∈C (p1,p2)

∫
H×H

{
∥y1 − y2∥H ∧ 1

}
p(dy1, dy2), p1, p2 ∈ P(H).

また, C (p1, p2)は p1 と p2 のカップリング全体の集合を表す.

上述の主結果は, Lyapunov関数を上手く構成し, Hairer, Mattingly and Scheutzow [1]によって示された
一般化 Harrisの定理を適用することで証明される. そのうえでの大きな難点は, SEE(2)が退化型であるこ
と, すなわち状態空間Hは無限次元であるが, ノイズを駆動する Brown運動は有限次元であるという点で
ある. 本研究では, SEE(2)の特殊な構造に着目した「一般化カップリング」を適切に構成することで, この
難点を解決した.

本講演では, 上述の主結果と証明のアイデアについてより詳しく説明する.
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