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概要

ユークリッド空間上の Lévy過程とは，独立増分性，定常増分性を持つ確率過程である．これをより一般

化し，Lie 群や対称空間，リーマン多様体上で構成する研究がされてきた．確率過程の増分はユークリッ

ド空間に加法が定まっていることで定義できるが，Hunt は加法に対応する群演算が備わっている Lie 群

上の増分を使って Lévy 過程を構成した．一方で，空間に演算が定義できない一般のリーマン多様体では

増分が定義できないことが問題となる．そこでユークリッド空間上の Lévy過程が Feller半群と Feller半

群が定める生成作用素に対応関係があることに注目する．例えばユークリッド空間上の Brown運動は，ラ

プラス作用素 1
2
∆と対応関係がある．Elles-Elworthy-Malliavinは正規直交枠束上の確率微分方程式から

決まる 2階線形微分作用素が，多様体上の Laplace–Beltrami作用素 ∆M に対応していることを使い，正

規直交枠束上の確率微分方程式の解を多様体に射影することでリーマン多様体に Brown運動を構成した．

Applebaum[1],[2]は，Elles-Elworthy-Malliavinによる多様体上の Brown運動の構成を一般化して正規

直交枠束上のジャンプ型確率微分方程式を解くことで水平 Lévy 過程を構成し,それを底空間に射影するこ

とでリーマン多様体上の Lévy過程を構成した．本講演ではこの水平 Lévy過程の射影から得られたリーマ

ン多様体上の Lévy過程に対して，部分積分公式を異なる 2種類の方法で導く．その中で，考察対象の多様

体に対してコンパクト性を仮定し，Lévy測度に対しては多様体の単射半径内の台が存在と回転対称性を仮

定した．多様体をコンパクトに仮定する理由は，[3],[4]により，水平 Lévy過程が道ごとに一意的な極大解

を持つからである．さらにこの時 [3] から，水平 Lévy 過程が Lévy フローを定めることが分かっている．

Lévy 測度に回転対称性を仮定するのは，[1] の結果から，水平 Lévy 過程を射影して得られる多様体上の

Lévy過程がMarkov性を持ち，従って Feller半群との対応関係があるからである．

多様体上の Lévy 過程に対する 2 種類の部分積分公式の導出において，どちらも手法もマルチンゲール

表現定理と対応する確率過程の 2次変分をとる．その中で，1つ目の方法は [8]によるジャンプ変数に対す

る発散定理を使う手法である．この手法を使うためには水平 Lévy 過程の出発点に関する滑らかさが必要

であるが，考察対称の多様体をコンパクトに仮定することでその正規直交枠束もコンパクトになり，従って

前述した [3]より，出発点に関して滑らかであることが得られる．2つ目の方法は，Bismutによるリーマ

ン多様体上の Brown 運動に対する部分積分公式の導出方法を Lévy 過程に応用する方法である．Bismut

は，リーマン多様体上の Brown運動に対する部分積分公式を導出したが，導出過程において，Ricci曲率

が重要な役割を果たす．ここで特に重要な性質は Ricci 曲率をベクトル場に作用させると，ベクトル場と

Laplace–Beltrami作用素の交換子が現れることである．本論文ではこれを一般化して多様体上の Lévy過

程に対する部分積分公式を構成した．

本講演の構成は次の通りである．最初に微分幾何で必要な正規直交枠束とそれに関係する事柄をまとめ

る．次に水平 Lévy過程を構成し，対応する半群と生成作用素を求める．ここで水平 Lévy過程に回転対称

性を仮定することで，底空間に射影して得られた Lévy 過程が Feller 半群を定めることを確認する．以降

この回転対称 Lévy過程についてのみ取り扱う．Bismutによる多様体上の Brown運動に対する部分積分

公式とその導出方法を紹介する．これを一般化することで，回転対称水平 Lévy過程に対する部分積分公式

を導く．なお時間に余裕があれば具体的な多様体上の Lévy過程の表示を紹介したいと思う．
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