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1 序

　実数値の確率過程X = {Xt : t ≥ 0}がある区間から脱出する時刻の分布を特徴づける問
題をXに対する脱出問題という. ここでは,二つの実数a > bと非負実数 q ≥ 0, Xの通過時
刻 τ+a = inf{t > 0 : Xt > a}, τ−b = inf{t > 0 : Xt < b}に対し, 期待値EX

0

(
e−qτ+a 1(τ+a <τ−b )

)
を求める問題を考える.

　Xを spectrally negative な Lévy過程としたとき, Xに対する脱出問題はスケール関数
を用いて表すことができる. スケール関数は, X の Laplace指数を用いて Laplace変換に
より定義される. また, 脱出問題の応用として, ポテンシャル測度をスケール関数を用い
て表すことができる.

　Kyprianou and Loeffen [2] は, 屈折 Lévy過程 U に対する脱出問題を論じた. 彼らの屈
折Lévy過程Uは, 値 0を超えるまでは spectrally negativeなLévy過程Xに従って動き, 0

を超えたときに下向きにドリフト αがかかる. 詳しく言うと, spectrally negative な Lévy

過程Xに対し, 屈折 Lévy過程 U = {Ut : t ≥ 0}は, 確率微分方程式

Ut − U0 = Xt − α

∫ t

0

1{Us>0}ds, t ≥ 0 (1.1)

の解として定義される.

　本講演では [3]に基づき, まずKyprianou–Loeffenの屈折 Lévy過程を一般化した確率過
程, つまりX, Y を異なる spectrally negative な Lévy過程として, 正の値をとるときはX

の挙動を, 負の値をとるときは Y の挙動をする確率過程 U を定義する. 詳しく述べると,

確率過程Uを, Xが有界変動な標本路を持つときはXとY を独立として, 確率微分方程式

Ut − U0 =

∫
(0,t]

1{Us−≥0}dXs +

∫
(0,t]

1{Us−<0}dYs, (1.2)

の解として定義する. また, Xが非有界変動な標本路をもち Gaussian part を持たないと
きは停止過程の法則 PU0

x と周遊測度 nU を任意の正可測汎関数 F に対し

PU0

x

(
F
(
(Ut)t<τ−0

, (Ut+τ−0
)t≥0

))
= PX

x

EY 0

y

(
F
(
w, (Y 0

t )t≥0

)) ∣∣∣∣y=X(τ
−
0 )

w=(X(t))
t<τ

−
0

 x ̸= 0 (1.3)

nU
(
F
(
(Ut)t<τ−0

, (Ut+τ−0
)t≥0

))
= nX

EY 0

y

(
F
(
w, (Y 0

t )t≥0

)) ∣∣∣∣y=X(τ
−
0 )

w=(X(t))
t<τ

−
0

 (1.4)

を満たすものとして定義し, 上記のような確率過程U を周遊理論を用いて構成する. ただ
し, Y 0は Y の 0での停止過程を, nX はX の 0での周遊測度を表す. さらに, 本講演では
複合 Poisson過程による近似と脱出問題, ポテンシャル測度について考察する.
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2 Spectrally negative なLévy過程の脱出問題と吸収壁ポテンシャル

測度

　この節では, 主結果を述べるのに必要な記号と Spectrally negative な Lévy過程に関す
る先行研究をまとめる. 主結果は講演において述べる. 　X = {Xt : t ≥ 0}を spectrally

negative な Lévy過程で, −Xが subordinatorではないものとする. Xの Laplace指数を

ψX(λ) := logEX
0 (e

λX1), λ ≥ 0 (2.1)

で定義する. またその逆関数を

ΦX(θ) = inf{λ ≥ 0 : ψX(λ) = θ}, θ ≥ 0 (2.2)

で定義する. 任意の非負実数 q ≥ 0に対し, q-スケール関数W
(q)
X : R → [0,∞) を, (−∞, 0)

上ではW
(q)
X = 0であり, [0,∞)上では連続で, Laplace変換が∫ ∞

0

e−βxW
(q)
X (x)dx =

1

ψX(β)− q
, β > Φ(q) (2.3)

を満たす関数として定義する.

定理 2.1 (Xに対する脱出問題). a ≥ x > 0と q ≥ 0に対し,

EX
x

(
e−qτ+a 1(τ+a <τ−0 )

)
=
W

(q)
X (x)

W
(q)
X (a)

(2.4)

が成り立つ.

定理 2.2 (消滅過程のポテンシャル測度). a ≥ x > 0と q ≥ 0およびBorel集合A ∈ B(R)
に対し,∫ ∞

0

e−qtPX
x (Xt ∈ A, τ+a ∧ τ−0 > t)dt =

∫
A

(
W

(q)
X (x)W

(q)
X (a− y)

W
(q)
X (a)

−W
(q)
X (x− y)

)
dy

(2.5)

が成り立つ.
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problem. arXiv:1608.05359, August 2016.

2


