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Φ4
3モデル

Φ4
3モデル（周期境界条件で考える）

∂tu = ∆u − u3 + Cu + ξ, (t, x) ∈ R+ × R3.

ξが時空ホワイトノイズのとき, uは超関数となり非線形項を通常の
意味で定義できない.

目標 : 滑らかな関数による近似 ξϵ → ξ (ϵ ↓ 0)に置き換え, 適当な定
数 Cϵ → ∞を選んで

∂tuϵ = ∆uϵ − u3ϵ + Cϵuϵ + ξϵ

の解 uϵが普遍的な極限 uを持つことを示す.

星野壮登（Masato Hoshino） (東京大学) Hairer 理論による Φ4
3 モデルへのアプローチの概説 November 10, 2016 4 / 30



Gubinelli-Imkeller-Perkowski理論の考え方

uを次のように分解する

u = − + u′ 4 + u#.

, , は ξから直接定義された関数 (enhanced drivers), u′, u#は十分
良いレギュラリティを持つ未知関数 (enhanced solution).

Controlled path theoryや GIP theoryの考え方
1 適当な確率空間 (Ω,P)上に時空ホワイトノイズ ξを用意.
2 Ξ = ( , , , . . . ) : 必要十分な enhanced driversを定義. (deterministic

part 1)
3 与えられた Ξから, 不動点問題の解として enhanced solution (u′, u#)
を導く. (deterministic part 2)

4 (Ω,P)上に Ξ値の標準的な確率変数を導入. (probabilistic part)
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Hairer理論の考え方

レギュラリティの捉え方を変える.

Enhanced drivers Ξ = ( , , , . . . )
↔ Abstract symbols F = ( , , , . . . ), モデル Z = (Π, Γ).

Enhanced solution u = − + u′ 4 + u#

↔ モデル関数 (modelled distribution) : T = ⟨F⟩値の関数

u(t, x) =
∑
τ∈F

uτ (t, x)τ ,

復元 (reconstruction) R : u 7→ u.

Probabilistic part
↔ ξから Z = (Π, Γ)への持ち上げ, その繰り込み（GIP理論より高
度な代数を用いる）.
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関数のTaylor展開

関数 f : R → Rが Cγ (γ > 0) に属する⇔
def

∃{f (k)}k=0,1,...,⌊γ⌋

f (y) =
∑⌊γ⌋

k=0 f
(k)(x)(y − x)k +O(|y − x |γ)

これを抽象化 :
f (x) =

∑
|k|<γ f

(k)(x)X k .

ΠxX (y) = (y − x)k と定義すると

|f (y)− (Πx f (x))(y)| ≲ |y − x |γ .

ΓyxX
k = (X + (y − x)1)k と定義すると

∥f (y)− Γyx f (x)∥X k ≲ |x − y |γ−|k|.
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ラフパス理論

X ,Y ∈ Cγ (γ ∈ (13 ,
1
2))に対して積 Ż = Y Ẋ (⇔線積分 Z =

∫
YdX )を定

義したい.

(X ,X) : γ-Hölderラフパス (Xst = Xsu + Xut + XsuXut).

(Y ,Y ′) : γ-被制御パス (Yst = Y ′
sXst +O(|t − s|2γ)).

Zst = YsXst + Y ′
sXst +O(|t − s|3γ) ⇒ Żt ∼ Ys Ẋt + Y ′

s∂tXst .

これを抽象化 :
Ż (s) = Ys Ẋ + Y ′

s Ẋ.

Πs Ẋ (t) = Ẋt , ΠsẊ(t) = ∂tXst と定義すると

|⟨Ż − Πs Ż (s), φ
λ
s ⟩| ≲ λ3γ−1.

Γus Ẋ = Ẋ , ΓusẊ = Ẋ+ XsuẊ と定義すると

∥Ż (u)− Γus Ż (s)∥Ẋ = |Yu − Ys − Y ′
sXsu| ≲ |u − s|2γ ,

∥Ż (u)− Γus Ż (s)∥Ẋ = |Y ′
u − Y ′

s | ≲ |u − s|γ .
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正則性構造理論の考え方

関数をレギュラリティによって展開.（GIP理論と同じ）

レギュラリティのみを表す記号を導入する.

展開の詳しい性質は記号への作用 Πx , Γyx に込める. それぞれ
Πx は x の周りでのレギュラレティを表す.
Γyx は展開の中心を x から y に移すときの変化を表す.

元の関数 f の展開を抽象化した f は条件

∥f (y)− Γyx f (x)∥τ ≲ |x − y |γ−|τ |

を満たす. 逆にこの条件があれば元の関数を復元できる.
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正則性構造

定義
T = (A,T ,G )が正則性構造 (regularity structure)であるとは,

1 A ⊂ Rは 0を含み下から有界で局所有限,

2 T =
⊕

α∈A Tαは有限次元ノルム空間 Tαの直和,

3 G は T 上の有界作用素の群で, ∀Γ ∈ G ,∀τ ∈ Tαに対し

Γτ ∈ τ +
⊕
β<α

Tβ

を満たすことをいう.

|τ | : τ ∈ Tαの次数 α.

∥τ∥α : τ ∈ T の Tα成分のノルム.
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モデル

s = (si )
d
i=1 ∈ Nd

>0, |s| =
∑d

i=1 si .

|k|s =
∑d

i=1 siki , k ∈ Nd .

∥z∥s =
∑d

i=1 |zi |1/si , z ∈ Rd .

φλ
z (z

′) = λ−|s|φ(λ−s1(z ′1 − z1), . . . , λ
−sd (z ′d − zd)).

定義
写像の族 Π = {Πz ∈ L(T ,S ′(Rd))}z∈Rd と Γ = {Γzz ′ ∈ G}z,z ′∈Rd で

Γzz ′Γz ′z ′′ = Γzz ′′ , ΠzΓzz ′ = Πz ′ , ∀z , z ′, z ′′ ∈ Rd

を満たし, ∀τ ∈ Tα, ∀φ ∈ S(Rd), ∀λ ∈ (0, 1]に対し

|⟨Πzτ, φ
λ
z ⟩| ≲ λα, ∥Γzz ′τ∥β ≲ ∥z − z ′∥α−β

s , loc in z , z ′ ∈ Rd

を満たすものの組 Z = (Π, Γ)をモデルという.
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レギュラリティに関する注意

定義
ξ ∈ S ′(Rd)に対し, ξ ∈ Cγ

s (Rd) ⇔
def
各 z において

ξz(·) = ξ(·)−
∑

|k|s<γ

(· − z)k

k!
∂kξ(z)

とすると, ∀φ ∈ S(Rd), ∀δ ∈ (0, 1]に対し

|⟨ξz , φλ
z ⟩| ≲ λγ , loc in z ∈ Rd .

Cγ
s = Bγ

∞,∞ with scaling（局所的な意味で）
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モデル関数と復元作用素

定義
γ ∈ Rとする. 関数 f : Rd → T で ∀β < γに対し

∥f (z)− Γzz ′ f (z
′)∥β ≲ ∥z − z ′∥γ−β

s , loc in z , z ′ ∈ Rd

を満たすものをモデル関数 (modelled distribution)という. このような関
数の全体をDγ と表す.

定理
γ > 0とする. 連続作用素R : Dγ → S ′(Rd)で ∀f ∈ Dγ , ∀φ ∈ S ′(Rd),
∀λ ∈ (0, 1]に対し

|⟨Rf − Πz f (z), φ
λ
z ⟩| ≲ λγ , loc in z ∈ Rd

を満たすものが一意的に存在する. Rはモデル Z = (Π, Γ)についても連
続である. （Rを復元作用素 (reconstruction operator)という.）
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放物型方程式への応用

∂tu = ∆u − u3 + ξ, u(0, ·) = u0 ⇔
def

u = G ∗ {1t>0(ξ − u3)}+ Gu0.

（G : ∂t −∆の熱核）

G = K + K̂ : suppK はコンパクト, K̂ ∈ C∞(R4),∫
K (z)zk = 0, |k |s ≤ 2.

モデル関数が満たすべき方程式

u = K{1t>0(Ξ− u3)}+ K̂{1t>0(Ξ− u3)}+ Gu0.

この方程式に意味を与えるのに必要十分な正則性構造を構成する.
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Φ4
3に対応する正則性構造の構成

d = 4, z = (t, x)（t : 時間, x : 空間）, スケーリング s = (2, 1, 1, 1).

{Xi}3i=0 : Taylor展開に使用するシンボル, X k =
∏3

i=0 X
ki
i ,

Ξ : ξのシンボル.

I : K との合成積を表すシンボル.
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Φ4
3に対応する正則性構造の構成

TΦ4
3
= (A,T ,G )を次のように構成する.（G は後で構成）

1 次数 :
1 |X k | = |k|s , |Ξ| = − 5

2 − κ (κ > 0 fixed),
2 |Iτ | = |τ |+ 2 (τ /∈ {X k}),
3 |ττ ′| = |τ |+ |τ ′|.

2 シンボルの集合 :
1 W = {Ξ} ∪ {τ1τ2τ3 ; τi ∈ U} : Ξ− u3 を表す,
2 U = {X k} ∪ {Iτ ; τ ∈ W} : uを表す.

3 Tα = ⟨τ ; |τ | = α⟩.
但し IX k = 0, ττ ′ = τ ′τ を約束.
→モデル関数は T =

⊕
α Tαの上に実現できる.
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Admissibleなモデル, Schauder評価

定義
TΦ4

3
上のモデル Z = (Π, Γ)が admissibleであるとは,

(ΠzX
k)(z ′) = (z ′ − z)k と

ΠzIτ = K ∗ Πzτ −
∑

|k|s<|τ |+2

(· − z)k

k!
(∂kK ∗ Πzτ)(z)

が成り立つことをいう.

命題
Admissibleなモデルに対し, 連続作用素K : Dγ → Dγ+2で ∀u ∈ Dγ に
対し

Ku − Iu ∈ ⟨X k⟩, RKu = K ∗ Ru

を満たすものが構成される.
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解写像

モデル関数が満たすべき方程式 (Φ4
3) :

u = K{1t>0(Ξ− u3)}+ K̂{1t>0(Ξ− u3)}+ Gu0.

以下常に周期境界条件で考える.

定理
Admissibleなモデル Z に対し, (Φ4

3)は一意解 u ∈ Dγ (γ > 1 + 2κ)を持
つ. 写像 (u0,Z ) 7→ uは連続である.
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元の関数空間への射影

連続な関数 ξを取る. このとき

ΠzΞ = ξ, Πzττ
′ = ΠzτΠzτ

′

により admissibleなモデル Z ξ が一意的に決まる. 対応する解 uの復
元 u = Ruは

∂tu = ∆u − u3 + ξ, u(0, ·) = u0

を満たす.

命題
各 Πzτ が連続なモデルに対し, Ru(z) = (Πzu(z))(z).

ξが超関数のとき, 積 ΠzτΠzτ
′は一般に定義できない.
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Z ϵの繰り込み

ξϵ = ξ ∗ φϵ : 滑らかな関数による近似 (φϵ(z) = ϵ−5φ(ϵ−sz)).

Z ϵ = Z ξϵ : 自然な持ち上げ.

Z ϵは収束しないから適当な変換 Z ϵ → Ẑ ϵを施すことを考える.
1 どのような変換をするべきか.
2 変換 Ẑ ϵ は方程式の形にどう影響するか.

Ẑ ϵを導くために, T を張るシンボルを書き出す.

縮約 : IΞ = , (IΞ)2 = , I(IΞ)2 = ,. . .

考えるべき T は

T = ⟨Ξ, , , , , , ,X1 ,X2 ,X3 , 1, . . . ⟩.
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Πϵτの繰り込み（１）

Πϵ
z = K ∗ ξϵ = Kϵ ∗ ξ（そのままで良い）.

Πϵ
z = (Kϵ ∗ ξ)2 =

∫∫
Kϵ(· − z1)Kϵ(· − z2)ξ(z1)ξ(z2)dz1dz2. ここで

ξ(z1)ξ(z2) =: ξ(z1)ξ(z2) : +δ(z1 − z2) （Wick積）より

Πϵ
z =

∫∫
Kϵ(· − z1)Kϵ(· − z2) : ξ(z1)ξ(z2) : dz1dz2 + C 1

ϵ ,

C 1
ϵ =

∫
Kϵ(z)

2dz = O(ϵ−1).

よって Π̂ϵ
z = Πϵ

z − C 1
ϵ と定義すれば収束する.

同様に

Πϵ
z =

∫∫∫
Kϵ(· − z1)Kϵ(· − z2)Kϵ(· − z3) : ξ(z1)ξ(z2)ξ(z3) : dz1dz2dz3

+ 3C 1
ϵ

∫
Kϵ(· − z)ξ(z)dz

より Π̂ϵ = Πϵ − 3C 1
ϵ Π

ϵ と定義すれば良い.
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Πϵτの繰り込み（２）

Πϵ
z = Πϵ

z (K ∗ Πϵ
z ) = (Π̂ϵ

z + C 1
ϵ )(K ∗ Π̂ϵ

z ), ここで

Π̂ϵ
z (K ∗ Π̂ϵ

z ) = (H4) + (H2) + C 2
ϵ ,

C 2
ϵ = 2

∫∫∫
K (· − z)Kϵ(z − z1)Kϵ(z − z2)Kϵ(· − z1)Kϵ(· − z2)dzdz1dz2

= O(| log ϵ|)

より Π̂ϵ
z = Πϵ

z − C 1
ϵ Π

ϵ
z − C 2

ϵ とすれば良い.

同様に , , . . . に対してもやっていく.

一つ一つの τ に対して Π̂ϵ
zτ を定義してきたが, 対応する admissible

なモデル Ẑ ϵはあるのか？
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構造群G

展開 Γ : T → T の係数としてあり得る形を T+で表す.

T+ = ⟨X k
∏N

i=1 Jli τi ; τi ∈ U ∪W, |τli |+ 2− |li |s > 0⟩ : R-代数.

∆ ∈ L(T ,T ⊗ T+)を次で定義

∆1 = 1⊗ 1, ∆Xi = Xi ⊗ 1+ 1⊗ Xi , ∆Ξ = Ξ⊗ 1,

∆ττ ′ = ∆τ∆τ ′, ∆Iτ = (I ⊗ id)∆τ +
∑
l ,m

X l

l! ⊗ X k

k! Jl+mτ.

G = {Γg = (id⊗ g)∆ ;準同型 g : T+ → R}は群の構造を持つ.

∆+ ∈ Hom(T+,T+ ⊗ T+) : 余積, (∆⊗ id)∆ = (id⊗∆+)∆.

準同型 f , g : T+ → Rに対し f ◦ g = (f ⊗ g)∆+と定義すると

Γf ◦g = Γf Γg .

G は群構造を持つ. (⇐ (T+,∆+)は Hopf代数.)
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モデルの変換

Z = (Π, Γ) : admissible
↔ (Π, f ) : Πz = (Π⊗ fz)∆

fz(X
k) = (−z)k , fz(Jkτ) = (∂kK ∗ Πzτ)(z),

(ΠX k)(z) = zk , ΠIτ = K ∗Πτ .

命題
M ∈ L(T )をMI = IM とM(X kτ) = X kMτ を満たす変換とする. この
とき

ΠM = ΠM

を満たす admissibleなモデル (ΠM , f M)が（解析的な条件を除いて）定義
できる. 対応する ZM = (ΠM , ΓM)はある写像∆M ∈ L(T ,T ⊗ T+),
∆̂M ∈ L(T+,T+ ⊗ T+)によって

ΠM
z = (Πz ⊗ fz)∆

M , γMzz ′ = (γzz ′ ⊗ fz)∆̂
M

と表される.（Γzz ′ = Γγzz′ と γzz ′ を同一視.）
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繰り込み群R

RをMI = IM とM(X kτ) = X kMτ を満たす変換M ∈ L(T )で

∆Mτ = τ ⊗ 1+
⊕
β>|τ |

Tβ ⊗ T+

を満たすものの全体とする.（後ろの項は ΠMτ のレギュラリティに影響
しない.）

命題
M ∈ Rのとき ZM は admissibleなモデルである.

Rは群をなす.
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Φ4
3に対応するRの元

Πϵτ の繰り込みを思い出すと, M = M(C1,C2)を

M = − C11,

M = − 3C1 ,

M = ( − C11)− C21,

M = ( − 3C1 ) ,

M = ( − 3C1 )( − C11)− 3C2 . . .

と定義するのが良い. このときM(C1,C2) ∈ Rである.

Z ϵ : 連続なノイズ ξϵの自然な持ち上げ.

定理

適当に C 1
ϵ ,C

2
ϵ を選ぶと, Ẑ ϵ = (Z ϵ)M(C1

ϵ ,C
2
ϵ )は近似の仕方によらないある

admissibleモデル値確率変数 Ẑ に確率収束する.
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方程式の繰り込み

Ẑ ϵに対応する方程式は?

命題

R̂ϵu(z) = (Π̂ϵ
zu(z))(z) = (Πϵ

zM
ϵu(z))(z) = RϵMϵu(z).

方程式 (Φ4
3)

u = I(Ξ− u3) + ⟨X k⟩

の解は
u = + u11− − 3u1 + uXi

Xi + · · · .

特にRϵu = K ∗ ξϵ + u1.

Mϵu = u, 特に R̂ϵu = Rϵu.
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方程式の繰り込み

u3 = + 3u1 − 3 + 3u21 − 6u1 − 9u1 + 3uXi
Xi + u311+ · · ·

Mϵu3 = u3 − 3C 1
ϵ ( + u11) + 9C 2

ϵ ( + u11) + · · · . よって

R̂ϵu3 = (Rϵu)3 − (3C 1
ϵ − 9C 2

ϵ )Rϵu.

（Rϵは積と可換.）
uが (Φ4

3)を満たすならば

R̂ϵu = G ∗ {1t>0(ξϵ − R̂ϵu3)}+ Gu0

= G ∗ {1t>0(ξϵ − (R̂ϵu)3 + (3C 1
ϵ − 9C 2

ϵ )R̂ϵu)}+ Gu0.

定理
適当に C 1

ϵ ,C
2
ϵ を選ぶと, 方程式

∂tuϵ = ∆uϵ − u3ϵ + (3C 1
ϵ − 9C 2

ϵ )uϵ + ξϵ, uϵ(0, ·) = u0

の解は近似の仕方によらないある超関数値確率変数 uに確率収束する.

星野壮登（Masato Hoshino） (東京大学) Hairer 理論による Φ4
3 モデルへのアプローチの概説 November 10, 2016 30 / 30


	½øÏÀ
	ÀµÂ§À�¹½Â¤ÍýÏÀ
	°ìÈÌÏÀ
	34¥â¥Ç¥ë¤Ø¤Î±þÍÑ

	·«¤ê¹þ¤ß·²

