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Hairer理論（正則性構造理論）の考え方を３次元トーラス上のΦ4モデル

∂tφ = ∆φ− φ3 +mφ+ ξ, φ(0, ·) = φ0

を題材として概説する。出発点となるのはGubinelli-Imkeller-Perkowski（GIP）
理論と同様、Picardの逐次近似である。φ(0) = φ0から始め、列 {φ(n)}を

∂tφ
(n+1) = ∆φ(n+1) − (φ(n))3 +mφ(n) + ξ, φ(n+1)(0, ·) = φ0

によって定める。最終的には次のような形が現れることが分かる。

φ = K ∗ ξ −K ∗ (K ∗ ξ)3 + 3K ∗ {(K ∗ ξ)2K ∗ (K ∗ ξ)3}+ · · · . (1)

ここでK は熱核、∗は (t, x)に関する畳み込みを表す。簡単のため次のよう
な記号を導入する。

= K ∗ ξ, = (K ∗ ξ)2, = (K ∗ ξ)3, = K ∗ (K ∗ ξ)3, . . . .

GIP理論では (1)の各項のレギュラリティに注目し、φを適当なレギュラリ
ティを持つ超関数の和として定義した。一方Hairer理論では分解 (1)を抽象
化した代数構造を用意し、解のレギュラリティという概念をその構造の上で
捉え直す。

Hairer 理論の考え方を Taylor 展開をヒントにして説明する。時空の変
数を z = (t, x)と表し、スケール変換 (t, x) 7→ (λ2t, λx)に適合するノルム
|z| = |t|1/2 + |x|を定義する。関数 f = f(z)がクラス Cγ（γ > 0）に属すると
は、適当な関数の族 {fk(= 1

k!f
(k))}|k|<γ が存在して z0の周りで

f(z) =
∑
|k|<γ

fk(z0)(z − z0)
k +O(|z − z0|γ)

と展開されることと定義される。これを抽象化して

f̂(z) =
∑
|k|<γ

fk(z)X
k
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という多項式を定義する。Xkは任意の点の周りでのレギュラリティを表す変
数で、ΠzX

k = (· − z)kと対応させることで

|(Πz0 f̂(z0))(z)− f(z)| ≲ |z − z0|γ

という評価が成り立つ。また ⟨Xk⟩上の変換 Γzz0X
k = (X +(z− z0))

kによっ
て異なる２点の間での係数 fkの値を次のように比較できる。

|(Γzz0 f̂(z0))k − fk(z)| ≲ |z − z0|γ−|k|.

逆にこのような比較評価があれば、f̂ から元の関数 f を復元することができ
る。ここまで現れた要素を次のように一般化する。

定義 1. 1. 実数の集合Aを 0を含み下から有界で局所有限なものとする。
T = ⊕α∈ATαを有限次元ノルム空間 Tαの直和、Gを T 上の有界作用素
の群で任意の Γ ∈ Gと τ ∈ Tαに対し Γτ ∈ τ + ⊕β<αTβ が成り立つも
のとする。この (A, T,G)を正則性構造という。

2. Π = {Πz : T → S ′(R4)}z∈R4 と Γ = {Γzz′ ∈ G}z,z′∈R4 を写像の族で、
任意の z, z′, z′′ ∈ R4に対しΠzΓzz′ = Πz′と Γzz′Γz′z′′ = Γzz′′を満たし、
任意の τ ∈ Tα、テスト関数 ρ、δ ∈ (0, 1]に対し

|(Πzτ)(ρ
δ
z)| ≲ ∥τ∥αδα, ∥Γzz′τ∥β ≲ ∥τ∥α|z − z′|α−β

を満たすものとする。（ここで ρδz は z 中心のスケール変換 ρδz(z
′) =

δ−5ρ(δ−2(t′ − t), δ−1(x′ − x))を表す。）この (Π,Γ)をモデルという。

3. 関数 f : R4 → T で ∥f(z)−Γzz′f(z
′)∥β ≲ |z− z′|γ−βを満たすものをモ

デル関数といい、その全体をDγ と表す。

定理 1. γ > 0とする。モデル関数 f ∈ Dγ に対し、超関数Rf で

|(Rf −Πzf(z))(ρ
δ
z)| ≲ δγ

を満たすものが一意的に存在する。写像R : Dγ → S ′(R4)は線形かつ連続で
ある。このRを復元作用素という。

(1)を表すために、次のような線形空間を導入する。

T = ⟨Ξ, , , , , , , Xi ,1, . . . ⟩.

すなわち ⟨Xk⟩を含み、ξの抽象化 “Ξ”、Kとの畳み込み（I : 7→ など）、
そして積（ × → など）を許す。小さい κ > 0を固定して各変数の次数を

|Ξ| = −5
2 − κ, | | = −1

2 − κ, | | = −3
2 − 3κ, | | = 1

2 − 3κ
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などと定義する。つまりKとの畳み込みで次数は 2上がり、二つの変数の積
の次数はそれぞれの次数の和であるとする。モデル (Π,Γ)にはKとの畳み込
みとの可換性

(Πz0Iτ)(z) = (K ∗Πz0τ)(z)−
∑

|k|<|τ |+2

(z − z0)
k

k!
(K ∗Πz0τ)

(k)(z0) (2)

を仮定するが、積 Πzττ
′の定義についてはある程度の自由を与えることにす

る。（GIP理論で考えたような「繰り込みされた積」を後で代入する。）以上
の準備の下でモデル関数としての解

Φ = + φ11− − 3φ1 + φXiXi + · · ·

を唯一つ見つけることができる。

定理 2. 1. (2)を仮定したモデル (Π,Γ)に対し、モデル関数としての解 Φ
が一意的に存在する。写像 (φ0, (Π,Γ)) 7→ Φは連続である。

2. ϵ ↓ 0で ξを近似する滑らかな関数 ξϵを考える。このときモデル (Πϵ,Γϵ)
を適切に定義すると、対応する解の復元 φϵ = RΦϵ はある定数 Cϵ =
O(ϵ−1)に対して方程式

∂tφ
ϵ = ∆φϵ − (φϵ)3 + Cϵφϵ + ξ, φϵ(0, ·) = φ0

を満たす。また (Πϵ,Γϵ)は近似の仕方によらないモデル (Π,Γ)に収束
し、従って φϵはある普遍的な極限 φ = RΦを持つ。
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