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1. 導入
RRRn 上で,

1
2

∆⇔ Tt = et∆/2

⇔ pt(x, y) =
1

(2πt)n/2
exp

(
−
|x− y|2

2t

)
(熱核密度関数)�



�
	lim

t→0
2t log pt(x, y) = −|x− y|2
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Varadhan型評価� �
lim
t→0

2t log pt(x, y) = −d(x, y)2� �
Varadhan (1967) · · · Norris (1997)

M: n次元 Lipschitz多様体
∆/2⇝⇝⇝ 2階微分作用素∑∑∑d

i,j=1
∂

∂xi
aij(x) ∂

∂xj

係数は可測，一様楕円型，一様有界
E( f , g) =

1
2

∫∫∫∫
M

n

∑∑∑
i,j=1

aij(x)∂i f (x)∂jg(x) dx

d(x, y): Dirichlet形式に付随する内在的距離
(intrinsic distance)
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注意. Rough Gaussian estimates

C1

tn/2
exp

(
−

C2d(x, y)2

t

)
≤ p(t, x, y)

≤
C3

tn/2
exp

(
−

C4d(x, y)2

t

)
から従うのは

−C2d(x, y)2 ≤ lim
t→0

2t log p(t, x, y)

≤ lim
t→0

2t log p(t, x, y) ≤ −C4d(x, y)2.
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一般化:

M⇝⇝⇝ E: 一般の空間 (例えば無限次元空間)

このような場合，推移確率密度は一般に存在しないので
定式化を変更する必要がある．

枠組: (対称の場合の先行研究)

(E,B, µ): σ-有限測度空間
(E ,DDD): L2(E, µ)上の対称 Dirichlet形式
{Tt}: (E ,DDD)に付随する対称Markov半群
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A, B ∈ B, 0 < µ(A) < ∞, 0 < µ(B) < ∞

Pt(A, B) :=
∫∫∫∫

E
1A · Tt1B dµ(

=
∫∫∫∫ ∫∫∫∫

A×B
pt(x, y) µ(dx)µ(dy)

)
(

“ = ”PPP[X0 ∈ A, Xt ∈ B]
)

A B
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積分型 Varadhan評価� �
lim
t→0

2t log Pt(A, B) = −d(A, B)2

� �
• S. Fang (1994): Wiener空間上の

Ornstein–Uhlenbeck半群

• (2000–2002): 会田,河備, T. S. Zhang, H.,. . .
いろいろな一般化

• J. A. Ramı́rez (2001), H.–J. A. Ramı́rez (2003),
有吉–H. (2005): 更に一般の場合
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定理 0 (有吉–H. (2005)).

対称 Dirichlet形式 (E ,DDD)は強局所とする．
このとき，µ(A), µ(B) ∈ (0, ∞)なる ∀A,∀B∈Bに対して

lim
t→0

2t log Pt(A, B) = −d(A, B)2.

（“内在的距離” d(A, B)については後述）

典型例� �
E( f , g) =

1
2

∫∫∫∫
E
(D f , Dg)H dµ, f , g ∈ DDD

H:可分Hilbert空間，D: E上のH-値 1階微分作用素� �
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問題: 非対称の場合は？

E( f , g) =
∫∫∫∫

E

{1
2
(D f , Dg)H

+(b, D f )H g + (c, Dg)H f + V f g
}

dµ

強局所対称 Dirichlet形式＋低階の摂動項

(
L = −1

2
D∗D− (b, D·)H − D∗(c·)− V ·

)
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2. 設定
(E,B, µ): σ-有限測度空間
H: 可分 Hilbert空間
D: H-値 1階微分閉作用素: L2(µ) ⊃ DDD→ L2(E→ H, µ) f1, . . . , fm ∈ DDDと F(0) = 0なる F ∈ C1

b(RRR
m)に対して

F( f1, . . . , fm) ∈ DDDで，
D
(

F( f1, . . . , fm)
)
= ∑∑∑m

j=1(∂jF)( f1, . . . , fm)DFj.


E0( f , g) :=

1
2

∫∫∫∫
E
(D f , Dg)H dµ, f , g ∈ DDD.

(E0,DDD)は L2(µ)上の強局所対称 Dirichlet形式．
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(E0,DDD)に付随する概念に関して幾つか準備：

A ∈ Bに対して,

DDDA := { f ∈ DDD | f = 0 µ-a.e. on E \ A},
DDDA,b := DDDA ∩ L∞(µ)

定義 1 (有吉–H.). Eの増大可測部分集合列 {Ek}∞
k=1 が

measurable nestであるとは次が成り立つことをいう．

(1) ∀k ∈ NNN, ∃χk ∈ DDD s.t. χk ≥ 1 µ-a.e. on Ek,

(2)
∪∞

k=1
DDDEk はDDDで稠密.
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定義 2. Measurable nest {Ek}∞
k=1 と p ∈ [1, ∞]に対して，

Lp
loc(µ,{Ek}) = { f ∈ L0(µ) | f · 1Ek ∈ Lp(µ), ∀k ∈ NNN},

DDDloc,b({Ek}) =

 f ∈ L∞(µ)

∣∣∣∣∣∣
∃{ fk}∞

k=1 ⊂ DDD s.t.
f = fk µ-a.e. on Ek
for each k ∈ NNN

 ,

DDD0({Ek}) =
{

f ∈ DDDloc,b({Ek})
∣∣ |D f |H ≤ 1 µ-a.e.

}
.

実はDDD0({Ek})は {Ek}の取り方に依らないので，単に
DDD0 と表す．

（DDD0 =“有界な 1-Lipschitz関数の全体”）
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定義 3 (内在的距離).
µ(A), µ(B) > 0なる A, B ∈ Bに対して，

d(A, B) := sup
f∈DDD0

{
ess inf

x∈A
f (x)− ess sup

x∈B
f (x)

}
∈ [0, ∞].

A B

f
d(A,B)
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b, c : E→ H, V : E→ RRR,可測
仮定 (A):
(A1) ∃a measurable nest {Ek}∞

k=1 s.t.
|b|H , |c|H ∈ L2

loc(µ,{Ek}), V ∈ L1
loc(µ,{Ek}).

(A2) ∃η ∈ [0, 1), ∃θ≥ 0, ∃ω ≥ 0, and ∃l ≥ 0 s.t.
∀ f , g ∈ ∪∞

k=1DDDEk ,b,∣∣∣∣∫∫∫∫E

{
(b, D f )H g + (c, Dg)H f + V f g

}
dµ

∣∣∣∣
≤ ωE0

l ( f )1/2E0
l (g)1/2,

−
∫∫∫∫

E
{(b + c, D f )H f + V f 2} dµ ≤ ηE0( f ) + θ∥ f∥2

2.
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f , g ∈ ∪∞
k=1DDDEk ,b に対して

E( f , g) := E0( f , g)

+
∫∫∫∫

E

{
(b, D f )H g + (c, Dg)H f + V f g

}
dµ.

すると,
E( f ) + θ∥ f∥2

2 ≥ (1− η)E0( f ),

|E( f , g)| ≤ (1 + ω)E0
l ( f )1/2E0

l (g)1/2.

よって E はDDD×DDD上の双線形形式に連続拡張され，
DDD×DDD ∋ ( f , g) 7→ E( f , g) + θ

∫∫∫∫
E

f g dµは L2(µ)上の
coercive closed formとなる．
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(E ,DDD)←→ L2(µ)上の強連続半群 {Tt}t>0(
L = − 1

2 D∗D− (b, D·)H − D∗(c·)− V ·
)

• {Tt} は正値保存的．
( f ≥ 0 µ-a.e.⇒ Tt f ≥ 0 µ-a.e.)

• {Tt}はMarkov性を持つとは限らない．
(0 ≤ f ≤ 1 µ-a.e. ̸⇒ 0 ≤ Tt f ≤ 1 µ-a.e.)
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A, B ∈ B, 0 < µ(A) < ∞, 0 < µ(B) < ∞

Pt(A, B) :=
∫∫∫∫

E
111A · Tt111B dµ.

問: どのような条件下で

lim
t→0

2t log Pt(A, B) = −d(A, B)2

となるか？

もし b, c, V が十分小さければ正しいだろう．
しかしどの程度まで？
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考察:

(1) もし
∫∫∫∫

E

{
(b, D f )H g + (c, Dg)H f + V f g

}
dµが

E0
l ( f , f )1/2E0

l (g, g)1/2 に比べて十分小さければ，
この項は極限に影響しないだろう．

（例えば，V ≡ 0として，∀ε > 0, ∃λ ≥ 0 s.t.∫∫∫∫
E
(|b|2H + |c|2H) f 2 dµ ≤ εE0( f )+λ∥ f∥2

2, ∀ f ∈ DDD

など）
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(2) 半群の確率論的表現を用いた議論との比較：
例えば，{Xt}をRRRd の有界領域上のブラウン運動，
c ≡ 0, V ≡ 0とすると，丸山–Girsanovの定理より

Pt(A, B) = EEE
[
111A(X0)111B(Xt)

×exp
(∫∫∫∫ t

0 b(Xs) · dXs− 1
2

∫∫∫∫ t
0 |b(Xs)|2 ds

)]
.

Hölderおよび Jensenの不等式から，ある δ > 0
に対して exp(δ|b|2)が可積分ならば，指数マルチ
ンゲール部分は Varadhan型評価に影響しない．
しかし，この可積分条件は (1)における “小ささ”と
あまり整合的でない．
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3. 主結果
by H. and Kouhei Matsuura, preprint.

(arXiv:1611.02954)
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定理 4 (上からの評価). 仮定 (A)と以下を仮定する:

(B1) ∃κ > 0 s.t. for ∀ f ∈ ∪∞
k=1DDDEk ,b,∣∣∣∣∫∫∫∫E

(b− c, D f )H f dµ

∣∣∣∣ ≤ κE0
1 ( f ).

(B2) ∃γ ≥ 0 and {λε}ε>0 ⊂ RRR+ s.t. lim
ε→0

ελε = 0 and∫∫∫∫
E
|b− c|H f 2 dµ

≤ εE0( f ) + λε + γ
(∫∫∫∫

E
f 2 log+ f 2 dµ

)1/2

for ∀ε > 0 and ∀ f ∈ ∪∞
k=1DDDEk ,b with ∥ f∥2 = 1.

すると，

(∗) ∀A, ∀B, lim
t→0

2t log Pt(A, B) ≤ −d(A, B)2.
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定理 5 (下からの評価). 仮定 (A)と上からの評価:

(∗) ∀A, ∀B, lim
t→0

2t log Pt(A, B) ≤ −d(A, B)2

を仮定する．すると，
∀A, ∀B, lim

t→0
2t log Pt(A, B) ≥ −d(A, B)2.

したがって，∀A, ∀B, lim
t→0

2t log Pt(A, B) = −d(A, B)2.


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仮定 (A), (B1), (B2)について：
（(A1)は常に仮定しておく）
α > 0に対して

Tα :=

ψ

∣∣∣∣∣∣
∃λ ≥ 0 s.t.

∫∫∫∫
E
|ψ| f 2 dµ ≤ αE0( f )+ λ∥ f∥2

2

for ∀ f ∈ ∪∞
k=1DDDEk ,b

 .

命題 6. ある αi > 0，
√

2α1 + α4 < 1に対して

|b + c|2H ∈ Tα1 , |b− c|2H ∈ Tα2 , V+ ∈ Tα3 , V− ∈ Tα4

ならば，(A.2)が成立する．
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Tα :=

ψ

∣∣∣∣∣∣
∃λ ≥ 0 s.t.

∫∫∫∫
E
|ψ| f 2 dµ ≤ αE0( f )+ λ∥ f∥2

2

for ∀ f ∈ ∪∞
k=1DDDEk ,b

 .

命題 7. ある α > 0に対して |b− c|2H ∈ Tαならば，(B1)
が成り立つ．

命題 8. b = b1 + b2, c = c1 + c2 で以下が成り立つと
き，(B2)が成り立つ．
(1) |b1− c1|2H ∈

∩
α>0 Tα.

(2) ∃δ > 0 s.t. exp(δ|b2− c2|2H)− 1 ∈ L1(µ).
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例 1. Sobolevの不等式を仮定：
ある d > 2と S ≥ 0に対して，

∥ f∥2
2d/(d−2) ≤ S E0

1 ( f ), f ∈ DDD.

このとき，Ld/2(µ) + L∞(µ) ⊂
∩

α>0
Tα. これより，

|b|H , |c|H ∈ Ld(µ) + L∞(µ), V ∈ Ld/2(µ) + L∞(µ)

ならば，仮定 (A), (B.1), (B.2)が成立．

この場合，(B.2)の対数を含む項は有り難みがない．
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例 2. µ(E) < ∞とし，対数 Sobolev不等式を仮定:∫∫∫∫
E

f 2 log( f 2/∥ f∥2
2) dµ ≤ αE0( f ) + β∥ f∥2

2, f ∈ DDD.

このとき，eδ|ψ| ∈ L1(µ)⇒ ψ ∈ Tα/δ. これより，√
2α/δ1 + α/δ4 < 1なる δi > 0 (i = 1, 2, 3, 4)に対して

eδ1|b+c|2H , eδ2|b−c|2H , eδ3V+ , eδ4V− ∈ L1(µ)

が成り立つならば，仮定 (A), (B1), (B2)が成立．

この場合，(B2)に対数を含む項があることが有用．
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定理 4（上からの評価）の証明: Davies–Gaffneyの方法
先行研究では: α > 0と w ∈ DDD0 に対して
f (t) :=

∫∫∫∫
E(eαwTt111B)

2 dµと定め，
不等式 f ′(t) ≤ α2 f (t)を導く．⇝⇝⇝ f (t) ≤ eα2t f (0)

このままでは (B2)の対数を含む項が処理できない.

(B1) ∃κ > 0 s.t. for ∀ f ∈ ∪∞
k=1DDDEk ,b,∣∣∣∣∫∫∫∫E

(b− c, D f )H f dµ

∣∣∣∣ ≤ κE0
1 ( f ).

(B2) ∃γ ≥ 0 and {λε}ε>0 ⊂ RRR+ s.t. lim
ε→0

ελε = 0 and∫∫∫∫
E
|b− c|H f 2 dµ

≤ εE0( f ) + λε + γ
(∫∫∫∫

E
f 2 log+ f 2 dµ

)1/2

for ∀ε > 0 and ∀ f ∈ ∪∞
k=1DDDEk ,b with ∥ f∥2 = 1.
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定理 4（上からの評価）の証明: Davies–Gaffneyの方法
先行研究では: α > 0と w ∈ DDD0 に対して
f (t) :=

∫∫∫∫
E(eαwTt111B)

2 dµと定め，
不等式 f ′(t) ≤ α2 f (t)を導く．⇝⇝⇝ f (t) ≤ eα2t f (0)

このままでは (B2)の対数を含む項が処理できない.

(B1) ∃κ > 0 s.t. for ∀ f ∈ ∪∞
k=1DDDEk ,b,∣∣∣∣∫∫∫∫E

(b− c, D f )H f dµ

∣∣∣∣ ≤ κE0
1 ( f ).

(B2) ∃γ ≥ 0 and {λε}ε>0 ⊂ RRR+ s.t. lim
ε→0

ελε = 0 and∫∫∫∫
E
|b− c|H f 2 dµ

≤ εE0( f ) + λε + γ
(∫∫∫∫

E
f 2 log+ f 2 dµ

)1/2

for ∀ε > 0 and ∀ f ∈ ∪∞
k=1DDDEk ,b with ∥ f∥2 = 1.
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今回， f (t) :=
∫∫∫∫

E(eαwTt111B)
p(t) dµ

(p(t) = 2 + ε− Ct)とし，微分不等式
f ′(t) ≤ (1 + ε̃)α2 f (t) + β f (t)max{0,− log f (t)}
（βはある正定数）を導く．
幸い，対数項は Varadhan型評価に影響しない．

t         

   

   

2

2+ε
p(t)
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今回， f (t) :=
∫∫∫∫

E(eαwTt111B)
p(t) dµ

(p(t) = 2 + ε− Ct)とし，微分不等式
f ′(t) ≤ (1 + ε̃)α2 f (t) + β f (t)max{0,− log f (t)}
（βはある正定数）を導く．
幸い，対数項は Varadhan型評価に影響しない．
実際は，この f の定め方は µ(E) < ∞のときのみ有効．
一般の場合は f (t) :=

∫∫∫∫
E

τ(eαwTt111B, p(t)) dµ,

τ(x, y) ∼ x2 ∨ xy とする必要がある．
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今回， f (t) :=
∫∫∫∫

E(eαwTt111B)
p(t) dµ

(p(t) = 2 + ε− Ct)とし，微分不等式
f ′(t) ≤ (1 + ε̃)α2 f (t) + β f (t)max{0,− log f (t)}
（βはある正定数）を導く．
幸い，対数項は Varadhan型評価に影響しない．
実際は，この f の定め方は µ(E) < ∞のときのみ有効．
一般の場合は f (t) :=

∫∫∫∫
E

τ(eαwTt111B, p(t)) dµ,

τ(x, y) ∼ x2 ∨ xy とする必要がある．
また，この議論のためには {Tt}と {T̂t}が Lp-強連続
半群であることが必要．(∃p > 2)
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命題 9. 仮定 (A), (B1)の下で，∃q > 2 s.t. ∀p ∈ [q′, q],
{Tt}L2(µ)∩Lp(µ), {T̂t}L2(µ)∩Lp(µ) は Lp(µ)上の強連続
半群に連続拡張される．ここで 1/q + 1/q′ = 1.
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定理 5（下からの評価）の証明は対称 Dirichlet形式の場
合 (H.–Ramı́rez,有吉–H.)の証明に準じるが，かなり修
正が必要．

• 摂動項の処理

• {Tt}がMarkov的とは限らないことによる，
議論の修正
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4. もう少し改良
直感的には，2t log Pt(A, B)の t→ 0での挙動には，
集合 A, Bから遠く離れた点における b, c, V の値は効い
てこないはず．

A B
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定理. 仮定 (A)のもと，d(A, B) = ∞ならば，∀t > 0,
Pt(A, B) = 0.

よって，以下では d(A, B) < ∞の場合のみ考えればよい．
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B ∈ Bに対して，次の性質を持つ関数 dB が（µ-a.e.の
意味で）一意に存在する：
µ(A) > 0なる任意の A ∈ Bに対して，

ess inf
x∈A

dB(x) = d(A, B).

B

dB

さらに，任意の N ≥ 0に対して dB ∧ N ∈ DDD0 である．
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定理 4’. 0 < µ(A), µ(B) < ∞, d(A, B) < ∞とし，
仮定 (A), (B1)および以下を仮定する．
∃γ ≥ 0, ∃{λε}ε>0 ⊂ RRR+ s.t. limε→0 ελε = 0,∫∫∫∫
{0<dB<d(A,B)}

(b− c, DdB)H f 2 dµ

≤ εE0( f ) + λε + γ

(∫∫∫∫
E

f 2 log+ f 2 dµ

)1/2

for ∀ε > 0 and ∀ f ∈ ∪∞
k=1DDDEk ,b with ∥ f∥2 = 1.

このとき，

lim
t→0

2t log Pt(A, B) ≤ −d(A, B)2.
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定理 5’. 仮定 (A)のもと，0 < µ(B) < ∞, N > 0とする．
もし d(A, B) < N なる任意の A ∈ B, 0 < µ(A) < ∞

に対して

lim
t→0

2t log Pt(A, B) ≤ −d(A, B)2

が成立するならば，これらの Aに対して

lim
t→0

2t log Pt(A, B) = −d(A, B)2.


