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σ-有限測度空間 (E,B, µ)上に定まる強局所対称 Dirichlet形式 (E0,D)に対して，対応するMarkov

半群 {T 0
t }の積分型 Varadhan評価が常に成り立つ [3, 2, 1]:

定理 1 A,B ∈ B, µ(A), µ(B) ∈ (0,∞)のとき，P 0
t (A,B) =

∫
A
T 0
t 1B dµとおくと，

lim
t→0

t logP 0
t (A,B) = −d(A,B)2

2
.

ここで d(A,B)は A,B 間の内在的距離で，(E0,D)から直接定まる量である．本講演では，強局所対
称 Dirichlet形式に低階の摂動項を付け加えたとき，同様の評価が成り立つための十分条件を与える．
以下，設定と結果を述べる．H を実可分 Hilbert 空間，D を L2(E, µ) から L2(E → H,µ) へ
の，定義域を D とする閉作用素で，連鎖律をみたすものとする．すなわち，f1, f2, . . . , fm ∈ D と
F ∈ C1(Rm)で 1階偏導関数がすべて有界かつ F (0) = 0となるものに対して，F (f1, . . . , fm) ∈ D
であり D

(
F (f1, . . . , fm)

)
=

∑m
j=1(∂jF )(f1, . . . , fm)DFj . さて，f, g ∈ Dに対して

E0(f, g) =
1

2

∫
E

(Df,Dg)H dµ

と定めると，これは L2(E, µ) 上の強局所 Dirichlet 形式となる．A ∈ B に対して以下のように定
める．

DA = {f ∈ D | f = 0 µ-a.e. on E \A}, DA,b = DA ∩ L∞(µ).

定義 2（cf. [1]） 増大可測集合列 {Ek}∞k=1 が以下の条件をみたすとき measurable nestという．

(i) 各 k ∈ Nに対し，Ek 上で hk ≥ 1 µ-a.e.となる hk ∈ Dが存在する．
(ii)

∪∞
k=1 DEk

は Dで稠密．ここで Dには内積 E0(f, g) + (f, g)L2(µ) から定まる位相を入れる．

さらに，measurable nest {Ek}∞k=1 と p ∈ [1,∞]に対して以下のように定める．

Lp
loc(µ, {Ek}) = {f ∈ L0(µ) |すべての k ∈ Nに対して f1Ek

∈ Lp(µ)},
Dloc,b({Ek}) = {f ∈ L∞(µ) | {fk}∞k=1 ⊂ Dが存在して，各 k ∈ Nに対して f = fk µ-a.e. on Ek } ,

D0({Ek}) =
{
f ∈ Dloc,b({Ek})

∣∣ |Df |H ≤ 1 µ-a.e.
}
.

このとき，関数空間 D0({Ek})は {Ek}の取り方によらない（[1, Proposition 3.9]）ため，これを単
に D0 で表す．測度正の集合 A,B ∈ B に対して内在的距離を以下のように定める．

d(A,B) = sup
f∈D0

{
ess inf
x∈A

f(x)− ess sup
x∈B

f(x)

}
∈ [0,∞].

さて，b, cを E 上の H-値可測関数，V を E 上の実数値可測関数とし，以下を仮定する．

(A.1) measurable nest {Ek}∞k=1 が存在して |b|H , |c|H ∈ L2
loc(µ, {Ek}), V ∈ L1

loc(µ, {Ek}).

*1 本研究は JSPS科研費 JP15H03625の助成を受けたものです．



(A.2) η ∈ [0, 1), θ ≥ 0, ω ≥ 0, l ≥ 0が存在して，任意の f, g ∈
∪∞

k=1 DEk,b に対して

−
∫
E

{(b+ c,Df)Hf + V f2} dµ ≤ ηE0(f, f) + θ∥f∥22,∣∣∣∣∫
E

{
(b,Df)Hg + (c,Dg)Hf + V fg

}
dµ

∣∣∣∣ ≤ ωE0
l (f, f)

1/2E0
l (g, g)

1/2.

ここで E0
l (f, f) = E0(f, f) + l∥f∥2L2(µ). 双線形形式 E を

E(f, g) = E0(f, g) +

∫
E

{
(b,Df)Hg + (c,Dg)Hf + V fg

}
dµ, f, g ∈

∪∞
k=1 DEk,b

と定めると，これは (E ,D)上の双線形形式に自然に拡張され，L2 強連続半群 {Tt}が対応する．{Tt}
は正値保存性を持つが，一般にMarkov性を持つとは限らない．A ∈ B かつ 0 < µ(A) < ∞となる
Aの全体を B0 とし，A,B ∈ B0 に対して Pt(A,B) =

∫
A
Tt1B dµと定める．以下が主定理である．

定理 3 (A.1), (A.2)に加え，更に以下を仮定する．

(B.1) ある κ > 0に対して∣∣∣∣∫
E

(b− c,Df)Hf dµ

∣∣∣∣ ≤ κE0
1 (f, f), f ∈

∪∞
k=1 DEk,b.

(B.2) ある γ ≥ 0 と {λε}ε>0 ⊂ [0,∞) が存在して，limε→0 ελε = 0 かつ以下をみたす：任意の
ε > 0と ∥f∥2 = 1なる f ∈

∪∞
k=1 DEk,b に対して，∫

E

|b− c|Hf2 dµ ≤ εE0(f) + λε + γ
(∫

E

f2 log+ f2 dµ
)1/2

.

このとき，

lim
t→0

t logPt(A,B) ≤ −d(A,B)2

2
, A,B ∈ B0. (1)

定理 4 (A.1), (A.2)に加え，(1)が成り立つとする．このとき，

lim
t→0

t logPt(A,B) ≥ −d(A,B)2

2
, A,B ∈ B0. (2)

(B.2)の分かりやすい十分条件と典型例は講演中に与える．定理 3の証明は Davies–Gaffneyの議論
の修正，定理 4の証明は [1]の議論の修正に基づく．(B.2)の式の右辺で対数項を許しているところ
がポイントで，b, cに関する制約条件が弱くなる一方，定理 3の証明には Lp-analysisを必要とする．
特に，以下の命題が一つの鍵となる．

命題 5 (A.1), (A.2), (B.1)の仮定のもと，q =
κ+2+

√
κ2+4(1−η)

κ+η (> 2), q′ = q/(q − 1) とすると，
p ∈ [q′, q]のとき {Tt|L2(µ)∩Lp(µ)}は Lp(µ)上の強連続半群に拡張される．

条件 (B.2)と定理 3, 4の主張は更に「局所化」することもできる．時間があれば講演中に説明する．
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