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(i) Noncausal Itô 過程の確率 Fourier 係数.　 (Ω,F , P )を１次元Wiener空間とする。非因果
的過程 a(t, ω), b(t, ω)に対して dXt = b(t, ω)dt+a(t, ω)dWtで定義される確率過程Xtをnoncausal
Itô 過程と呼ぶ。ここで dWt は非因果的確率積分を意味する。L2([0, 1], dt) の完全正規直交基底
{ϕn(t)} に対して，

Fn(dX) =
∫ 1

0
ϕn(t)dXt

(
=

∫ 1

0
ϕn(t)a(t, ω)dWt +

∫ 1

0
ϕn(t)b(t, ω)dt

)
(1)

をXtの {ϕn(t)} に対する確率 Fourier 係数と呼ぶ (z は z の複素共役）。ただし上の dXtによる
積分はRiemann和の極限として定義する。
本講演では三角関数系 {ek(t) := exp{2π

√
−1kt}, k ∈ Z} に対する確率 Fourier 係数 Fn(dX)

による a(t, ω), b(t, ω) の再現可能性についての考察結果を報告する。(1) の正確な定義のために次
の準備を行う。

(ii) Skorokhod 積分.　 f(t, ω) ∈ L2([0, 1] × Ω, dt × dP ) は次の Wiener-Itô 展開を持つ。

f(t, ω) =
∞∑

n=0

In(kf
n(t)).

ここで In(kf
n(t)) は kf

n(t) を被積分関数とする n 重 Wiener 積分を表す：
kf

n(t) = kf
n(t; t1, t2, . . . , tn)

In(kf
n(t)) =

∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
kf

n(t; t1, t2, . . . , tn)dWt1 · · · dWtn .

ただし kf
n(t) は L2([0, 1]n, dt1 · · · dtn) の元で t1, t2, . . . , tn に関して対称なものとする。

E[|f(t, ω)|2] =
∞∑

n=0

n!|kf (t; ·)|2n (|kf (t, ·)|nは kf (t; ·)の L2([0, 1]n, dt1 · · · dtn)ノルム)

に注意する。ここで f(t, ω) の Skorokhod 積分
∫ 1
0 f(t, ω)dWt を次で定義する。∫ 1

0
f(t, ω)dWt =

∞∑
n=0

In+1(kf
n(·)∼).

ただし kf
n(·)∼ は kf

n(·) の対称化を表す。また g(ω) =
∑∞

n=0 In(kg
n(t1 . . . , tn)) に対して，

Dtg(ω) =
∑∞

n=1 In−1(nkg
n(t1 . . . , tn−1, t)) と定義する。

L2,1 =
{

f(t, ω)
∣∣∣ ∞∑

n=0

(n + 1)!|kf
n|2n+1 < ∞

}
, L2,2 =

{
f(t, ω)

∣∣∣ ∞∑
n=0

(n + 2)!|kf
n|2n+1 < ∞

}



( |kf
n|2n+1 =

∫ 1
0 |kf (t; ·)|2ndt ) とおくと，f(t, ω) ∈ L2,1 の Skorokhod 積分

∫ 1
0 f(t, ω)dWt は

L2(Ω, dP ) の元として定まる。

(iii) Bohr畳み込みによる再現定理.　

定理 1. a(t, ω) ∈ L2,2, b(t, ω) ∈ L2,1とする。このとき

lim
N→∞

1
2N + 1

∑
k+ℓ=n,|ℓ|≤N

(∫ 1

0
a(t, ω)ek(t)dWt +

∫ 1

0
b(t, ω)ek(t)dt

) ∫ 1

0
eℓ(t)dWt

=
∫ 1

0
a(t, ω)en(t)dt in L2(Ω, dP ).

が成り立つ。

これは次の命題から導かれる。（ b(t, ω) についての同様の命題は講演時に述べる。）

命題 1. a(t, ω) ∈ L2,2, e(t) ∈ L2([0, 1], dt) に対して次式が a.s. に成立する。∫ 1

0
a(t, ω)dWt

∫ 1

0
e(t)dWt

=
∫ 1

0

(∫ 1

0
a(s, ω)dWs

)
e(t)dWt +

∫ 1

0

(∫ 1

0
Dta(s, ω)dWs

)
e(t)dt +

∫ 1

0
a(t, ω)e(t)dt.

(iv) a(t, ω), b(t, ω) ∈ Lp(dP )の場合. 　 p ∈ (1, 2)のとき，Xtは Skorokhod積分では定義でき
ない。そこでこの場合には確率積分項

∫
dWt はMalliavin解析における divergenceとしてとらえ

る。さらに p ∈ (1,∞)とする。Hilbert空間K に対してWatanabe空間 Dα
p (K)を考える：

Dα
p (K) = (I − L)−α/2Lp(Ω → K, dP ) (p ∈ (1,∞), α ∈ R)

ここでLはOrnstein-Uhlenbeck作用素を表す。するとこの状況下においても次の定理が成り立つ。

定理 2. p ∈ (1,∞),α ∈ Rとし，a(t, ω) ∈ Dα+2
p (L2([0, 1] → C)), b(t, ω) ∈ Dα+1

p (L2([0, 1] → C))
とする。このとき

lim
N→∞

1
2N + 1

∑
k+ℓ=n,|ℓ|≤N

(∫ 1

0
a(t, ω)ek(t)dWt +

∫ 1

0
b(t, ω)ek(t)dt

) ∫ 1

0
eℓ(t)dWt

=
∫ 1

0
a(t, ω)en(t)dt in Dα

p (C).

が成り立つ。
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