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T > 0, x ∈ Rd とする．プランクパラメータ 0 < ~ < 1 をもつ Schrödinger方程式の基本
解の作用素を U(T, 0) とする．(

i~∂T − H(T, x,
~
i
∂x)

)
U(T, 0) = 0 , U(0, 0) = I . (1)

x0 ∈ Rd に関する Fourier変換と ξ0 ∈ Rd に関する逆 Fourier変換で，恒等作用素 I は

Iv(x) = v(x) =

(
1

2π~

)d ∫
R2d

e
i
~ (x−x0)·ξ0v(x0)dx0dξ0 , (2)

と書け，Hamilton作用素 H(T, x, ~
i
∂x) は関数 H(T, x, ξ0) を用いて

H(T, x,
~
i
∂x)v(x) =

(
1

2π~

)d ∫
R2d

e
i
~ (x−x0)·ξ0H(T, x, ξ0)v(x0)dx0dξ0 , (3)

と書ける．T が小さいとき，

U(T, 0)v(x) =

(
1

2π~

)d ∫
R2d

e
i
~ (x−x0)·ξ0U(T, 0, x, ξ0)v(x0)dx0dξ0 , (4)

となる関数 U(T, 0, x, ξ0) を求めたい．Feynmanの相空間経路積分を用いると形式的には

e
i
~ (x−x0)·ξ0U(T, 0, x, ξ0) =

∫
e

i
~ φ[q,p]D[q, p] , (5)

と書ける．ここで q : [0, T ] → Rd は q(0) = x0, q(T ) = x となる位置の経路，p : [0, T ) →
Rd は p(0) = ξ0 となる運動量の経路，φ[q, p] は相空間経路 (q, p) に対する作用

φ[q, p] =

∫
[0,T )

p(t) · dq(t) −
∫

[0,T )

H(t, q(t), p(t))dt , (6)

であり，相空間経路積分
∫
∼ D[q, p] は“すべての経路 (q, p) に関する和”である．

しかし，数学的には測度 D[q, p] は存在しない．物理的にも位置 q(t) と運動量 p(t) を
同時刻 t に測定できない不確定性原理があり，相空間経路にはいろいろな解釈がある．
この講演では計算上の理由から，区分的陪特性経路を定義し，一般的な汎関数 F [q, p]

を振幅とする相空間経路積分 ∫
e

i
~ φ[q,p]F [q, p]D[q, p] (7)

が存在する汎関数 F [q, p] のクラス F を与える．
特に区分的陪特性経路による基本解 U(T, 0, x, ξ0) の計算例を中心に解説する．
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仮定 1 (Hamilton関数) 実数値関数 H(t, x, ξ) : R × Rd × Rd → R は任意の多重指数
α, β に対し，∂α

x ∂β
ξ H(t, x, ξ) は連続で，正の定数 Cα,β が存在し

|∂α
x ∂β

ξ H(t, x, ξ)| ≤ Cα,β(1 + |x| + |ξ|)max(2−|α+β|,0).

例 1 (仮定 1を満たすHamilton作用素)

H(t, x,
~
i
∂x) =

d∑
j,k=1

(aj,k(t)
~
i
∂xj

~
i
∂xk

+ bj,k(t)xj
~
i
∂xk

+ cj,k(t)xjxk)

+
d∑

j=1

(aj(t)
~
i
∂xj

+ bj(t)xj) + c(t, x) .

ただし aj,k(t), bj,k(t), cj,k(t), aj(t), bj(t) と ∂α
x c(t, x) は有界で連続な実数値関数とする．

例 2 (汎関数 F [q, p] ∈ F の例) 0 ≤ t ≤ T , 0 ≤ T ′ ≤ T ′′ ≤ T とする．

(1) |∂α
x B(t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)m（運動量 p によらない）のとき，F [q] = B(t, q(t)) ∈ F .

特に F [q, p] ≡ 1 ∈ F .

(2) |∂α
x ∂β

ξ B(t, x, ξ)| ≤ Cα,β(1+|x|+|ξ|)m のとき，F [q, p] =

∫
[T ′,T ′′)

B(t, q(t), p(t))dt ∈ F .

(3) |∂α
x ∂β

ξ B(t, x, ξ)| ≤ Cα,β のとき，F [q, p] = e
R

[T ′,T ′′) B(t,q(t),p(t))dt ∈ F .

定理 1 (F の性質) F [q, p], G[q, p] ∈ F ならば，F [q, p] + G[q, p], F [q, p]G[q, p] ∈ F .

汎関数 F [q, p] のクラス F の定義はあとで述べる．ここで定義を述べなくても，定理 1を
例 2 に適用すれば，相空間経路積分可能な汎関数 F [q, p] ∈ F の例を創ることができる．
さて，区分的陪特性経路を用いた時間分割近似法による経路積分の定義を述べよう：
∆T,0 = (TJ+1, TJ , . . . , T1, T0) を区間 [0, T ] の任意の分割

∆T,0 : T = TJ+1 > TJ > · · · > T1 > T0 = 0 , (8)

とする．tj = Tj − Tj−1 とおき，分割の幅 |∆T,0| = max
1≤j≤J+1

tj が小さいとする．

xJ+1 = x とおき，xj ∈ Rd，ξj ∈ Rd，j = 1, 2, . . . , J とする．
陪特性経路 q̄Tj ,Tj−1

= q̄Tj ,Tj−1
(t, xj, ξj−1) と p̄Tj ,Tj−1

= p̄Tj ,Tj−1
(t, xj, ξj−1) を正準方程式

∂tq̄Tj ,Tj−1
(t) = (∂ξH)(t, q̄Tj ,Tj−1

, p̄Tj ,Tj−1
) ,

∂tp̄Tj ,Tj−1
(t) = −(∂xH)(t, q̄Tj ,Tj−1

, p̄Tj ,Tj−1
) , Tj−1 ≤ t ≤ Tj , (9)

と境界条件 q̄Tj ,Tj−1
(Tj) = xj, p̄Tj ,Tj−1

(Tj−1) = ξj−1 で定義する（図参照）．
区分的陪特性経路 q∆T,0

= q∆T,0
(t, xJ+1, ξJ , xJ , . . . , ξ1, x1, ξ0, x0) と

p∆T,0
= p∆T,0

(t, xJ+1, ξJ , xJ , . . . , ξ1, x1, ξ0) を

q∆T,0
(t) = q̄Tj ,Tj−1

(t, xj, ξj−1), Tj−1 < t ≤ Tj, q∆T,0
(0) = x0,

p∆T,0
(t) = p̄Tj ,Tj−1

(t, xj, ξj−1), Tj−1 ≤ t < Tj, j = 1, 2, . . . , J, J + 1 (10)
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区分的陪特性経路の運動量経路 p∆T,0

で定義する（図参照）．このとき汎関数 φ[q∆T,0
, p∆T,0

], F [q∆T,0
, p∆T,0

] は関数となる．

φ[q∆T,0
, p∆T,0

] = φ∆T,0
(xJ+1, ξJ , xJ , . . . , ξ1, x1, ξ0, x0) , (11)

F [q∆T,0
, p∆T,0

] = F∆T,0
(xJ+1, ξJ , xJ , . . . , ξ1, x1, ξ0, x0) . (12)

定理 2 (相空間経路積分の存在) T が小さいとき，任意の汎関数 F [q, p] ∈ F に対して，∫
e

i
~ φ[q,p]F [q, p]D[q, p]

≡ lim
|∆T,0|→0

(
1

2π~

)dJ ∫
R2dJ

e
i
~ φ[q∆T,0

,p∆T,0
]F [q∆T,0

, p∆T,0
]

J∏
j=1

dxjdξj (13)

は (x, ξ0, x0) に関して R3d 上広義一様収束する．つまり相空間経路積分は存在する.

例 3 (基本解 U(T, 0, x, ξ0) の計算例) d = 1, F [q, p] ≡ 1 とする．

(1) H(t, x, ξ) = ξ2/2 のとき，(13) より

e
i
~ (x−x0)·ξ0U(T, 0, x, ξ0) =

∫
e

i
~ φ[q,p]D[q, p] = exp

i

~

(
(x − x0) · ξ0 −

T

2
ξ2
0

)
.

と計算できて， (4) の作用素 U(T, 0) は以下の Schrödinger方程式を満たす．

(i~∂T + ~24/2)U(T, 0) = 0 , U(0, 0) = I .

(2) H(t, x, ξ) = x2/2 + ξ2/2 のとき，(13) より

e
i
~ (x−x0)·ξ0U(T, 0, x, ξ0) =

1

(cos T )1/2
exp

i

~

(
− x0 · ξ0 +

2x · ξ0 − (x2 + ξ2
0) sin T

2 cos T

)
.

と計算できて，(4) の作用素 U(T, 0) は以下の Schrödinger方程式を満たす．

(i~∂T + ~24/2 − x2/2)U(T, 0) = 0 , U(0, 0) = I .
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(3) H(t, x, ξ) = x2/2 + x · ξ + ξ2/2 のとき，(13) より

e
i
~ (x−x0)·ξ0U(T, 0, x, ξ0) =

(
eT

1 + T

)1/2

exp
i

~

(
− x0 · ξ0 +

2x · ξ0 − T (x2 + ξ2
0)

2(1 + T )

)
.

と計算できて，(4) の作用素 U(T, 0) は以下の Schrödinger方程式を満たす．

(i~∂T + ~24/2 − x
~
i
∂x − x2/2)U(T, 0) = 0 , U(0, 0) = I .

(4) H(t, x, ξ) = x2/2 − ξ2/2 のとき，(13) より

e
i
~ (x−x0)·ξ0U(T, 0, x, ξ0) =

1

(cosh T )1/2
exp

i

~

(
− x0 · ξ0 +

2x · ξ0 − (x2 − ξ2
0) sinh T

2 cosh T

)
.

と計算できて，(4) の作用素 U(T, 0) は以下の方程式を満たす．

(i~∂T − ~24/2 − x2/2)U(T, 0) = 0 , U(0, 0) = I .

(5) 例外として複素数値関数 H(t, x, ξ) = −ix2/2 − iξ2/2 としても, (13) より

e
i
~ (x−x0)·ξ0U(T, 0, x, ξ0) =

1

(cosh T )1/2
exp

i

~

(
− x0 · ξ0 +

2x · ξ0 + i(x2 + ξ2
0) sinh T

2 cosh T

)
.

と計算できて，(4) の作用素 U(T, 0) は以下の熱方程式を満たす

(~∂T − ~24/2 + x2/2)U(T, 0) = 0 , U(0, 0) = I .

定義 1 (汎関数のクラス F) F [q∆T,0
, p∆T,0

] が仮定 2を満たすとき F [q, p] ∈ F とする．

仮定 2 m は非負整数，uj, j = 1, 2, . . . , J, J + 1 は分割 ∆T,0 に依存する非負のパラメー
タで

∑J+1
j=1 uj = U < ∞ を満たすとする．任意の非負整数 M に対し，正の定数 AM ,

XM が存在し，任意の分割 ∆T,0 と， |αj|, |βj−1| ≤ M となる任意の多重指数 αj, βj−1,

j = 1, 2, . . . , J, J + 1 と，1 ≤ k ≤ J となる任意の整数 k に対し，

|(
J+1∏
j=1

∂αj
xj

∂
βj−1

ξj−1
)F∆T,0

(xJ+1, ξJ , . . . , x1, ξ0, x0)|

≤ AM(XM)J+1(
J+1∏
j=1

(tj)
min(|βj−1|,1))(1 +

J+1∑
j=1

(|xj| + |ξj−1|) + |x0|)m , (14)

|(
J+1∏
j=1

∂αj
xj

∂
βj−1

ξj−1
)∂xk

F∆T,0
(xJ+1, ξJ , . . . , x1, ξ0, x0)|

≤ AM(XM)J+1uk(
∏
j 6=k

(tj)
min(|βj−1|,1))(1 +

J+1∑
j=1

(|xj| + |ξj−1|) + |x0|)m . (15)

時間が許せば，積分との順序交換，摂動展開，Hamilton型準古典近似について述べる．
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