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本講演では, Rn 上の Lipschitz 連続函数に対して, その Lipschitz 定数を含む対
数型 Sobolev の不等式とその応用について述べる. この対数型 Sobolev の不等式
はその起源を Hamilton–Jacobi 方程式に持っている. 以下, 次の記号を使う：

Lipα(Rn) =
{
f ∈ Lip(Rn)

∣∣ ef ∈ Lα(Rn; dx)
}
, α > 0,

kn =

(
1

ωn−1(n− 1)!

)1/n

(ωn−1 = 2πn/2/Γ(n/2) は Rn の単位球の表面積),

全ての積分の定義域は Rn,

Ent(f) =

∫
f log fdx−

∫
fdx log

∫
fdx,

∥f∥α =

(∫
|f(x)|αdx

)1/α

,

∥Df∥∞ = ∥Df∥L∞(Rn;Rn).

THEOREM 1 ある α > 0 に対して, f ∈ Lipα(Rn) とする. このとき,
f ∈ Lipβ(Rn) (β > α) で, 対数型 Sobolev の不等式

Ent(eβf ) ≤ n

∫
eβfdx log

(
knβ∥Df∥∞

e

)
, β > α. (1)

が成立する. 不等式 (1) は, f(x) = C − ℓ|x − a| (C ∈ R, ℓ > 0, a ∈ Rn は定数）
のとき等号が成立するという意味で optimal である.

THEOREM 2 ある α > 0 に対して, f ∈ Lipα(Rn) とする. このとき,
f ∈ Lipβ(Rn) (β > α) で, 不等式

∥ef∥γ (knγ∥Df∥∞)n/γ ≤ ∥ef∥β (knβ∥Df∥∞)n/β, α ≤ β < γ (2)

が成立する. 不等式 (2) は, f(x) = C − ℓ|x − a| (C ∈ R, ℓ > 0, a ∈ Rn は定数）
のとき等号が成立するという意味で optimal である.

不等式 (1) と (2) は同値な不等式である. 不等式 (1) は, Gentil [4] が示した
p > 1 に対する Lp–対数型 Sobolev の不等式において p → ∞ とした不等式と考
えることができる. また, この Lp–対数型 Sobolev の不等式は, Hamilton-Jacobi
方程式

ut(x, t) +
1

p
|Du(x, t)|p = 0 in Rn × (0,∞), u(·, 0) = f on Rn (3)
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の解の超縮小性と同値である.
講演では, 上の 2 つの不等式の応用として, Lipschitz 定数のエントロピーによ
る表現および一般のHamilton-Jacobi 方程式の解の超縮小性について述べたい.
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