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Mを滑らかな多様体とする．また，(g(t))t∈[T0,T1]をM上の完備Riemann計量の族とし，
(Z(t))t∈[T0,T1]をM上の滑らかなベクトル場の族とする．簡単のため，これらの量は時間パ
ラメータ tにも滑らかに依存しているとする．∆g(t)を，計量g(t)で定まるLaplacianとする．
生成作用素At := ∆g(t) +Z(t)を持つ (時間非一様な)M上の確率過程 ((X(t))t≥0, (Px)x∈M)

を，At-拡散過程と呼ぶ．At-拡散過程は，「(t,X(t))が ∂t + ∆g(t)に付随するmartingale問
題の解」と特徴づけられる (より強く，枠束上の SDEの強解としても構成できる)．dg(t)

を，計量 g(t)から定まるRiemann距離とする．
第一の結果として，Kendall,Cranstonらの研究にその端を発する，多様体上での反射
カップリングの構成およびその評価を扱う．彼らの手法の改良版を拡張した帰結として，
以下のような結果が前述の時間非一様な枠組で得られる．

定理 1 [1] あるK ∈ Rで

(∇Z(t))[ + ∂tg(t) ≤ Ricg(t) −Kg(t) (I)

が成り立つとする．ただし，(∇Z(t))[は∇Z(t)の対称化とする．このとき，任意のx0, x1 ∈
M に対して，At-拡散過程のカップリング (X0(t), X1(t))であって，Xi(T0) = xiかつ

　 P
[

inf
T0≤s≤t

dg(s)(X0(s), X1(s)) > 0

]
≤ ϕt−T0(d(x, y)) (II)

を任意の t ∈ [T0, T1]で満たすものが存在する．ただし，ϕs(z) := χ
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2
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∫ a

0

e−x2/2dx とする．

注

(i) 計量 g(t)が tに依存しない，すなわち ∂tg(t) ≡ 0のとき，(I)の条件は，(無限次元
の)Bakry-Émeryテンソル (Z(t) ≡ 0ならRicciテンソルに一致)が下から一様にK

で押さえられていることを意味する．また，(I)は，K = 0, Z(t) ≡ 0で不等号が等
号のとき，後ろ向きRicci流の方程式になっている．

(ii) (II)の右辺はP
[

inf
T0≤s≤t

ρ̃(s) > 0

]
に等しい．ただし，ρ̃は以下の SDEの解 (Ornstein-

Uhlenbeck過程)とする: {
dρ̃(t) = 2

√
2dβ(t) − Kρ̃(t)dt,

ρ̃(T0) = d(x, y).
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第二の結果として，後ろ向きRicci流の下での，(正規化された)PerelmanのL -距離と
カップリングの関係について述べる．以下，T0 ≥ 0かつ Z(t) ≡ 0とし，さらに以下の 2

条件を仮定する．

(i) ∂tg(t) ≤ 2 Ricg(t) (後ろ向きRicci流),

(ii) 曲率テンソルRcg(t)が，(計量 g(t)について)時空間一様に有界．

T0 ≤ s < t ≤ T1, γ : [s, t] → M について，L (γ)を

L (γ) :=

∫ t

s

√
u
(
|γ̇(u)|2g(u) + Rg(u)(γ(u))

)
du

で定める．ここで，Rg(u)はスカラー曲率とする．つまり，Rg(u) = tr Ricg(u)．ここで，上
の定義に現れる曲線 γのパラメータを時間と考え，γは (s, γ(s))と (t, γ(t))時空内でつな
ぐ曲線と解釈するのが自然であることを注意しておく．(s, x), (t, y) ∈ [T0, T1]×M に対し
て，PerelmanのL -距離 L(s, x; t, y)を

L(s, x; t, y) := inf{L (γ) | γ : [s, t] → M, γ(s) = x, γ(t) = y}

と定める．Lは一般に非負ではないが，Riemann距離とよく似た振る舞いをし，対応する
概念として，「minimizer(L -測地線)の存在」「第一，第二変分公式」「指数補題 (第二変分
の比較定理)」「特異点 (L -最小跡)の特徴付け」などが知られている．スケールパラメー
タ τ0, τ1を，T0 ≤ τ0 < τ1 ≤ T1となるよう取る．このパラメータによりLを正規化した関
数Θt(x, y)を以下で定める (ただしm = dim M):

Θt(x, y) := 2
(√

τ1t −
√

τ0t
)
L(τ0t, x; τ1t, y) − 2m

(√
τ1t −

√
τ0t
)2

.

この量とBrown運動のカップリングの相関として，以下が得られる．

定理 2 [2] x0, x1 ∈ M に対して，g(t)-Brown運動のカップリング (X0(τ0t), X1(τ1t))で，
Xi(τi) = xiかつ Θt(X0(τ0t), X1(τ1t))が優マルチンゲールになるものが存在する．特に，
任意の単調非減少凹関数Φについて，E [Φ(Θt(X0(τ0t), X1(τ1t)))]は tについて単調非増大
になる．

定理 2より特に，Topping[3]による，熱分布間のL -輸送コストの時間単調性が従う．
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