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実数 p に対して，
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を生成作用素にもつ 1 次元拡散過程を p 次元ベッセル過程とよぶ．特に，p が正の
整数であるときは，p 次元ブラウン運動の半径方向の運動として表示できる．ベッセ
ル過程を考えるときは，次元 p よりも ν = p/2 − 1 を用いるほうが便利なときが多
い．この ν をベッセル過程の指数とよぶ．
正の数 r, R に対して，r から出発する指数 ν のベッセル過程が初めて R に到達

する時刻を τν
r,R とする．τν

r,R のラプラス変換は Kent [4] によって求められており，
λ > 0 に対して，次が成立する．
（１）q > 0, 0 < r < R のとき
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（２）q ∈ R, 0 < R < r のとき
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ただし，Iν は第１種変形ベッセル関数，Kν は第２種変形ベッセル関数である．
今，pν

r,R を τν
r,R の密度関数とする．p が正の整数で，0 < r < R であるとき，
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であることがわかっている．（Borodin - Salminen [1, p.398] 参照）ここで，Jν は第１
種ベッセル関数で，各 k = 1 に対して，jν,k は Jν の正の零点である．r = 0 のとき
は，Ciesielski - Taylor [2] によって得られている．0 < R < r の場合は，1 次元およ
び 3 次元のときのみがわかっていて，
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である．（Itô - McKean [3, p.129]，Le Gall [5] 参照）
今回は，一般の p ∈ R に対して，0 < R < r の場合を考える．適当な関数 f に

対して，そのラプラス変換を L[f ] で表すことにする．F ν
r,R を τν

r,R の分布関数，つ
まり

F ν
r,R(t) =
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とするとき，τν
r,R のラプラス変換の公式より，λ > 0 に対して
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となることがわかる．簡単のために，Gν
r,R(t) = F ν

r,R(2R2t), ϱ = r/R とおくと，

L[Gν
r,R](λ) =

1
ϱν

Kν(ϱ
√

λ)
λKν(

√
λ)

となる．µ ∈ R に対して，Kµ = K−µ であることに注意して，右辺を逆変換するこ
とにより，次が得られる．

定理. t > 0 に対して，次が成立する．
（１）ν = 1 のとき（p = 4 のとき）
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ただし，zν
1 , zν

2 , . . . , zν
⌊ν⌋ はKν の零点で，

ξν
j =

Kν(ϱzν
j )

zν
j Kν+1(zν

j )
(j = 1, 2, . . . , ⌊ν⌋)

である．
（２）0 < ν < 1 のとき（2 < p < 4 のとき）
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（３）−1 < ν 5 0 のとき（0 < p 5 2 のとき）
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（４）ν 5 −1 のとき（p 5 0 のとき）
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