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1. 序

この講演では倍Feller(あるいは強Feller)過程の枠組みで狭い意味で滑らかな加藤
クラス測度に対応する必ずしも (局所)有界変動ではない連続加法的汎関数による
Feynman-Kac半群のスペクトル半径のLp-独立性について最近得られた結果を報
告する. Feynman-Kac半群のスペクトル半径の Lp-独立性は Rd 上のシュレディ
ンガー型作用素−1

2
∆ + V , V+ := max{V, 0} ∈ K loc

d , V− := max{−V, 0} ∈ Kd に
対して Simon [10] において最初に示され, Sturm [11, 12] によってリッチ曲率非
負の完備 C∞ 多様体の場合に拡張された. 彼等の証明はシュレディンガー型作用
素の熱核の評価に基づいている. 一方で竹田 [13, 14, 15] はm-対称マルコフ過程
の対称化測度 m の 1-位 Green-緊密性 (あるいは倍フェラー性の下で同値な言い
換えとして 1 の 1-位レゾルヴェント R11 が C∞(E) に属すること)の下でマル
コフ半群のスペクトル半径の Lp-独立性を Donsker-Varadhan 型の大偏差原理か
ら導出した. また竹田 [16] は推移的かつ保存的な倍 Feller過程の枠組みで 0-位
Green-緊密性をもつ加藤クラスに対応する (局所)有界変動な連続加法的汎関数に
よる Feynman-Kac 半群のスペクトル半径の Lp-独立性の必要十分条件を与えた.
この結果もDonsker-Varadhan型の大偏差原理に基づいており, その方法は純不連
続な加法的汎関数による Feynman-Kac 半群, いわゆる非局所型 Feynman-Kac 半
群においても有効であることが竹田–田原 [18], 田原 [21, 22] で示された. ごく最
近, 竹田 [17] は強Feller過程の枠組みで 1-位 Green-緊密性をもつ滑らかな加藤ク
ラス測度に対応する (局所)有界変動な連続加法的汎関数と準不連続加法的汎関数
による Feynman-Kac 半群に対する Donsker-Varadhan 型の大偏差原理が対称化
測度の 1-位 Green-緊密性の下で成立することを得ている ([17]の後半では一次元
拡散過程において Lp-独立性の例も調べている). またこのことを正規化した形で
竹田–田原 [19] において Varadhan の定式化した形の大偏差原理を得ている.
一方で必ずしも (局所)有界変動とは限らない滑らかな加藤クラス測度に対応す

る連続加法的汎関数による Feynman-Kac半群に対してはDonsker-Varadhan型の
大偏差原理による漸近挙動がブラウン運動の枠組みで竹田–Zhang [20] によって,
また対称レヴイ過程の場合にある条件のもとで Zhang [23] によって示された. し
かしながらこの場合でのFeynman-Kac半群に対するスペクトル半径の Lp-独立性
はブラウン運動の場合ですらいままで示されていなかった.
我々の今回の報告は (一般的な枠組みで) 対称マルコフ過程において (局所)有

界変動とは限らない狭い意味で滑らかな測度に対応する連続加法的汎関数による
Feynman-Kac半群に対し,

• 倍Feller過程の枠組みで局所加藤クラスかつ拡張された加藤クラスに対応
する場合;

• 強 Feller過程の枠組みで加藤クラスに対応する場合;
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のそれぞれにおいて Donsker-Varadhan 型の大偏差原理 (定理 2.1,注意 2.1)や
Feynman-Kac半群のスペクトル半径の Lp-独立性が対称化測度 m の 1-位 Green-
緊密性の下で成立すること (定理 2.2,注意 2.2, これは [17] の前半の結果の拡張に
なる). また倍Feller過程の枠組みでFeynman-Kac半群のL2-スペクトル半径が非
負なら, Lp-独立性が得られること,および保存性の元ではその逆が成立することを
得た (定理 2.3, これは [16] の結果の拡張になる). これらの結果はいずれ [18],[21]
を包括する形で拡張がなされる予定である.

2. 結果

E を局所コンパクト可分距離空間, mを台が全体の正値ラドン測度とし, ∂ を一
点コンパクト化 E∂ := E∪{∂}における無限遠点とする. 便宜上 1E (resp 1E∂

)でも
って E (resp. E∂)上で 1の値をとる定数関数とする. X = (Ω, F∞, Ft, Xt, ζ, Px, x ∈
E)を E 上のm-対称ハント過程で対応する L2(E; m)上のディリクレ形式を (E ,F)
が既約性を満たすことを仮定する. XがFeller性をもつとはPt(C∞(E)) ⊂ C∞(E)
が任意の t > 0 でかつ limt→∞ ∥Ptf − f∥∞ = 0 が任意の f ∈ C∞(E) で成立す
ることとする. ここで C∞(E) は無限遠で 0 となる連続関数の全体で ∥f∥∞ :=
supx∈E |f(x)|.

E 上の有界な連続関数の全体を Cb(E) で表す. X が強 Feller性をもつとは
Pt(Bb(E)) ⊂ Cb(E)が任意の t > 0で成立することとする. Xが倍Feller性をもつ
とはそれがFeller性かつ強Feller性をもつこととする. 以後Xは倍Feller性をもつ
とする. X の強Feller性と既約性から, E は連結でありX は m に関して次の絶対
連続性を満たす; Pt(x,N) = 0 if m(N) = 0 for each N ∈ B(E), x ∈ E and t > 0.
このとき α ≥ 0に対して, α-位のレゾルヴェント核 rα(x, y)が全ての x, y ∈ E で定
義される (Lemma 4.2.4 in [7]). r(x, y) := r0(x, y) とする. 非負ボレル測度 ν に対
し, Rαν(x) :=

∫
E

rα(x, y)ν(dy), Rν(x) := R0ν(x) とおく. (Rαf(x) = Rα(fm)(x)
for any f ∈ B+(E) or f ∈ Bb(E)). ν が ディンキンクラス (resp. 加藤クラ
ス) とはある α > 0 で supx∈E Rαν(x) < ∞ (resp. limα→∞ supx∈E Rαν(x) = 0)
が成立することし, ν が 局所加藤クラスとは 1Kν が任意のコンパクト集合 K
に対して加藤クラスになることとする. また ν が拡張された加藤クラス とは
limα→∞ supx∈E Rαν(x) < 1 が成立することとする. S0

D (resp. S0
K) によってデ

ィンキンクラス測度 (resp. 加藤クラス)測度の族, S0
EK (resp S0

LK) でもって拡
張された加藤クラス (resp. 局所加藤クラス)の族を表すことにする. 明らかに,
S0

K ⊂ S0
EK ⊂ S0

D and S0
K ⊂ S0

LK . X はハント過程なのでそのレヴィ系 (N,H) が
存在する. S1 (resp. S00) でもって狭い意味で滑らかな (resp. エネルギー有限でポ
テンシャルが有界な)測度の全体とする (see (2.2.10) and p. 195 in [7]). ディンキ
ンクラスのラドン測度 (従って局所/拡張された加藤クラスのラドン測度)はS1 に
属する (Proposition 3.1 in [9]). S1

D := S0
D ∩ S1, S1

K := S0
K ∩ S1, S1

EK := S0
EK ∩ S1

かつ S1
LK := S0

LK ∩ S1 とおく.
α ≥ 0 に対して, 正値測度 ν ∈ S0

K が α-位のグリーン緊密性をもつとは 任意の
ε > 0 に対してコンパクト集合 K がとれて

sup
x∈E

Rα(1Kcν)(x) = sup
x∈E

∫
Kc

rα(x, y)ν(dy) < ε.

が成立することとする. α > 0 の場合レゾルヴェント方程式からこの定義は α > 0
の取り方に依存しない. S0

K+
∞

(resp. S0
K∞)でもって正位 (resp. 0-位)の Green-緊密

な加藤クラス測度の全体とし, S1
K+

∞
:= S0

K+
∞
∩S1 (resp. S1

K∞ := S0
K∞ ∩S1) とおく.



(E ,Fe) を (E ,F) の拡張されたディリクレ空間とする. f ∈ Fe は準連続な m-

変形 f̃ をもつ (see [7]). f ∈ Fe は常に準連続な m-変形をとっておくことにする.
任意の u ∈ Fe に対して, 次の福島分解が成立する;

Au
t = Mu

t + Nu
t for all t ∈ [0,∞[ Px-a.s. for q.e. x ∈ E.(1)

ここで Mu はエネルギー有限なマルチンゲール加法的汎関数 (MAF in short) Nu

はエネルギー０の連続加法的汎関数と呼ばれる. ２次変分過程 〈Mu〉 は正値連続
加法的汎関数になるのでそのルヴーズ測度を µ〈u〉 によって表す. この講演では
u ∈ Fe ∩C∞(E) を固定して使用して µ〈u〉 ∈ S1

K を仮定する. また技術的な理由か
ら X は内部消滅を持たないとする. すると福島分解は次のように精密化すること
ができる:

Au
t = Mu

t + Nu
t for all t ∈ [0,∞[ Px-a.s. for any x ∈ E.(2)

µ+ ∈ S1
LK と µ− ∈ S1

LK ∩ S1
EK をとり µ := µ+ − µ− とする. 我々が考える

Feynman-Kac半群は次のものである: f ∈ B+(E)

Qtf(x) := Ex[e
Nu

t −Aµ
t f(Xt)] for x ∈ E.(3)

(Qt)t>0 に対応するレゾルヴェントを (Sα)α>0とする:

Sαf(x) :=

∫ ∞

0

e−αtQtf(x)dt x ∈ E

for f ∈ B+(E). また ∂ を罠として拡張した E∂ 上の推移確率を P ∂
t (x, dy) とす

る; for B ∈ B(E∂),

P ∂
t (x,B) =

{
Pt(x,B \ {∂}) x ∈ E
δ∂(B) x = ∂.

X∂ = (Xt, P∂
x, x ∈ E∂) を P ∂

t (x, dy) から決まるマルコフ過程とする. X∂ は X に
∂ を墓地点として追加したものである. 技術上の理由から f ∈ B+(E∂) と x ∈ E∂

に対し

Q∂
t f(x) := E∂

x[e
Nu

t −Aµ
t f(Xt)] かつ S∂

αf(x) :=

∫ ∞

0

e−αtQ∂
t f(x)dt.(4)

と記し, 任意の E 上の関数 f は特に断りがなければ f(∂) = 0 として E∂ 上の
関数として扱う. この場合 Qtf(x) = Q∂

t f(x) for x ∈ E and f ∈ B(E) となる.
特に, Q∂

t 1E∂
(x) = Ex[e

Nu
t −Aµ

t ] かつ Q∂
t 1E(x) = Qt1E(x) = Ex[e

Nt−Aµ
t : t < ζ],

x ∈ E となる. ここで Aµ
t := A

µ+

t − A
µ−
t で Aµ+ (resp. A

µ−
t ) は µ+ ∈ S1

LK

(resp. µ− ∈ S1
LK ∩ S1

EK) に対応する狭い意味での正値連続加法的汎関数である.
C(⊂ F ∩ C0(E)) を (E ,F) の芯とする. 次の L2(E; m) 上の２次形式 (Q, C) を考
える.

Q(f, g) := E(f, g) + E(u, fg) +

∫
E

fgdµ for f, g ∈ C.

この２次形式 Q は well-defined で C 上で下に有界な２次形式であり, (3) で定め
た半群は (Q, C) の L2(E; m) 上の閉包 (Q,D(Q)) に対応する強連続半群とみなせ
ることが [2]における Corollaries 1.5, 1.8 and 1.9 の議論からわかっている.



P(E) を E 上のボレル確率測度の全体とする. レート関数 IQ(ν) を

IQ(ν) :=

{
Q(φ, φ) if ν ≪ m and φ :=

√
dν/dm ∈ D(Q)

+∞ otherwise
(5)

で定め, t < ζ(ω)を満たす ω ∈ Ωに対して正規化された滞在時間分布Lt(ω) ∈ P(E)
を

Lt(ω)(A) :=
1

t

∫ t

0

1A(Xs(ω))ds for A ∈ B(E).

で定める.

定理 2.1. µ〈u〉 ∈ S1
K, µ = µ+ − µ− ∈ S1

LK − S1
LK ∩ S1

EK を仮定する.

(i) このとき任意の開集合 G ⊂ P(E) と x ∈ E に対し

lim
t→∞

1

t
log Ex[e

Nu
t −Aµ

t : Lt ∈ G, t < ζ] ≥ − inf
ν∈G

IQ(ν).(6)

(ii) µ+ ∈ S1
LK ∩ S1

EK を仮定すると任意のコンパクト集合 K ⊂ P(E) に対し,

lim
t→∞

1

t
log sup

x∈E
Ex[e

Nu
t −Aµ

t : Lt ∈ K, t < ζ] ≤ − inf
ν∈K

IQ(ν).(7)

(iii) m ∈ S1
K+

∞
と µ+ ∈ S1

LK ∩ S1
EK を仮定すると任意の閉集合 K ⊂ P(E) に

対して (7) が成立して特に

lim
t→∞

1

t
log Ex[e

Nu
t −Aµ

t : t < ζ]

= lim
t→∞

1

t
log sup

x∈E
Ex[e

Nu
t −Aµ

t : t < ζ] = − inf
ν∈P(E)

IQ(ν)(8)

を得る.

注意 2.1. さらに µ± ∈ S1
K なら X の Feller性を用いずに定理 2.1 と同じ結果が

成立する.

開集合 G を考え, (EG,FG) を次で与える;{
FG := {u ∈ F | u = 0 q.e. on E \ G},
EG(u, v) := E(u, v) for u, v ∈ FG.

(EG,FG) は (E ,F) のパート空間と呼ばれL2(G; m) 上の正則ディリクレ形式にな
ることが知られている. X の倍 Feller性の下では [5] によって G が相対コンパク
トな正則集合ならRG

1 1G ∈ C∞(G) となることが分っている. ここで G が正則と
は Px(τG = 0) = 1 for all x ∈ E \ G が成立することで RG

1 はパート過程 XG の
1-位のレゾルヴェントで τG := inf{t > 0 | Xt /∈ G} は G から脱出時刻である.
f ∈ Bb(G) に対してQG

t f(x) := Ex[e
Nu

t −Aµ
t f(Xt) : t < τG] とおくとG が相対コン

パクトなら QG
t は L2(G; m) 上の 閉形式 (Q,FG) に対応する強連続半群になる.

∥QG
t ∥p,p をLp(G; m) から Lp(G; m)への QG

t の作用素ノルムとしてスペクトル
半径を

λp(G) := λp(u, µ)(G) := − lim
t→∞

1

t
log ∥QG

t ∥p,p, 1 ≤ p ≤ ∞

とおく. G = E のときは記号 λp(G) から ‘(G)’ を省く.



定理 2.2. (i) µ〈u〉 ∈ S1
K, µ = µ+ − µ− ∈ S1

LK ∩ S1
EK − S1

LK ∩ S1
EK を仮定す

ると, スペクトル半径 λp(u, µ) (1 ≤ p ≤ ∞) はm ∈ S1
K+

∞
ならば p に無関

係である.
(ii) µ〈u〉 ∈ S1

K, µ = µ+ −µ− ∈ S1
LK ∩S1

EK −S1
LK ∩S1

EK とし G が正則な開集
合で無限遠での挙動として limG∋x→∂ Px(τG > 0) = 0 が成立するとする.
このときスペクトル半径 λp(u, µ)(G) (1 ≤ p ≤ ∞) は p に無関係である.

(iii) µ〈u〉 ∈ S1
LK, µ = µ+ − µ− ∈ S1

LK − S1
LK. とし G が正則な相対コンパク

ト開集合とする. このときスペクトル半径 λp(u, µ)(G) (1 ≤ p ≤ ∞) は p
に無関係である.

注意 2.2. さらに µ± ∈ S1
K で G 上の部分過程 XG が強 Feller 過程なら X の

Feller性を用いずに定理 2.2 と同じ結果が成立する.

定理 2.3. µ〈u〉 ∈ S1
K+

∞
と µ = µ+−µ− ∈ S1

LK∩S1
EK−S1

K+
∞
を仮定する. λ2(u, µ) ≤ 0

ならば λp(u, µ) (1 ≤ p ≤ ∞) は p に無関係である. さらに X が保存的で
µ+ ∈ S1

K+
∞
なら λ2(u, µ) > 0 から λ∞(u, µ) = 0 を得て逆の主張が成立する.

系 2.1. µ〈u〉 ∈ S1
K+

∞
, µ = µ+ − µ− with µ+ = 0 と µ− ∈ S1

K+
∞
とする. このとき

λ2(0, 0) ≤ 0 ならば λ2(u, µ) ≤ 0, 特に λp(u, µ) (1 ≤ p ≤ ∞) は p に無関係にな
る. さらに X が推移的で, µ〈u〉 ∈ S1

K+
∞
かつ µ = µ+ − µ− ∈ S1

K∞ − S1
K+

∞
ならば同

様の結果が成立する.
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[5] K. L. Chung, Doubly-Feller process with multiplicative functional, Seminar on stochastic
processes, 1985 (Gainesville, Fla., 1985), 63–78, Progr. Probab. Statist. 12, Birkhäuser
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