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1 はじめに
(X, d) を “曲率≥ κ”の n次元Alexandrov 空間とし、µ を その上の n次元Hausdorff

測度、(E , F)を L2(X; µ) 上の標準的ディリクレ形式とする。このとき 桑江-町頭-塩谷 [1]

によって、放物型ハルナック不等式が成立することが知られている。厳密に言えばこの
結果は相対コンパクト集合 Y 上で成立するという主張である。これは Y 上での volume

doubling propertyと弱いPoincaré不等式を経由して示されている。今回、より強い結果
が示すことができたので報告する。より一般的に、この講演では、[2]に定義したmeasure

contraction propertyを持つ測度距離空間の場合を包含する枠組みを使って全体空間上で
の放物型ハルナック不等式を示す。このハルナック不等式は用いることで熱核の評価を証
明する。また、劣調和関数の平均値不等式を用いて曲率が一様に下に有界な Alexandrov

空間の場合に Lioville 型定理も示される。

2 結果
仮定. (X, d, µ)を可分測度距離空間で supp µ = X で、 Ωを X の開集合と、(E , F)

をCLip
0 (Ω)の coreを持つ L2(Ω; µ)上の強局所正則ディリクレ形式として固定する。さら

に、開球B(x, r) ⊆ Ωの閉包は閉球 B̄(x, r)で、閉球 B̄(x, r)はコンパクトである。開球
B(x, r) ⊆ Ωを固定すると、任意の点 y ∈ B(x, r)に対して、xから y へ結ぶ最短測地線が
ある。ある単調増加の写像Θ :]0, +∞[−→ [1, +∞[と ν > 2は次の条件をみたすとする：
B(x, r2) ⊆ Ωをみたす任意の点 x ∈ Ωと 0 < r1 ≤ r2に対して、

µ(B(x, r2)) ≤
(

r2

r1

)ν

Θ(r2)µ(B(x, r1))

が成り立つ。∆は Eの生成作用素で、Γは Eのエネルギー測度とする。任意の点 x ∈ Ωに
対して、Γ(dx) ≤ µ を仮定する。ここで dxは dx(y) := d(x, y)。最後に、ある単調増加の
写像Υ :]0, +∞[−→ [1, +∞[と k > 1は次の条件をみたす。B(x, kr) ⊆ Ωをみたす任意
の開球B(x, r)と f ∈ F(B(x, kr))に対して、∫

B(x, r)

|f − fB(x, r)|2dµ ≤ Υ(r)r2

∫
B(x, kr)

dΓ(f)

1



が成り立つ。ここで、fB(x, r)は

fB(x, r) :=
1

µ(B(x, r))

∫
B(x, r)

f dµ

と言う関数である。

定理. ある τ > 0と 0 < ϵ < η < δ ≤ 1と ξ ∈]0, 1[を固定する。ξη − ϵ < (1 − η)(1 − ξ)

をみたす 0 < ϵ < η < δ ≤ 1と ξ ∈]0, 1[を固定すると、次の条件をみたす定数 C1(k)と
C2(k)とH1(ν, k, τ, δ, η, ϵ, ξ),とH2(ν, k) が存在する：任意の開球B(x, r) ⊆ Ω と s ∈ R
に対し、u が ]s − τr2, s[×B(x, r)上の

∆u =
∂u

∂t

の非負の局所解とする。このとき

ess sup
Q−

u ≤ H1(ν, k, τ, δ, η, ϵ, ξ) (Θ(C1r)Υ(C2r))
H2(ν, k) ess inf

Q+

u,

ここで

Q− :=
]
s − δτr2, s − ητr2

[
× B(x, ξr) と Q+ :=

]
s − ϵτr2, s

[
× B(x, ξr).
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