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研究集会「確率解析とその周辺」のお知らせ

平成 20年度科学研究費補助金基盤研究 (A)「確率解析の理論と応用」(研
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空間における確率解析」(研究代表者：重川一郎)の援助を受けて, 標記の研
究集会を以下の要領で開催致しますのでご案内申し上げます．
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13:30∼14:30 重川 一郎 (京都大)
Non-symmetric diffusions on Riemannian manifolds and the ultracontractivity

14:40∼15:40 楠岡 誠一郎 (慶應大）
Malliavin 解析による確率微分方程式の解の密度関数の存在

16:00∼17:00 Antoine Lejay(INRIA, France)
On rough differential equations

11月 21日 (金)

10:00∼11:00 道工 勇 (埼玉大)
あるクラスの測度値マルコフ過程の漸近挙動について

11:10∼12:10 梶野 直孝 (京都大)
Weyl type spectral asymptotics for Laplacians on Sierpinski carpets

— 昼 休 み —

13:30∼14:30 矢野 孝次 (神戸大)
対称安定過程に対する Feynman-Kac killingの処罰問題

14:40∼15:40 会田 茂樹 (大阪大)
Semiclassical limit of the lowest eigenvalue of P (ϕ)2 Hamiltonian on finite volume

世話人: 重川 一郎 (京大理), 松本 裕行 (名大情報), 会田 茂樹 (阪大基礎工).



Non-symmetric diffusions on Riemannian manifolds
and the ultracontractivity∗

Ichiro Shigekawa† (Kyoto University)

1 Non-symmetric diffusions on Riemannian manifolds

Let (M, g) be a complete Riemannian manifold. We deonte the Riemannian volume by
m = vol. We consider a diffusion generated by

A =
1

2
� + b. (1)

Here � is the Laplace-Beltrami operator and b is a vector field on M . We regard it as an
operator in L2(m). The dual operator is

A∗ =
1

2
�− b − div b.

Associated symmetric bilinear form Ẽ is

Ẽ (u, v) =
1

2

∫
M

(∇u,∇v) dm +
1

2

∫
M

uv div b dm.

We take a point o ∈ M and define ρ(x) = d(o, x) where d is the Riemannian distance.
We assume the following conditions:

(A.1) div b ≥ 0．

(A.2) There exists a non-increasing function κ : [0,∞) → [0,∞) with
∫ ∞

0
κ(x) dx = ∞ so

that |∇bρ| ≤ 1
κ(ρ)

.

Theorem 1. Under the conditions (A.1), (A.2), the closure of (A, C∞
0 (M)) generates a C0

semigroup in L2(m) and the semigroup is Markovian.
The same is true for (A∗, C∞

0 (M)).

We denote the associated semigroups by {Tt} and {T ∗
t }.

Theorem 2. Assume (A.1), (A.2) and that there exists a constant c2 so that for all f ∈
Dom(Ẽ ) ∩ L1(m)

‖f‖2+4/μ
2 ≤ c2 Ẽ (f, f) ‖f‖4/μ

1 .

Then, there exists a constant c1 so that for all f ∈ L1

‖Ttf‖∞ ≤ c1t
−μ/2‖f‖1, ∀t > 0. (2)

∗November 19-21, 2008, “Stochastic Analysis and Related Topics” in Nagoya University
†E-mail: ichiro@math.kyoto-u.ac.jp URL: http://www.math.kyoto-u.ac.jp/~ichiro/



Remark 1. Under the condition (A.2), we have

1

2

∫
M

|∇u|2 dm ≤ Ẽ (u, u).

If the Brownian motion satisfies (2), then the diffusion satisfies (2).

2 Non-symmetric diffusions on compact Riemannian manifolds

If M is compact, then there exists an invariant probability measure. We denote it by ν. We
now change the reference measure to ν. The operator A of the form (1) can be written as

Af = −1

2
∇∗

ν∇f + (b̃,∇f)

where b̃ is a vector field with divν b̃ = 0. Here ∇∗
ν is the dual operator of ∇ with respect to

ν. divν is defined similarly.
The generator of the dual semigroup is

A∗
νg = −1

2
∇∗

ν∇g − (ωb̃,∇g).

Further the associated symmetric Dirichlet form is given by

Ẽ (f, g) =
1

2

∫
M

(∇f,∇g)dν.

By Using these, we have

Theorem 3. The semigroup {Tt} generated by A has a density p(t, x, y) with respect to ν
and there exists a constant C so that

sup
x,y

|p(t, x, y) − 1| ≤ Ce−λt, ∀t ≥ 1.

Here λ is the spectral gap of Ẽ .



Malliavin解析による確率微分方程式の解の密度関数の存在

慶應義塾大学大学院　理工学研究科

博士１年　楠岡誠一郎

確率微分方程式の解の密度関数の存在性については、N. Bouleauと F. Hirschの結果がある。それは、係

数がリプシッツ連続で楕円性に関する条件をあたえた場合に確率微分方程式の解の時刻ごとの分布が密度

関数を持つというものである。しかし、係数が楕円性に関する条件を満たしている場合は係数が Lipschitz

連続でなくても、直感的に解は密度関数を持つように感じられる。そこで、係数が Lipschitz連続よりも弱

い連続性しか持たないときに確率微分方程式の解が密度関数を持つかどうかについて考察した。

一般に、確率微分方程式の係数がリプシッツ連続よりも弱い連続性しか持たないとき、解が Sobolev空

間に属するかどうかがわからないため、Sobolev空間より広い関数のクラスを考える。

(B, H, µ)を抽象Wiener空間とする。

定義 1 確率変数のクラス Vh(B)を、(B,B(B), µ)上の確率変数 F で、ある修正 F̂ が存在して、任意の x

に対し F̂ (x + th)が tに関して有界区間で有界変動であるもの全体からなるクラスとする。

Dhを h方向への方向微分とする。このとき、クラス Vh(B)に属する確率変数に対して、次のような N.

Bouleauと F. Hirschの結果に対応した結果が得られる。

定理 2 F をクラス Vh(B)に属する確率変数とする。F̂ を Vh(B)の定義で現れる修正とすると、R上の測度

(|DhF̂ |P ) ◦ F̂−1

は１次元 Lebesgue測度に対して絶対連続である。

この Vh を用いて、係数が必ずしも Lipschitz連続でない確率微分方程式の解が密度関数を持つかどうか

について考える。

定理 3 d, rを正の整数とし、(B(t))を r次元 Brown運動とする。

σ = (σi
j)i=1,...d,j=1,...r ∈ Cb([0, T ] × R → Rd × Rr),

b = (bi)i=1,...d ∈ Cb([0, T ] × C([0, T ] → R) → Rd),

次の d次元確率微分方程式を考える。
dXi(t) =

r∑
j=1

σi
j(t,X

i(t))dBj(t) + bi(t,X)dt i = 1, 2, . . . d,

X(0) = x0 ∈ Rd.



ある定数M,K と、ある [0, T ]上の Radon測度 ηが存在して、

max
i,j

|σi
j(t, x)| ≤ M, for all (t, x) ∈ [0, T ] × R,

max
i

|bi(t, w) − bi(t, w′)| ≤ K

(∫ t

0

|w(s) − w′(s)|dη(s) + |w(t) − w′(t)|
)

,

for all t ∈ [0, T ], w, w′ ∈ C([0, T ] → Rd),

を満たし、確率微分方程式には pathwise uniquenessがあるとする。

このとき、解 (X(t))はWiener空間 (W,H, µ)上で定義することができ、任意の t、i = 1, 2, · · · , d、h ∈ H

に対してXi(t)は Vh(W )に属する。さらに、定義 1で現れるXi(t)の修正を X̂i(t)と書くと、R上の測度(∣∣∣DhX̂i(t)
∣∣∣ µ

)
◦ Xi(t)−1

は１次元 Lebesgue測度に対して絶対連続である。

係数がLipschitz連続のときは、N. BouleauとF. Hirschの結果により、楕円性に関する条件から |DX(t)|H
の正値性が導かれる。しかし、係数が Lipschitz連続でないときには同じ方法が使えず、一般にはDhX(t)

の情報を得るのは困難である。しかし、特別な場合に関しては DhX(t)の正値性を得ることができた。そ

れが次の定理である。

定理 4 rを正の整数とし、(B(t))を r次元 Brown運動とする。次の１次元確率微分方程式を考える。
dX(t) =

r∑
j=1

σj(t,X(t))dBj(t) + b(t,X(t))dt

X(0) = x0 ∈ R,

この確率微分方程式が pathwise uniquenessを持つと仮定する。係数には次を仮定する。

σ = (σj)j=1,...r ∈ Cb([0, T ] × R → Rr),

b ∈ Cb([0, T ] × R → R),

ある定数M とK が存在して

max
j

|σj(t, x)| ≤ M, for all (t, x) ∈ [0, T ] × R,

|b(t, x) − b(t, y)| ≤ K|x − y| for all x, y ∈ R and t ∈ [0, T ],

を満たすとし、Rの閉部分集合 Sが存在し、任意の j = 1, 2, · · · , rに対しR \ S上で σj は２階微分可能で

微分が連続であり、R \ S 上で
∑r

j=1 σj は正であるとする。

このとき、任意の tに対し、R \ S 上の測度

µ ◦ X(t)−1
∣∣
R\S

はR \ S 上に制限した１次元 Lebesgue測度に対して絶対連続である。



On rough differential equations

Antoine Lejay
INRIA, Nancy, France

A rough differential equation (RDE) is the solution of a controlled differential equation
in the sense of “rough paths”, which means that the control is an iregular path. This
theory was developped in to deal with irregular paths such as Brownian path, ... and
allows one to give a pathwise notion of solution of Stochastic Differential Equation (the
main point of this theory initiated by T. Lyons is to extend the paths as paths with values
in a non-commutative tensor Lie group). During this talk, after some considerations on
rough differential equations, we will show how to drop the hypothesis of boundedness
of the vector fields which are integrated so that vector fields with linear growth may be
considered.
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研究集会「確率解析とその周辺」・平成 20年 11月 19日（水）～21日（金）
名古屋大学ベンチャー・ビジネス・ラボラトリー

あるクラスの測度値マルコフ過程の漸近挙動について

埼玉大学　 道工　勇

D を Rd のある領域とし, B(D) で D 上のボレル σ-集合族を表す. B(D) 上の有
限測度の全体およびコンパクトな台をもつ有限測度の全体をそれぞれMF (D) およ
び Mc(D) と記す. 記号 ‖μ‖ は MF (D) の要素 μ の全測度 μ(D) を意味する. また
C+

b (D) および C+
c (D) でそれぞれ D 上で定義された非負有界連続関数およびコン

パクト台をもつ非負連続関数の全体を表すものとする. D 上で定義された k 回微分
可能な指数 η のヘルダー空間を Ck,η(D) で表す. ただし, 0 < η � 1 である. 特に
Cη(D) = C0,η(D) とする. 次に領域 D 上の楕円型微分作用素 L を

L =
1
2

d∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂

∂xj

)
+

d∑
i=1

bi(x)
∂

∂xi
(0.1)

で定める. ここで, a(x) = (aij(x)) は x ∈ D に対して正定値対称行列であり, L の係
数に対して, aij(x) ∈ C1,η(D) かつ bi(x) ∈ C1,η(D) (i.j = 1, . . . , d) を仮定する. ま
た可測関数 f の D 上の測度 ν に関する積分を

〈ν, f〉 =
∫

D

f(x)ν(dx)(0.2)

と表す.
X = {Xt, t ≥ 0; Pμ, μ ∈ MF (D)} をパラメータ (L, β, α, D) を伴う超拡散過程

(superdiffusion) とする. すなわち, X = {Xt} は時間に関して一様な MF (D) 値連
続マルコフ過程であって, C+

b (D) の任意の要素 g に対して

Eμ exp
{
−

∫
D

g(x)Xt(dx)
}

= e−〈μ,u(·,t)〉(0.3)

をみたす. ただし, u ≡ u(x, t) は次のコーシー問題の非負最小解である:

∂u(x, t)
∂t

= Lu(x, t) + β(x)u(x, t) − α(x)u2(x, t) on D × (0,∞)(0.4)

lim
t↓0

u(x, t) = g(x) ∈ C+
b (D).

ただし, α, β ∈ Cη(D), η ∈ (0, 1] であって, α は ∀x ∈ D に対し正値で β は上に有
界とする. 次に領域 D 上の作用素を L0 = L + β とおく. L0 に関する主固有値を

1



2

λc = λc(L0) とおく. ξL = {ξL
t ; t ≥ 0} を D 上の L-拡散とし, 集合 A に対する停止

時刻 τ(A) を

τ(A) = inf{t ≥ 0; ξL
t ∈ Ac}(0.5)

とする. また A ⊂⊂ D であって, その境界 ∂A が C2,η クラスである部分集合のクラ
スを B2,η とする. このとき, ∀x ∈ D に対して主固有値 λc は次の表現をもつ. すな
わち, 領域 D の任意の元 x に対して,

λc = sup
A∈B2,η

lim
t→∞

1
t

log Ex

{
exp

(∫ t

0

β(ξL
s )ds

)
; τ(A) > t

}
.(0.6)

ここで, Px が x ∈ D から出発する L-拡散 ξL の分布で, Px(ξL
0 = x) = 1 をみたす

確率測度のとき, Ex は Px による期待値を表す.
Pinsky (1996) は λc � 0 のとき, 超拡散 X = {Xt; t ≥ 0} が局所消滅的であるこ

とを示した. したがって我々は λc > 0 のときの挙動に興味がある. ここでの目的は
Englander-Winter (2006) により示唆された超拡散 X = {Xt} の長時間挙動につい
て考察を加え, 検証を与えることにある. すなわち, 次の命題を明確に証明すること
である.

命題 0.1. λc > 0 とする. 作用素 L = L + β − λc は劣臨海的であると仮定する. こ
のとき, C+

c (D) の任意の元 g に対して

lim
t→∞ e−λct

Eμ〈Xt, g〉 = 0(0.7)

が成り立つ.
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Weyl type spectral asymptotics for Laplacians
on Sierpinski carpets

梶野直孝 （京都大）

Let {λn}n≥1 be the eigenvalues of the Laplacian associated with the

Brownian motion on a generalized (i.e. possibly higher dimensional) Sier-

pinski carpet, and let Z(t) :=
∑∞

n=1 e−λnt, t > 0. B. M. Hambly has shown

that there exists a strictly positive periodic continuous function G0 such

that Z(t)− t−df /dwG(log t−1) = o(t−df /dw) as t ↓ 0, where df (resp. dw) is

the Hausdorff dimension (resp. walk dimension) of the carpet.

In this talk I will present the following two results closely related to

Hambly’s result above:

(1) Z(t) − t−df /dwG(log t−1) in the above formula also admits a similar

asymptotic behavior.

(2) Even if we consider a time change (with respect to a self-similar

measure) of the original Brownian motion on the carpet, the associated

partition function admits a similar asymptotic behavior as long as the

corresponding heat kernel is subject to the Sub-Gaussian upper bound.



� � � � � � � � � �
Feynman-Kac killing 	 
 � ��

������� ��� ���
∗
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7?|=��� B QCRC�;7 kC� 2�, [4] "���i�/�����d�O�p?7?�=�X� Marc Yor � (Paris VI) �
h?� �C���=� � ( � �C�C� � ) IL7��X�?��� u cXd�O��C5�P��=78�X�=7X� u )C�;'8�=�o,� 58}�P8|���� B QCRX78������ ;7X¡�¢��8£$¤ ([3]) " V S�/X6 ¥�`;5�S�O
D�FXG$H (penalisation problems) IE� � 7�h�¦§'�G8H~,E¨�}=O (Xt,Ft, Px) , k ��© α-

� B Q�Rª7 canonical representation I«}¬d$O¨ � α � 1 < α ≤ 2 ,¯®&5$}°I«± B }¬d$O�p
7¬I*² ³ª´(�$0(µ W$V(¶{· l I¯'~yzP ¸º¹ :(< L(t, x) b»|(¼(}~d*O R ½(7*¾�¿ f{g V (dx)

"8|_3LP$)X+8Q�R (EV
t ) ,

EV
t = exp−

∫
L(t, x)V (dx) (1)

u�B8À }~d8O8D�FXG?H_I ��P8)X+?Q�R (EV
t ) "�Áo3 /80�1C2 n `X5 f�g 7 9X:�<8>;@

EV
t dPx

Px[EV
t ]

t→∞
−→ dP V

x along (Fs) (2)

,E����d�pXI u cXd?OXp�p u P8ÂCÃX78ÄXÅ���P
Px[FsE

V
t ]

Px[E
V
t ]

t→∞
−→ P V

x [Fs] for any Fs: bdd Fs-m’ble (3)

b8Æ_yLÇ V pXI8,EÈÉ¦ÊO
Najnudel–Roynette–Yor ([1]) "C'o^ES�P σ- e @8f�g P ,

P = (const.)

∫ ∞

0

du

u1/α
Q(u) • P h

0 (4)

u�B$À }~d?OËp�p u P Q(u) � 0
W ^ 0 �X7 94n u 7XÌ�� ÍXÎ$Q�R u c�yÏP P h

0 �?������ XP}X'�Ð;ÑEÒ�Ó f�g n I§�C�XÁ � | · |α−1 , ÔAS�/ � 7Xh�¦§" B8À_n `od F∞ ½�78Õ�Ö fCgu cXd :

dP h
0 |Ft

= (const.)|Xt|
α−1dn|Ft

. (5)

× ÄX7 x ∈ R "?|43EP P 7�Ø u 7 (x + Xt : t ≥ 0) 78Ù�Úo, Px IÏÛ_TÏO
∗E-mail: kyano@math.kobe-u.ac.jp URL: http://www.math.kobe-u.ac.jp/~kyano/
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1 � 0 <

∫
(1 + |x|α−1)V (dx) < ∞ ,E± B }~d?OXp87oI8² � b8Æ_yEÇ V :

(i)
EV

t dPx

n(R > t)

t→∞
−→ EV

∞dPx along (Fs);

(ii)
Px[E

V
t ]

n(R > t)
t→∞
−→ Px[E

V
∞] =: ϕV (x);

(iii) (EV
∞dPx)|Ft

= ϕV (Xt)E
V
t dPx|Ft

.B8�
1 "�h8i�/�P?D�FXG$HX7���.8� � 7�ho¦Ï"�-X.X^§`�d :

EV
t dPx

Px[EV
t ]

t→∞
−→

EV
∞dPx

ϕV (x)
=: dP V

x along (Fs). (6)

��5�P >�@8f�g P V
x � �Xu����	��
 ^§`od :

dP V
x |Ft

=
ϕV (Xt)

ϕV (x)
EV

t dPx|Ft
. (7)

B �
1 7 �ª�{"{�ºS(/{�ºP meander 7*ÂºÃªb*)º�ª'»�{� , � 5*}=O8pºp u meander I¯�{P

dM (t) =
1{R>t}

n(R > t)
dn|Ft
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without Gaussian part. submitted, arXiv:0805.3881, 2008.

[4] K. Yano, Y. Yano, and M. Yor. Penalising symmetric stable Lévy paths. submitted, 2008.



Semi-classical limit of the lowest eigenvalue of

P (φ)2 Hamiltonian on finite volume

Shigeki Aida
Osaka University

In this talk, we discuss the semi-classical limit of the lowest eigenvalue of a P (φ)2-Hamiltonian
on a finite volume interval. Let I = [−l/2, l/2] (l > 0) and ∆ = d2

dx2 be the Laplace operator
with periodic boundary condition on L2(I, dx). Let Ã = (m2 − ∆)1/4 and define

Hs(I, dx) =
{

h ∈ D(Ã2s) | ‖h‖Hs := ‖Ã2sh‖L2(I,dx)

}
.

In particular set H = H1/2(I, dx). Let (W,H, µ) be the associated abstract Wiener space. For
example, W = H−s0(I, dx) for any positive s0. Note that W is the space of Schwartz distribu-
tions. Let A = Φ ◦ Ã ◦ Φ−1, where Φ : L2(I, dx) → H is the natural unitary transformation. A
is a self-adjoint operator on H. Let −LA be the generator of the following Dirichlet form:

EA(f, f) =
∫

W
‖ADf(w)‖2

Hdµ.

Let P (u) =
∑2N

k=0 aku
k be a polynomial function with a2N > 0 and N ≥ 2. Let g be a periodic

positive smooth function on R such that g(x + l) = g(x) for all x. We define the potential
function on W by

Vλ(w) = λ : V

(
w√
λ

)
:, (1)

: V

(
w√
λ

)
: =

∫
I

: P

(
w(x)√

λ

)
: g(x)dx, (2)

where λ > 0 and : P (w(x)) : is defined by the Wick product with respect to µ. limn→∞
∫
I :

P
(

wn(x)√
λ

)
: g(x)dx exists in L2(µ) and we denote the limit by : V

(
w√
λ

)
:. Here note that we

cannot define
∫
I w(x)kg(x)dx for k ≥ 2. The operator (−LA +Vλ, FC∞

A (W )) (FC∞
A (W ) denotes

the set of smooth cylindrical functions) is essentially self-adjoint in L2(µ) and we denote the
self-adjoint extension by −LA + Vλ. −LA + Vλ is called a P (φ)2 Hamiltonian on a finite volume
interval I and is a representation of the quantization of the Hamiltonian whose classical field
equation is the non-linear Klein-Gordon equation with space-time dimension 2:

∂2

∂t2
w(t, x) − 1

2
∂2

∂x2
w(t, x) +

m2

2
w(t, x) + P ′ (w(t, x)) g(x) = 0 (t, x) ∈ R × I. (3)

Physically λ is the inverse of the Planck constant ~ and our problem is to determine the semi-
classical limt of the lowest eigenvalue E0(λ) of −LA + Vλ as λ → ∞ in terms of the potential
function U which is given below.
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Definition 1 Let U(h) = 1
4‖Ah‖2

H + V (h) for h ∈ D(A) and U(h) = +∞ for h /∈ D(A). Here
V (h) =

∫
I P (h(x))g(x)dx and h ∈ H.

It is easy to see that U(h) is a smooth functional on H1(I, dx). The following is our main
theorem.

Theorem 2 Assume (A1) and (A2).
(A1) U(h) (h ∈ H1(I, dx)) is a non-negative function and has finitely many zero point set
N = {h1, . . . , hn}.
(A2) Suppose (A1). The Hessian 1

2D2U(hi) ∈ L(H1(I, dx), H1(I, dx)) is a strictly positive
operator for all 1 ≤ i ≤ n.

Let E0(λ) = inf σ(−LA + Vλ). Then

lim
λ→∞

E0(λ) = min
1≤i≤n

Ei, (4)

where Ei is the lowest eigenvalue of −LA + Qvi(w) and Qvi(w) =
∫
I : w(x)2 : vi(x)dx, vi(x) =

1
2P ′′(hi(x))g(x). Explicitly,

inf σ(−LA + Qvi) =
1
2
tr

(
Ã2

vi
− Ã2 − 2Ã−1MviÃ

−1
)

(5)

= −1
4
‖

(
Ã2

vi
− Ã2

)
Ã−1‖2

L(2)(L
2(I,dx)). (6)

tr denotes the trace in L2(I, dx).
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