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ある確率過程の大偏差原理を証明するための有効な方法として Gärtner-Ellisの定理 [1]がある．その定
理の主張は，

「その確率過程に対する対数モーメント母関数の微分可能性は，その確率過程に対する大偏差原理が成り

立つための十分条件である」

である．しかし，対数モーメント母関数の微分可能性を証明することは一般には難しい．本講演では，オー

ダーが αの対称安定過程から生成される不連続な加法的汎関数の対数モーメント母関数がスペクトル関数

になることに注目して，スペクトル関数の微分可能性を示すことにより，Gärtner-Ellisの定理を用いて大
偏差原理を証明することを紹介する．M = (Px, Xt)をオーダーが αの対称安定過程とし，(E(α),D(E(α)))
をその Dirichlet形式とする．Rd × Rd \ 4上の正で有界対称な関数 F (x, y) を用いて，以下のような対称
形式を考える:

EθF (u, v) = E(α)(u, v)−
∫∫

Rd×Rd

u(x)v(y)
(
eθF (x,y) − 1

)
N(x, y)dxdy, θ ∈ R1

ここで，N(x, y) = K(d, α)|x− y|−d−α である．これは次のような Schrödinger型作用素

HθF f(x) =
1
2
(−∆)α/2f(x)−

∫

Rd

f(y)
(
eθF (x,y) − 1

)
N(x, y)dy

に関する 2次形式，つまり EθF (u, v) = (HθF u, v)L2 である．この Schrödinger型作用素のスペクトルのボ
トムによって，スペクトル関数 C(θ)を次のように定義する:

C(θ) = − inf
{
EθF (u, u) : u ∈ D(E(α)),

∫

Rd

u2dx = 1
}

.

以下では本論の仮定となる測度，関数の定義をする．まず測度の定義から始める．

定義 1 (1) 正の Radon測度 µに対して，µ ∈ K(Kato class)に属するとは，

lim
ε→0

sup
x∈Rd

∫

|x−y|≤ε

dµ(y)
|x− y|d−α

= 0

が成り立つときにいう．

(2) 測度 µ ∈ Kがクラス K∞ に属するとは，

lim
R→∞

sup
x∈Rd

∫

|y|≥R

dµ(y)
|x− y|d−α

= 0

が成り立つときにいう．

次に関数 F のクラスを定義する．
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定義 2 (1) Rd × Rd 上で正の Borel関数が有界対称であり，かつ任意の x ∈ Rd に対して F (x, x) = 0とな
る関数 F がクラス J∞ に属するとは，

µF :=
(∫

Rd

F (x, y)
|x− y|d+α

dy

)
dx ∈ K∞

であるときをいう．

(2) 関数 F ∈ J∞ がクラス A∞ に属するとは，任意の ε > 0に対し，ある Borel測度K で µF (K) < ∞と
なるものと，定数 δ > 0が存在して，すべての可測集合 B ⊂ K で µF (B) < δとなるものに対し，

sup
(x,w)∈Rd×Rd\4

∫∫

((K\B)×(K\B))c

G(y, z)F (x, y)G(z, w)
G(x,w)

1
|y − z|d+α

dzdy ≤ ε

が成り立つときにいう．

定理 1 d ≤ 2αであり，F ∈ A∞ ならば C(θ)は微分可能である．

F ∈ J∞ とする．そのとき，
At(F ) =

∑

0<s≤t

F (Xs−, Xs)

と定義し，これは F によって定義される加法的汎関数という．この加法的汎関数は tに関して不連続であ

る．この At(F )に対して，

f(θ) := lim
t→∞

1
t

log Ex[exp(θAt(F ))]

を（もしこの極限が存在するならば），At(F )に関する対数モーメント母関数という．最近，Takeda-Tawara[2]
によって，HθF に関する Lp 空間上の半群 pθF

t のスペクトルの下限が pに関して独立であることが示され

た．この事実を用いて，スペクトル関数 C(θ)と At(F )に関する対数モーメント母関数 f(θ)とが等しくな
ることがわかる．よって，定理 1と Gärtner-Ellisの定理よって，以下の定理を得る．

定理 2 d ≤ 2αと仮定する．F ∈ A∞ に対して，At(F )に関する大偏差原理が成立する，すなわち，
(i) 任意の閉集合K ⊂ R1 に対し，

lim sup
t→∞

1
t

log Px

(
At(F )

t
∈ K

)
≤ − inf

λ∈K
I(λ).

(ii) 任意の開集合 G ⊂ R1 に対し，

lim inf
t→∞

1
t

log Px

(
At(F )

t
∈ G

)
≥ − inf

λ∈G
I(λ)

ここで，I(λ)は C(θ)の Fenchel-Legendre変換: I(λ) = supθ∈R1{λθ − C(θ)} である．

例 1 K1,K2をRd (d ≤ 2α)の互いに素なコンパクト集合とする．F (x, y) = IK1(x)IK2(y)+ IK2(x)IK1(y)
のとき，At(F )は時刻 tまでに対称安定過程MがK1,K2 間をジャンプするその回数を表す．定理 2によ
り，この加法的汎関数の大偏差原理が得られる．
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