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1902年に Lebesgueが測度論を発表した後，1916年に Daniellは違った見方から積分論を構築していた．測度
から積分という道筋をたどる Lebesgueに対し，Daniellは始めから積分を構成したのである．すなわち，関数空
間とその上の正値線形汎関数から始める方法である．現在，Daniell積分と呼ばれるものには様々なバリエーショ
ンがあり，同じ名前の用語でも微妙な定義の違いがある．特別な状況で Lebesgue積分とDaniell積分は一致する
が，一般には互いに同値なものとは限らない．そこで，本報告では最初に我々が採用する方式を紹介し，いくつ

かの注意点を述べる．その後，応用としてRadon-Nikdymの定理，確率論への応用とその問題点について述べる．

定理 1. Hを Stone条件を満たす基本関数空間とする.
∫
, QをH上の 2つの Daniell積分とし，Qは

∫
に対し

て絶対連続とする. このとき，非負実数値関数束 〈h〉が存在し,

Q(f) =
∫

f〈h〉 (f ∈ H)

が成り立つ．

定理１の 〈h〉は, 基本関数 f に対し f〈h〉が ∫
可積分関数となるような関数束である．Stone条件とは，∀h ∈

H =⇒ h ∧ 1 ∈ H となることである．
ここで，Daniell積分論における絶対連続を定義し，関数束 〈h〉について説明しなければならない. 零集合は積

分の種類に依存することに注意する．積分が 2種類存在するような議論をするときには，Q零集合，
∫
零集合な

どのように区別することにする．

定義 1. Qが
∫
に対して絶対連続であるとは，任意の

∫
零集合が Q零集合となることである．

つぎに関数束 〈h〉の定義をする．まず，任意の ϕ ∈ H+ に対し，E := {ϕ > 0} の形の集合 E を基本可測集合

と呼ぶことにする．基本可測集合全体を E で表す．

定義 2. 局所可積分関数束 〈h〉 とは，任意の E ∈ E に対応させた Daniell可測関数 hE の集まりで，

(1)(∀hE ∈ 〈h〉)[hE = hEI(E)]
(2)(∀E ∈ E , ∀F ∈ E ; E ⊂ F )[hE = hF I(E) (a.e.)]
(3)(∀f ∈ H)(∀hE ∈ 〈h〉)[fhE が Daniell可積分関数になる.]
を満たすもののことである．

定義 3. 〈h〉を非負局所可積分関数束 (つまり任意の E に対し，hE >= 0) とする．任意の基本関数 k に対して

E = {k 6= 0}とおけば, E ∈ E となり,定義 2 (3)から，khE ∈ Lである．このkhEをk〈h〉で表し,
∫

k〈h〉 =
∫

khE

と決める．

もし 1 ∈ H+ならば, Ω ∈ E であり, Stone条件の下では σ-有限と同値になる．定義 2 (2)より任意の E ∈ E に
対して hE = hΩI(E) となるので，〈h〉を hΩ で代表させられる. しかし, 一般に 〈h〉を代表する単独の関数は存
在しない. ここで注意されたいのは，本報告における Radon-Nikodymの定理には σ-有限に対応する仮定がおか
れていないことである．しかし，Lebesgue積分論で同じように関数束の概念を導入しても解決することはできな
い．このように Lebesgue積分と Daniell積分には決定的な違いがある．
次に，確率論への応用であるが，Radon-Nikodymの定理を用いて，条件付期待値のDaniell積分での定式化に

ついて述べる．Daniell積分において確率論を論じると時の基本的な設定は，1 ∈ H,
∫

1 = 1である．最初の仮定
から，Hは Stone条件を満たし，σ-有限であることは明らかである．



本報告における Daniell積分の定義と記号，概略をまとめておく．
・H(基本関数空間): 線形空間かつ，∀h ∈ H =⇒ |h| ∈ H.∫

h (基本積分): 正値線形汎関数で，次の条件を満たす．hn ↘ 0 =⇒ ∫
hn → 0.

・H+: 基本関数の単調増加極限関数全体 (関数値は∞も許す)．∫
f = lim

∫
ϕn f ∈ H+, ϕn ∈ H.

・H+
int: f ∈ H+ s.t.

∫
f ∈ R.

・Z ⊂ Ωが零集合とは，ある f ∈ H+
int が存在し

∞I(Z) <= f

とできることである．

・M(可測関数空間): ∃hn ∈ H, hn → ϕ (a.e.) (関数値は∞も許す)．
・L+: ϕ = f − g (a.e.) f ∈ H+, g ∈ H+

int.∫
ϕ =

∫
f − ∫

g.
・L(可積分関数空間): ϕ = f − g (a.e.) f, g ∈ H+

int.∫
ϕ =

∫
f − ∫

g.
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