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はじめに

城崎新人セミナーは，第 1回から第 10回までは京都大学 GCOE 「数学のトップリーダーの育

成 — コア研究の深化と新領域の開拓」における事業の一環として，また今年度は第 11回と同様

に，先生方の科学研究費の援助を受け，第 12回目を迎えることができました．本セミナーは，数

学の様々な分野を専門としている大学院生および研究者が分野の垣根を越えて議論や交流を行うこ

とにより視野を広げ，研究を発展させることを目的としてきました．

第 12回目を迎えた本セミナーは，招待講演者 5名の先生方を含め，計 44名の参加のもと，2015

年 2月 16日から 2月 20日までの期間に行われました．招待講演者の加藤毅先生（京都大学），蒲

谷祐一先生（京都大学），岸本展先生（京都大学），田中視英子先生（東京理科大学），野坂武史先

生（九州大学）には，それぞれの専門分野について，初歩的な所から最先端に至るまでを丁寧に説

明して頂き，また参加者全員にも，自身の結果について，講演またはポスター発表をして頂きまし

た．我々運営委員の配慮が至らない場面も多々ございましたが，分野の垣根を越えた交流という当

セミナーの目的も概ね達成され，有意義なセミナーにすることができたと感じております．

また，本セミナーで例年お世話になっているつたや旅館さんにも色々と助けて頂きました．特

に，つたや旅館の川口さんにはこの上ない程に協力して下さいました．川口さんの協力なしでは滞

りなくセミナーを開催することはできなかったと感じております．この場を借りて，深謝の意を表

したいと思います．

当セミナーの参加者がこれを機に互いにより交流を深め，日本の数学の発展に寄与していくこと

を切に願っております．

第 12回城崎新人セミナー運営委員長 宇田 智紀

同運営委員 跡部 発

石川 勲

佐野 めぐみ

望月 厚志

森 亜貴
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３次元双曲幾何学について

蒲谷 祐一 ∗

京都大学大学院理学研究科，2015年 2月

1 序

城崎の講演では３次元双曲多様体が具体的に構成できる事を中心に解説した．続いて多くの３次

元多様体に双曲構造が入る事の理論的な背景，双曲化定理（Hyperbolization Theorem）について

話し，最後に有限被覆に関する１次のホモロジーの振る舞いについて最近の話題を紹介した．この

報告集ではあまり解説できなかった後者２つと関連した話題について述べる．

2 ３次元双曲多様体

2.1 双曲幾何から

上半空間を H3 = {(x, y, t) | t > 0} で定義する．計量を (dx2 + dy2 + dt2)/t2 で定めると，

これは完備かつ断面曲率が −1 で一定である事がわかる．単連結でこのような性質を満たすリー

マン多様体は等長を除いて一意である事が知られている．また H3 の向きを保つ等長変換群は

PSL(2,C) = SL(2,C)/{±1} と同型である事がわかる．
以下，多様体は向き付け可能な物のみを考える．完備かつ断面曲率が −1 で一定であるリーマ

ン多様体を双曲多様体という．M を３次元の双曲多様体とすると，その普遍被覆は単連結なので

H3 と等長になる．よって離散部分群 Γ < PSL(2,C) を用いて M = Γ\H3 と表される．ここで基

本群 π1(M) は Γ と同型になる．

本稿では計量から定まる体積が有限となる物のみを扱うことにする．３次元の場合，この条件か

ら双曲多様体は閉多様体か境界がトーラス（S1 × S1）からなるコンパクト多様体の内部に同相で

ある事がわかる．（境界のトーラスに対応したエンドはカスプと呼ばれる．）以降，３次元多様体と

言えば，向き付け可能，コンパクト，境界はあるとすれば各成分がトーラスである物とする．その

ような多様体の内部に双曲計量が入るとき，それも単に双曲多様体と言う事にする．

定理 (Mostow 剛性). ３次元双曲多様体 M1, M2 は，π1(M1) ∼= π1(M2) なら等長．

よって双曲計量は存在すれば位相構造から一意に決まる．

∗kabaya@math.kyoto-u.ac.jp, 本稿の作成に関し科研費（課題番号：23244005）の援助を感謝する．
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2.2 双曲化定理

M を３次元多様体とする．M に埋め込まれた球面が必ず３次元球体の境界となるときM は既

約であるという．π1(M) の Z2 に同型な部分群が，必ず境界の基本群の部分群に共役となるなら，

M はアトロイダル 1 であるという．但し M はソリッドトーラス（D2 × S1），トーラスまたはク

ラインボトル上の区間バンドルではないとする．双曲多様体は既約，アトロイダル，基本群が無限

である事がわかる．驚くべき事にこの逆が成り立つ．

定理 (双曲化定理). 既約，アトロイダルかつ基本群が無限である３次元多様体は双曲多様体である．

この定理はハーケン多様体の場合（例えば境界付きの場合）に Thurston により示された [Thu]．

証明の過程で開発された概念や手法はクライン群論，タイヒミュラー空間論，曲面のトポロジー，

３次元多様体論，結び目理論といった分野に大きな影響を与えた．一般の場合は Perelman による．

3 結び目の判定

円周 S1 の３次元球面 S3 への埋め込みのアイソトピー類を結び目という．S1 の近傍を S3 か

ら取り除く事で，トーラスを境界とする３次元多様体が得られる．これを結び目の補空間という．

これは前節で出てきたハーケン多様体になっている．ハーケン多様体に関して次の事実がある．

定理 ([Hak], [Hem], [Mat]). 2 ２つのハーケン多様体が同相であるか判定するアルゴリズムがある．

とくに２つの結び目が同じかどうか判定する事ができる．しかし，このアルゴリズムは非常に時

間がかかる物なので現実的には実行不可能である．一方でいつでも判定できる保証はないが，う

まくいけば非常に速く厳密に結び目が同じかどうか判定してくれる方法がある．城崎で紹介した

SnapPy [CDW] である．これは Epstein-Penner [EP] による標準分割（canonical decomposition,

Euclidean decomposition）の理論に基づく．

3.1 SnapPyによる判定

M を境界付き（カスプ付き）の３次元双曲多様体とする．このとき，双曲構造から標準分割と

いう多面体分割が一意に定まる．Mostow 剛性と標準分割の一意性から，

２つの３次元双曲多様体が同相 ⇒ それらは等長 ⇒ それらの標準分割が組み合わせ的に同じ

が従う．逆に標準分割が同じならそれは同相を与えるので，標準分割の情報はカスプ付き双曲３次

元多様体の完全な位相不変量と言える．多面体の面の貼り合わせ方は有限通りしかない事から，標

準分割が組み合わせ的に同じかどうかは厳密に判定できる．よって与えられた２つの双曲３次元多

様体の標準分割が分かれば，それらが同相かそうでないかが完全に判定できる．

SnapPy は標準分割を求める際に tilt と呼ばれる量 [Wee] を用いる．この tilt は数値計算で求

めるので誤差があり得る．よって SnapPy の求めた標準分割が本当に標準分割かどうかは注意を

要する．しかしそれが本当の標準分割でないとしても（さらに考えている多様体が双曲多様体でな

1Homotopically atoroidal と言われる．埋め込まれたトーラス T 2 で π1(T 2) → π1(M) が単射なら，それは境界に
アイソトピックであるとする定義（geometrically atoroidal）もある．この定義だといくつかのザイフェルト多様体が除
けないので定理の記述が変わってくる．

2 この定理や他の様々な結果と合わせて幾何化定理から “与えられた２つの閉３次元多様体が同相かどうか判定するア
ルゴリズムの存在” が従う事を注意しておく．[BB+, §1.4] と [AFW] を参照．
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かったとしても），与えられた２つの多様体がこの多面体分割に関して組み合わせ的に同じなら，

それらは厳密に同相であることになる．

もう一度注意しておくと SanpPy が与えられた２つの３次元多様体が同相と答えを出したなら，

それは途中の数値計算に誤差があろうととなかろうとそれは厳密に正しい．一方で SnapPy が同

相でないと言ったからといって，必ずしもそれが正しいとは限らない．実際 SnapPy で数え上げ

たカスプ付き双曲多様体のリストで重複が見つかっている [Bur]．

このようにいつでも同相かどうか判定できる保証はないのだが，大抵の場合 SnapPyによる判

定はうまくいく．同相でない事も別の議論を援用すれば厳密に証明できる事が多い．例えば 16交

点以下の素な結び目のリスト（1,701,936個）の作成に成功している [HTW]．そもそも結び目の補

空間が双曲多様体でないと話が始まらないのだが，双曲化定理によりほとんどの場合双曲多様体で

あることになる．これは特筆すべき点であると思う．

3.2 自明な結び目の判定

結び目の判定の特別な場合として，与えられた結び目が自明かどうか判定する問題が考えられる．

これに関して近年面白い研究が続いている．Kuperberg [Kup] の generalized Riemann hypothesis

を仮定した “Knottedness is in NP” と，Lackenby [Lac] による自明なダイアグラムまでに必要な

Reidemeister 移動の回数の上界（交点数の多項式で与えられる）である．

一方 SnapPy は結び目の補空間の基本群の表示を計算してくれるが，自明な結び目の（複雑な）

ダイアグラムを入力すると大体 Z の自明な表示を返す．Dehnの補題により結び目が自明である

事と補空間の基本群が Z である事は同値なので，これで自明な結び目の判定が出来てしまう．こ
れもいつでもうまくいく理論的な保証はないが，非常に速く自明な結び目を判定してくれる．

4 １次ホモロジーの増大度

最近の３次元多様体論の事件として virtual Haken 予想（[Thu] の問題 15∼18 を含む）の解

決がある．関連した予想の形で言うと次のようになる．多様体 M の１次ベッチ数を b1(M) =

dimQ H1(M ;Q)で定義する．

定理 (Agol [Ago]). M を閉双曲３次元多様体とする．このとき b1(M
′) > 0 となる有限被覆

M ′ → M が存在する．さらに b1(M
′) がいくらでも大きな数になるような M ′ がとれる．

この予想の解決に前後して有限被覆を取った時の b1(M) や，より一般に H1(M ;Z) の振る舞い
について様々な研究があった．この節でいくつかを紹介する．以下閉多様体のみを考える．

M を閉双曲３次元多様体とする．M は PSL(2,C) の離散部分群 Γ を用いて M = Γ\H3 と表

される．このとき部分群の列 Γ > Γ1 > Γ2 > · · · で

(1) [Γ : Γn] < ∞, (2)
∩

n≥1 Γn = {1}

を満たす物が存在する．（このような性質を満たす群 Γ を residually finite であると言う．）ここで

Mn = Γn\H3 とすればMn → M は写像度が [Γ : Γn] の被覆写像となる．よって Mn も閉双曲３

次元多様体となる．Agol の定理から b1 がいくらでも大きい有限被覆がとれるのだが，一方で次の

ような例がある．

定理 ([BE], [CD]). (1), (2) を満たす部分群の列で全ての n について b1(Mn) = 0となる物が存在．
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(1)のみを満たす部分群の列で b1(Mn) = 0を満たす物は [BBW]で見つけられていた．H1(Mn;Z)
は π1(Mn) のアーベル化に同型なので，b1(Mn) = 0 は π1(Mn) ∼= Γn のアーベル化が有限である

事と同値である事を注意しておく．

この問題は次のように幾何学的に定式化できる．M をリーマン多様体，R を正の実数とする．

injx(M) = sup{r | x での r-ball が埋め込み }, inj(M) = inf
x∈M

{injx(M)}

thinR(M) = {x ∈ M | injx(M) < R}

inj(M) は単射半径，thinR(M) は thin part と呼ばれる．ここで inj(M) > R なら thinR(M) = ∅
である事がわかる．M が閉双曲３次元多様体の場合，R が十分小さければ thinR(M) は短い閉測

地線の近傍からなる事が知られている（Margulisの補題）．

問題 (Cooper (Kirby’s list 3.58)). b1(Mn) = 0 となる閉双曲３次元多様体の列 {Mn} で inj(Mn)

がいくらでも大きくなる物が存在するか？

ここで Mn はある多様体の被覆から得られると特に仮定していない事を注意しておく．部分群

の列が上の (2)をみたせば，任意の R > 0 に対し十分大きな n を取れば inj(Mn) > R とできるの

で，定理 ([BE], [CD]) はこの問題に肯定的な解答を与える．b1(Mn) = 0 の条件を H1(Mn;Z) = 0

に替えると未解決であるらしいが [BD]，次の事が示されている．

定理 (Brock-Dunfield [BD]). 任意の R > 0 に対し, H1(Mn;Z) = 0 となる双曲３次元多様体の列

{Mn} で lim
n→∞

vol(thinR(Mn))

vol(Mn)
= 0 となる物が存在．

逆に閉３次元双曲多様体の列 {Mn} が lim
n→∞

vol(thinR(Mn))

vol(Mn)
= 0 を満たす時，{Mn} は H3 に

Benjamini-Schramm 収束すると言う [AB+]．

定理 (ABBGNRS [AB+]). 閉双曲３次元多様体の列 {Mn} が H3 に Benjamini-Schramm-収束す

るなら lim
n→∞

b1(Mn)

vol(Mn)
= 0.

これらはもっと一般の Lie 群の cocompact lattice に関する定理で，対応する対称空間の L2-

ベッチ数に収束する事を示している．

一方で |H1(Mn;Z)tor| の増大度に関する研究もある [Le]．また数論の方でも最近，数論的離散

部分群のホモロジーのトーションに興味が持たれているようである（例えば [CV]，約 250ページ）．

最後に良く耳にする予想を挙げておく．

予想 (Bergeron-Venkatesh [BV]). Γ < PSL(2,C) を数論的部分群とする．有限指数部分群の列

Γ > Γ1 > · · · で
∩

n≥1 Γn = {1}を満たすものとする．このとき lim
n→∞

log |H1(Γn\H3;Z)tor|
vol(Γn\H3)

=
1

6π
.
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Some topics on nonlinear dispersive equations on the
torus

岸本 展 ∗ (京都大学数理解析研究所，2015年 2月)

1. イントロ
本稿では時間発展を伴う非線形な偏微分方程式のなかで分散型と呼ばれるクラスのも
のに焦点を当て，初期値問題の一意可解性などについて考える．非線形分散型方程式
の代表的なものとしては，量子力学や非線形光学等で現れる非線形Schrödinger方程
式(略してNLS)：{

∂tu = i∆u + |u|2u, u = u(t, x) : [0, T ] × Xd → C,
u(0, ·) = φ(·), φ = φ(x) : Xd → C

や，水深の浅い場所での波の伝播のモデルとされるKdV方程式が挙げられる．ここで d
は空間次元，Xdは空間変数の動く領域を表し，本稿ではXdとしてEuclid空間Rdまた
は d次元トーラスTd := Rd/2πZdを主に考える．矩形領域 [0, a1]× [0, a2]× · · · × [0, ad]
で各変数について周期境界条件を課した初期値・境界値問題は，適当にスケール変換
することによりトーラス上の初期値問題とみなせる．∆ :=

∑d
j=1 ∂2

xj
は d次元 Laplace

作用素を表し，∂t = ∂
∂t

, ∂x1 = ∂
∂x1
等と略記する．

このような設定では Fourier解析により具体的な計算ができるので多くの研究がな
されている．とりわけトーラス上の問題は数値シミュレーションの観点からも重要な
意味を持つだけでなく，Fourier変換すると離散変数（Fourier級数）となり計算がしや
すい．その反面，トーラスのようにコンパクトな空間では分散型方程式の特性である “
分散性による平滑化効果”が制限されるため，一般に全空間Rd上の問題とは異なる様
相を呈する．特に，その解析において（初等）整数論あるいは組合せ論分野の事実を
援用する必要が自然に生じる点は全空間の場合と大きく異なる．
本稿では，著者が今までに出会った偏微分方程式の解析における数論的な側面につ

いていくつか紹介したい．数論といっても著者が理解できる程度の初等的なものであ
り，使う事実のほとんどは [11]に載っている．保型形式や数論幾何など現代的な難し
い理論は全く用いないが，これらが偏微分方程式の研究に役立つのであればそれはま
た非常に興味深い．
さて，Rd, Td上の問題は関数解析的手法によりある程度統一的に扱うことができ

る．例としてNLS: ∂tu = i∆u + |u|2uで空間領域が 1次元トーラス（円周）の場合を
考える．u(t, x) =

∑
n∈Z ûn(t)einx, φ(x) =

∑
n∈Z φ̂ne

inxと Fourier級数展開して代入し，
einxの係数を比較すると，

∂tûn(t) = −in2ûn(t) +
∑

n=k−l+m

ûk(t)ûl(t)ûm(t), ûn(0) = φ̂n (n ∈ Z)

という常微分方程式となる．なお，右辺の和は k, l,m ∈ Zで n = k − l + mをみたす
もの全体についての和を意味する．右辺第 2項を外力項と見てこれを解くと，

ûn(t) = e−in2tφ̂n + e−in2t

∫ t

0

ein2t′
∑

n=k−l+m

ûk(t
′)ûl(t′)ûm(t′) dt′ (n ∈ Z)

という ûに関する積分方程式が得られる．これだけでは右辺にも未知関数 ûが含まれ
るが，右辺第 2項をN(û, û, û)n(t)と書き，û

(1)
n (t) := e−in2tφ̂n,

û(m)
n (t) :=

∑
m1+m2+m3=m

N(û(m1), û(m2), û(m3))n(t) (m = 3, 5, 7, · · · )
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とおくと，形式的には û(t) :=
∑

m û(m)(t)が解となる（Picardの逐次近似法）．
あとはこの和が収束することを示せばよい．そのためには，N(û, û, û)による非線

形効果がそれほど大きくないことを確かめる必要があるから，関数の大きさを測る枠
組（関数空間）を適切に設定し，それを用いて非線形項を制御するための評価式を示
すことになる．なお，この論法による副産物として解の一意性・初期値に対する滑ら
かな依存性も得られることが多い．解の一意存在及び初期値への連続依存性（+α）と
いった性質をまとめて初期値問題の適切性という．
関数空間としては以下のノルムで定義される Lebesgue空間 Lp (1 ≤ p ≤ ∞)や

Sobolev空間 Hs (s ∈ R)が典型例である．周期関数u : Td → C, u(x) =
∑

n∈Zd ûnein·x

の場合の定義を述べると，

‖u‖Lp :=


( ∫

Td

|u(x)|p dx
)1/p

if p 6= ∞,

ess.sup
x∈Td

|u(x)| if p = ∞,
‖u‖Hs :=

(
2π

∑
n∈Zd

(1+|n|2)s|ûn|2
)1/2

.

ここで，Parsevalの等式 ‖u‖L2 =
(
2π

∑
n∈Zd |ûn|2

)1/2よりL2 = H0である．またHsに
おいて指数 sは関数の滑らかさを表しており，sが大きいほどHsノルムの値は大きく
空間としては狭くなる．
これらのノルムを用いた非線形評価式は，考える空間領域が全空間Rdの場合には，

分散型方程式の特性（いわゆる分散評価式や局所平滑化評価式など）を用いて純粋に解
析的手法で示されることが多い．これに対し，トーラスTdなどのコンパクトな領域の
場合は一般に分散性による平滑化が不十分で，別のアイデアが必要となる．特にトー
ラスの場合は数論的考察を用いた直接的な計算がしばしば有効となるのである．以下
の 2つの節でNLSを例にとって説明する．

2. 非線形Schrödinger方程式とStrichartz評価式
まず全空間Rdの場合を考える．v(t, x)を線形 Schrödinger方程式 ∂tv = i∆vの解とす
ると，Fourier空間・物理空間における解の表示式から次の重要な L2保存則および分
散評価式が従う：

‖v(t)‖L2
x(Rd) = ‖v(0)‖L2

x(Rd), ‖v(t)‖L∞
x (Rd) ≤ C|t|−d/2‖v(0)‖L1

x(Rd).

この 2つの式より，解の全体量（L2ノルム）は一定であるのに対しピークの高さ（L∞

ノルム）は時間とともに低くなることがわかる．これは，解の空間分布が時間ととも
に遠方へ分散して平らになっていくことを意味し，分散型 (dispersive)という名前の由
来となっている．一方，これらの（不）等式から関数解析・実解析の手法を用いて次
の Strichartz評価式が示される：w(t, x)を非斉次線形方程式 ∂tw = i∆w + F の解と
すると，ある条件をみたす指数の組 (q, r)（admissible pairと呼ばれる）に対して∥∥w

∥∥
Lq

t (R;Lr
x(Rd))

≤ C
(∥∥w(0)

∥∥
L2

x(Rd)
+

∥∥F
∥∥

L
q/(q−1)
t (R;L

r/(r−1)
x (Rd))

)
.

Strichartz評価式は分散型方程式を特徴づける重要な帰結の一つであり，現在も盛ん
に研究されている．上記の Rd上の Schrödinger方程式に対する評価は Strichartz[18],
Ginibre-Velo[10], Yajima[21], Cazenave-Weissler[5], Keel-Tao[14]らによる．

Strichartz評価式を用いて非線形方程式の初期値問題を解くことができる．例えば
R2上の場合には (q, r) = (4, 4)が admissible pairとなり，対応する L4-Strichartz評価
式と Hölderの不等式を組み合わせることで方程式の非線形効果を制御できて，初期
値 φ ∈ L2(R2)に対する適切性が示せる (Tsutsumi[20], Cazenave-Weissler[6])．一方で
s < 0に対してHs(R2)の初期値を考えるとき, NLSの初期値問題は連続な解写像をも
たず，従って非適切であることがわかっている (Christ et al.[7], Iwabuchi-Ogawa[13])．
つまり，「初期値空間として Sobolev空間Hsを考えた場合，どれだけ小さい sに対して



適切性が成り立つか」という Low regularity problemの観点からは，L2（s = 0）にお
ける結果が最良となる．
次に，NLSの初期値問題をトーラスのようなコンパクトな空間上で考えてみる．この

とき，L2保存則は同様に成立するものの，定数関数は常に線形方程式のL1に属する解と
なるから，Rdの場合のような分散評価式は成り立たないことがわかる．従ってStrichartz
評価式を全空間の場合と同じように証明することはできず，実際 2次元トーラス上の
線形解に対するL4-Strichartz評価式には反例が知られている (Takaoka-Tzvetkov[19])．
そこで，以下のような微分の損失がある 2次元 L4-Strichartz評価式を考える：∥∥v

∥∥
L4

t ([0,1];L4
x(M))

≤ C
∥∥v(0)

∥∥
Hσ(M)

(†)

ここではM は一般に，境界をもたないコンパクトな 2次元 Riemann多様体としてお
く．vはM 上の線形 Schrödinger方程式の解で，一般に σ > 0である．微分の損失が
ない（右辺がL2の）場合と区別してこれを「Strichartz型評価式」と呼ぶことにする．

M が T2の場合に σ ≤ 0では (†)が成立しないことを述べたが，実は σ > 0では成
立する (Bourgain[1])．（証明の概略を次節で述べる．）一般のM についても σ > 1

4
で成

立することがわかっており，また σ < 0では反例があるが，与えられた多様体M に対
して (†)が成り立つ σの範囲を完全に決定することは非常に難しい．例えば球面 S2の
場合でも，(†)は σ > 1

8
で成立，σ < 1

8
で反例が知られているが，σ = 1

8
ではよくわかっ

ていない．S2や一般のM の場合についてはBurq-Gérard-Tzvetkov[3, 4]等を参照．
一方，一般論により (†)（+α）からH2σ(M)における NLSの初期値問題の適切性

が示せる ([4])．例えば T2の場合には任意の s > 0に対して初期値問題はHs(T2)で適
切となる．s < 0では全空間と同じく非適切性を示せる ([8])．しかし L2(T2)における
適切性は，L4-Strichartz評価式の破綻だけでは否定することもできず，肯定的な解決
もまた非常に難しいように思える．この問題について，次の部分的結果を得た：

定理 1 (K.[15])　 NLS on T2に対して，十分滑らかな初期値 u0から（一意な）解 u

への写像は，L2(T2)からC([0, T ]; L2(T2))への，原点近傍でC3級であるような写像に
連続に拡張することができない．

定理 1の系として，「逐次近似法ではL2(T2)における適切性を示せない」ことがわか
る．（全空間R2の場合には逐次近似で解けて，解写像L2 3 u0 7→ u ∈ C(L2)は原点近傍
でC∞級であった．）しかしながら，実際 L2(T2)で適切かどうかは全く未解決である．

3. T2上のStrichartz型評価式と格子点の数え上げ
T2上のL4-Strichartz型評価式：　 ∂tv = i∆v, σ > 0 ⇒ ‖v‖L4

t,x(T×T2) ≤ C‖v(0)‖Hσ(T2)

の証明を概観する（詳細は [15]参照）．実際には，ある τ ∈ (0, σ)があって，N =
1, 2, 4, 8, . . . に対し波数を Z2

N := Z2 ∩ [−N,N ]2に制限した初期値 v(0)をもつ線形解
v(t)が ‖v‖L4

t,x(T×T2) ≤ CN τ‖v(0)‖L2(T2)をみたすことを示せば十分である．一方，初期

値 v(0) =
∑

n∈Z2
N

anein·xに対する線形解の具体的な表示 v(t) =
∑

n∈Z2
N

ane
in·x−i|n|2tに

注意すれば，Parsevalの等式とCauchy-Schwarzの不等式より

‖v‖2
L4(T×T2) ≤ C‖v(0)‖2

L2(T2) sup
(m,n)∈Z4N2×Z2

2N

#A(m,n)1/2,

A(m,n) :=
{

(n′, n′′) ∈ (Z2
N)2

∣∣ n′ + n′′ = n, −|n′|2 − |n′′|2 = m
}

と評価でき，Strichartz型評価式は#A(m,n)の評価に帰着される．さらに簡単な考察で
sup

(m,n)∈Z4N2×Z2
2N

#A(m,n) ≤ sup
(m,n)∈Z4N2×Z2

2N

#
{

l ∈ Z2
2N

∣∣ |l − n|2 = −2m − |n|2
}

≤ sup
0≤R≤16N2

#
{

l ∈ Z2
∣∣ |l|2 = R

}
がわかり，この右辺をCN4τ で評価できればよい．



このように，トーラス上の評価式の証明は，いくつかの（不）等式をみたす波数（格
子点）の組がどのくらいあるかを評価するという組合せ論の問題にしばしば帰着され
る．今の場合，Strichartz型評価式の証明は次の初等整数論の結果を適用して完結する：

#
{

l ∈ Z2
∣∣ |l|2 = R

}
= O(R1/ log log R) = O(Rε) as R → ∞, ∀ε > 0.

4. Irrational torusの場合
T2のかわりにT2

γ := R2/(2πZ×2πγZ), 0 < γ 6∈ Qを考えると問題は一気に複雑化する．
このような irrational torusを扱った研究はBourgain[2]に始まり，最近になっていろ
いろな方程式を題材に増えつつある．前節とほぼ同様にして，この場合のL4-Strichartz
型評価式 (†)は次の不等式に帰着される：

sup
0≤R≤cN2

#
{

l ∈ Z2
γ

∣∣ R ≤ |l|2 < R + 1
}
≤ CN4τ for some τ < σ.

ここで Z2
γ := Z × 1

γ
Zは T2

γ に対応する波数格子である．γ = 1あるいは γ ∈ Qならこ
の評価は τ > 0で正しいが，一般の無理数 γでは，上式が成り立つ τ の範囲として現
在知られている最良のものは τ > 131

832
である (Huxley[12])．特に，T2

γ上のNLSの初期
値問題はHs, s > 131

416
で成り立つ (Demirbas[9])．

しかし，s > 131
416
という下限が最良のものとはとても思えない．実際，これらの結

果はすべての γについて等しく成り立つものであるが，γに応じて下限が変わる，特
に無理数 γがある意味で「有理数に近ければ」，下限も有理数の場合の s > 0に近づ
くと考えるのは自然であろう．無理数の有理数からの「近さ」を測る尺度の一つとし
てDiophantus条件があり，KdV方程式のシステムに対する Oh[17]の結果のように
実際にこの条件によって指数 sの下限が規定される例もあるので，Schrödinger方程式
の L4-Strichartz型評価式についても関係しているのではないかと予想される．
今度は逆に，L4-Strichartz型評価式 (†)に反例があるかどうかを考えてみる．σ < 0

の場合の反例は簡単であるが，γが無理数の場合には σ ∈ [0, 131
832

]で成り立つかどうか
が未解決であった．これに対し，γがある程度「有理数に近ければ」有理数の場合と同
様に σ = 0で反例が存在することを示すことができた：

定理 2 (K.[15])　 γが次の条件 (∗)をみたすとき，(†)は σ = 0で成り立たない．また，
定理 1と同様の主張が成り立つ．

∀ε > 0, ∃ p, q ∈ N s.t. |p2 − γ2q2| < ε. (∗)

定理に現れる条件 (∗)は無理数 γの連分数展開と関係している．実際，無理数 γの
（分子が 1の）連分数展開の分母に現れる自然数列を {aj}∞j=1とすると，(∗)が成り立つ
ことと {aj}が非有界であることは同値である．この特徴づけを用いると次が言える：
(i) Lebesgue測度に関してほとんどすべてのγ > 0は (∗)をみたす．(ii)

√
2や 1+

√
5

2
等の

2次の代数的無理数は {aj}のある部分より先が周期的になることが知られており，従っ
て (∗)をみたさない. (iii) 与えられた無理数 γが (∗)をみたすかどうか判定するのは一
般には困難．例えば πの連分数展開では分母に 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, · · · が現れ，この
数列が有界かどうかはわかっていない．

5. 回転流体の方程式における非線形共鳴
最後に流体の運動の方程式で現れる問題を紹介する．本節の内容は T. Yoneda氏との
共同研究 [16]に基づいており，詳細はYamada-Yoneda[22]および [16]を参照．
惑星の大気など，回転する 3次元球体にはりついた非圧縮性流体（簡単のため非粘

性とする）を考え，Coriolis力を緯度の 1次関数と仮定して接平面上の 2次元流で近似
（β-平面近似）し，さらに流れ関数を導入して渦度 ω(t)の時間発展を考えると，その
Fourier係数 ω̂n(t)のみたす方程式は

∂tω̂n(t) = iβ
n1

|n|2
ω̂n(t) + c

∑
n=k+l

k1l2 − k2l1
|l|2

ω̂k(t)ω̂l(t)
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となり，Coriolis力に起因する右辺第 1項により分散性が生じる．一般に分散型方程式
の非線形相互作用においては，非線形部分の振動の波数が線形解の波数と一致する共
鳴状態にある波数間の相互作用の寄与が大きいと考えられている．そこで，対応する
線形方程式の平面波解 ω(t, x, y) = c exp

(
iβ n1

|n|2 t
)
ei(n1x+n2y)（Rossby波）を考えると，

波数 k, l ∈ Z2に対するRossby波が共鳴状態となるための条件は以下で与えられる：

n = k + l,
n1

|n|2
=

k1

|k|2
+

l1
|l|2

. ([)

ところで，この方程式を数値的に解くと木星の表面の縞のようなZonal flowに似
たパターンが現れることが知られている．このような解は東西方向には定数に近いこ
とから，そのエネルギーの大部分が波数空間で縦軸の近く n ∼ (0, n2)に集中している
と考えられる．一方，共鳴状態 ([)となる波数 k, lが存在するような波数 nを再び数値
計算によりプロットすると確かに横軸より縦軸の近くに多く分布しており，Rossby波
の非線形相互作用が Zonal flowを引き起こす要因の一つであることが示唆される．
そこで，このような「共鳴波数分布の非等方性」を理論的に証明することが意味を

持つ．これは条件式 ([)が定める代数曲面上の格子点の分布を調べる問題であり，一般
には非常に困難であろう．[16]では関係式が退化した特別な場合を考え，次を示した：

定理 3　 n2 = 0となる（「非自明」な）共鳴波数 n = (n1, n2) ∈ Z2は存在しない．
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1 序

本講演では (p, q)-Laplacian の固有値問題に付随した (正値)解の存在と非存在について最近得

られた結果について紹介する. 具体的には, 以下のような (p, q)-Laplace 方程式を考える:

(GEV ;α, β)

{
−∆pu−∆qu = α|u|p−2u+ β|u|q−2u in Ω,

u = 0 on ∂Ω.

ここで, ∆ru := div
(
|∇u|r−2∇u

)
, 1 < q < p < ∞, α, β ∈ R, Ω は RN 内の有界領域で, 境界 ∂Ω

は C2 級とする.

定義 1. u ∈ W 1,p
0 (Ω) が (GEV ;α, β) の解であるとは, 任意の φ ∈ W 1,p

0 (Ω) に対して∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx+

∫
Ω

|∇u|q−2∇u∇φdx =

∫
Ω

(α|u|p−2u+ β|u|q−2u)φdx

が成り立つこととする.

まず, −∆r (1 < r < ∞) の第一固有値について簡単に紹介する. 方程式

(WEV ; r, λ)

{
−∆ru = λmr(x)|u|r−2u in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

が非自明解 u (固有関数) をもつとき, λ ∈ R は −∆r の重み mr 付きの固有値であるという. また

重みが付かないとき (mr ≡ 1), すなわち, 方程式

(EV ; r, λ)

{
−∆ru = λ|u|r−2u in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

が非自明解 u (固有関数) をもつとき, λ ∈ R は −∆r の固有値であると呼ばれる.

ここで Ar(t) := |t|r−2 とおくと, (EV ; r, λ) は

−div (Ar(|∇u|)∇u) = λAr(u)u in Ω, u = 0 on ∂Ω,

∗tanaka@ma.kagu.tus.ac.jp
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と書き換えることができる. さらにAp,q(t) := Ap(t)+Aq(t) = |t|p−2+ |t|q−2 とおくと, λ = α = β

という特別の場合に方程式 (GEV ;λ, λ) は

−div (Ap,q(|∇u|)∇u) = λAp,q(u)u in Ω, u = 0 on ∂Ω,

と書き換えることができ, 通常の固有値問題に現れる方程式と同じ形式を持つことがわかる. この

意味で (GEV ;α, α) の非自明解を探すことは −∆p −∆q の一般化された固有値を求めることと考

えられる. また, 通常の −∆r の固有値は第一固有値 (最小の固有値)以外には符号一定の固有関数

を持たないことが知られている. この意味で (GEV ;α, α) の正値解を調べることは −∆p −∆q の

第一固有値のようなものを考察することに対応していると思われる.

最近, (p, q)-Laplace 方程式についての研究が活発に行われているが, 固有値問題に関する結果は

少ない. Motreanu 氏との共同研究 ([3]) において以下の方程式の正値解の存在と非存在について

扱った: {
−∆pu−∆qu = λ(mp(x)|u|p−2u+mq(x)|u|q−2u) in Ω,

u = 0 on ∂Ω.
(1)

ここで mp,mq ∈ L∞(Ω) は {x ∈ Ω : mr(x) > 0} (r = p, q) のルベーグ測度がゼロでない重みで

ある. mp ≡ 0 または mq ≡ 0 の場合には [4] や [5] にて符号変化解についても考察されている. さ

らに, [2] では一次元で重み無しの場合に対して p, q と区間の長さ (の半分) L に応じて以下の方程

式について, 少なくとも５種類の正値解の分岐図が現れることを示した:{
(|u′|p−2u′)′ + (|u′|q−2u′)′ + λ(|u|p−2u+ |u|q−2u) = 0 in (−L,L),

u(−L) = u(L) = 0.

2 レイリー商

よく知られているように, −∆r (1 < r < ∞) の第一固有値 λ1(r,mr) (重み mr 付き), λ1(r) (重

みなし) は以下のレイリー商の下限 (最小値)として得られる.

λ1(r,mr) := inf

{ ∫
Ω
|∇u|r dx∫

Ω
mr|u|r dx

; u ∈ W 1,r
0 (Ω),

∫
Ω

mr|u|r dx > 0

}
,

λ1(r) := inf

{∫
Ω
|∇u|r dx∫

Ω
|u|r dx

; u ∈ W 1,r
0 (Ω) \ {0}

}
. (2)

また, 上の下限は正値解 φr(mr) ∈ C1
0 (Ω) (重み付き), φr ∈ C1

0 (Ω) (重みなし) によって達成され,

定数倍を除いては一意的である (すなわち, 第一固有値は単純である).

一方, −∆p −∆q のレイリー商の最小化については以下のような結果が得られている.

命題 2 ([3]).

Φ(u) :=
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇u|q dx, Ψ(u) :=
1

p

∫
Ω

mp|u|p dx+
1

q

∫
Ω

mq|u|q dx

に対して

λ := inf

{
Φ(u)

Ψ(u)
; u ∈ W 1,p

0 (Ω), Ψ(u) > 0

}
(3)

とおく. このとき,

λ = min{λ1(p,mp), λ1(q,mq)}
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が成り立つ. さらに以下の (i) または (ii) が成り立つならば, (3) の下限は達成されない:

(i) λ1(p,mp) ̸= λ1(q,mq); (ii) φp(mp) ̸= tφq(mq) for all t > 0.

注意 3. 上の (i) と (ii) が共に成り立たない場合, すなわち

λ1(p,mp) = λ1(q,mq) かつ ∃t > 0 : φp(mp) = tφq(mq)

が成り立つことと, (3) の下限が達成されることは同値であることが分かる.

注意 4. 一次元 (N = 1) で重みなしの第一固有関数 φp, φq については [2] で p ̸= q ならば φp

と φq は一次独立であることが示されている. 一方, 一次元の場合でも重みが付いた場合を考える

と第一固有関数 φp(mp) と φq(mq) が一次従属になるような場合がある ([1] を参照).

3 主結果

主結果を述べるために, 場合分けをする:

(i) λ1(p) と λ1(q) は異なる固有空間を持つ, すなわち (LI) ∀k ̸= 0 : φp ̸= kφq;

(ii) λ1(p) と λ1(q) は同じ固有空間を持つ, すなわち (LD) ∃k ∈ R : φp = kφq.

ここでは, 主結果を簡単に述べるだけにする (詳しくは [1] を参照).

主結果 連続な曲線 C が存在して, 斜線部に (α, β) が存在すれば (GEV ;α, β) は正値解を持つ

が, それ以外の場合には正値解を持たない.

λ1(p)

λ1(q)

C

α

β

α = β

Case (LI)

λ1(p)

λ1(q)

C

α

β

α = β

Case (LD)

4 曲線 C の構成
曲線の構成は簡単に述べると, 傾き 1 の直線を固定することにより 1 パラメータ化し, 最後に直

線を動かすことにより行われる. そこで, 傾き 1, α 切片が s の直線上で方程式 (GEV ;λ+ s, λ) が

正値解を持つような高さ λ の上限を λ∗(s) とする. すなわち,

λ∗(s) := sup{λ ∈ R : (GEV ;λ+ s, λ) が正値解を持つ } for s ∈ R
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と定義し, この λ∗(s) を用いて曲線 C を以下のように定義する:

C := {(λ∗(s) + s, λ∗(s)) ; s ∈ R} .

曲線 C の特徴付けを行うために,

s∗ := λ1(p)− λ1(q) and s∗+ :=

∫
Ω
|∇φq|p dx∫

Ω
|φq|p dx

− λ1(q)

と定義する. ここで, s∗ は点 (λ1(p), λ1(q)) を通る直線の α 切片を表していることに注意する. ま

た s∗ ≤ s∗+ が常に成立して

s∗ = s∗+ ⇐⇒ (LD) is satisfied

という関係にあることもわかる ((2)と第一固有値の単純性).

命題 5 ([1]). λ∗(s) は以下の性質を満たす:

(i) λ∗(s) < +∞ for all s ∈ R;

(ii) λ∗(s) + s ≥ λ1(p) and λ∗(s) ≥ λ1(q) for all s ∈ R;

(iii) λ∗(s) = λ1(q) for all s ≥ s∗+;

(iv) λ∗(s∗) + s∗ > λ1(p) and λ∗(s∗) > λ1(q) ⇐⇒ (LI) is satisfied;

(v) λ∗(s) is continuous on R;

(vi) λ∗(s) is non-increasing and λ∗(s) + s is non-decreasing on R.

　

注意 6. (iii) と (vi) により, 曲線 C (の右側)は少なくとも s = s∗+ からは直線 β = λ1(q) と一致

していることがわかる. 一方, 上の命題からは 曲線 C (の左側)は直線 α = λ1(p) とどこかで触れ

ているかいないか分かっていないが, 一次元のときの [2] の結果から, 直線 α = λ1(p) と左側も触

れている場合があることがわかる.

5 主結果の証明について

証明のポイントは

• 第一固有値の基本性質を使う

• 対応する汎関数の minimizer の存在を示す (α < λ1(p), β > λ1(q) のとき)

• 対応する汎関数に峠の補題を適用する (α > λ1(p), β < λ1(q) のとき)

• −∆p −∆q に対する (generalized) Picone’s type 不等式を作る

• (LI) の場合に λ∗(s∗) が well-defined であることを示すために汎関数を Nehari 多様体に制

限したものの minimizer の存在を示す (α 切片 が s∗ のときには, global minimizer の存在

やmountain pass value の存在を示す方法ではうまくいかないため)
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ことなどにより行われるが, 一番のポイントは super-, sub-solution method を用いて示される次

の補題である.

補題 7. β > λ1(q) とし, w ∈ C1
0 (Ω) は ∂w/∂ν < 0 on ∂Ω (ν は外向き法線ベクトル) を満たし,

−∆pw −∆qw ≥ α|w|p−2w + β|w|q−2w in Ω (超関数の意味で)

が成り立つとする. このとき, (GEV ;α, β) は正値解をもつ.

この補題 7 と λ∗(s) の定義により, 各直線上で高さ λ が λ1(q) < λ < λ∗(s) である場合には, 方

程式 (GEV ;λ+ s, λ) は正値解を持つことがわかる. また, λ∗(s) + s や λ∗(s) の単調性についての

証明もこの補題 7 を使えば簡単に示すことができる.

注意 8. 補題 7 は符号変化しない重みが付いた場合にも同様の結果が得られるので, [1] の結果は{
−∆pu−∆qu = αmp|u|p−2u+ βmq|u|q−2u in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

で符号変化しない重み mp, mq ≥ 0 の場合にも拡張できることがわかる.
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本稿では, 多様体論の研究において, 位相幾何学によるアプローチを紹介したい. とくに, (相対)

カップ積に焦点をあて, そこから見える双線形型式について, 紹介する. また筆者の研究を紹介し

たい.

本論の前に, 用語を確定しておく. 多様体X とは (実)可微分多様体を指し, コンパクトで向付き

とし, 境界はあってもいいとする. また nは多様体の次元とする. なお, 誠に恐縮であるが紙幅の都

合のため, 幾何やトポロジーの (修士生的な)基礎用語は参考文献 ([Bro, 服部, 田村]等参照)に回

した. なお本稿の記述は, 幾何や代数 (数論)幾何分野の院生でも読めるように目指した.

1 復習：多様体論での交叉形式とカップ積

本節では多様体論の分類問題の基本事項をざっと復習し (幾何専門の方は次節へ転読してよい),

さらに「局所系のカップ積を何故に考えるか」を説明したい (下記の二つの問 (I)(II)参照). ただし

基礎概念として, 多様体や, (整数係数のコ)ホモロジー群などは仮定する ([Die, 服部, 田村]参照).

手始めに, 交叉やカップ積のよく知られた歴史をざっと復習する. デュドネの歴史書 [Die, I部 1

章]によれば, 100年前にポアンカレが交叉形式を導入した理由は, 次式のポアンカレ双対を示す為

にあったという: dimHi(X;R) = dimHn−i(X;R). つまりホモロジー上に 2次形式を構成し, その

非退化性から次元の一致を見出そうとした. しかし「交叉」の定義が曖昧なうえ, (Heegaardの指

摘により)証明が間違っていた. しかし証明方針を変更し, ポアンカレ自身は次の双対定理を示し

た (とされる):

∃同型射 P.D. : Hi(X;Z) ∼−→ Hn−i(X, ∂X;Z), Hn(X, ∂X;Z) ∼= Hn(X, ∂X;Z) ∼= Z .

[Die, I部 3章]にある様に, その後数十年の歳月で, ホモロジー論は整備されていく. 交叉に関し

ては, コホモロジー環とカップ積⌣の導入によって整理される (ČechやWhitneyの仕事). 実際,

交叉形式とは, 次で定義される:

Hi(X;Z)×Hn−i(X;Z) −→ Z; (x, y) 7−→ P.D.−1
(
P.D.(x)⌣ P.D.(y)

)
.

これはイメージ通りの交叉を体現し, 念願の非退化性も示された (この際, Zの性質が大切. cf定理

3.3).

多様体の同相類を調べるうえで, 交叉型式が何故大事かを以下２段落で大まかに述べよう. まず

基本となる方針は, “モース関数による双対胞体分割”である ([田村, 5章]参照). それはおおよそ

「(有向) 多様体を, 上からと下からとで双対的に分解する研究手法」と譬えれる事が出来る. する

∗nosaka@math.kyushu-u.ac.jp

1
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と上下がぶつかる中間地点に, 本質的な情報が集中する. これを定量的に捉える為, 双線型形式や

“Whitehead 群” 等を用いるという訳である. 以上の方針は 70年代で華々しく成功を収め (特に

“h-ボルディズム定理”や高次元 Poincaré予想の証明; [田村, ７章]参照), そしてその後の (代数的)

手術理論の基本ともなっている.

この手術理論は, X の基本群がない場合 (つまり π1(X) = 0)に, 至極満足いく解答を与えた. と

いうのも, 交叉形式が多様体のクラスをよく分類し, 要するに「定数層のコホモロジーと特性類ぐ

らいを考えればよい」事となったからである. 大まかになるが, 有名な事実を列挙しておこう.

• n ≥ 5の時, Browder, Sullivan, Novikov, Wallらによる手術理論. 微分同相類 (或る有限個を

除き)は交叉形式と特性類とトーションで決まる.

• n = 4の場合 [Freedman-Quinnの仕事]. X の位相同相類は交叉形式と “Kirby-Seibenmann

類”によって決まる (基本道具は Cassonハンドルを用いる). 逆に, 任意の unimodularな Z
上の対称双線形形式に対し, それを交叉形式をもつような 4次元多様体を構成できる. 1

• n = 3または 2の場合. いわゆるポアンカレ予想の事で, 微分同相X ∼= Sn となる.

しかし他方, X が π1(X) = 0でない場合は多くの困難があり極端に難解になる. まず h-ボルディ

ズム定理は成立せず, Whitehead 群内のトーションを考えないといけない (所謂, s-ボルディズム

定理). さらに, 局所系コホモロジー環構造がある場合, その双線型形式が L-群 (≒ Whitehead 群の

高次版)に障碍類として現れる. この様にホモトピー論が大変大切なのだが, いわんや有理ホモト

ピー型についても, Sullivan極小モデルを研究する事は難しい (π1(X)が有限群の場合ですら). 研

究しやすそうな高次元結び目に関しても (Ranickiの本 [R]等を参照), 「分類」という完璧主義的

な目標設定に混沌を垣間見てしまう.

混沌状態の場合, 研究方針や問いを弱めるのが妥当である. 幾らか方針はあると思うが, 自分の力

量と現状数学の土俵へと誘い込むのが常套手段である. そこで本稿は次の自然な問題に注目したい:

(I) どの様な局所系を取ると, 多様体の構造を反映したり, 面白い理論が出来るか？

(II) どの多様体や設定ならば, 双線型形式を計算できるだろうか？

私見では, この問題意識は, 主題の (非安定に見えそうな)３次元多様体論にも有効だと考えてい

る. 実際, 幾何化予想の解決から基本群の情報でだいたいX の構造が解ってしまうのだが, やはり,

π1(X)から何か情報や定量的な数をとり出さないといけない. それも, 既存の量 (複素体積や ℓ2-ホ

モロジーなど)は一見ホモトピカルに感じる. 例えば, 局所系係数の (コ)ホモロジー (業界用語で捩

れアレクサンダー加群という)がこの 10年近く研究され, 3次元多様体の性質をいくらか反映する

事が解ってきた (概要 [FV, Hil]等参照). この背後には, 課題「高次元の安定的な議論がどこまで低

次元で有効か」が問われているのだろう (cf. [COT]). もちろん導来圏のように, 複体全体を up to

弱ホモトピー同値に調べる研究もあり, それはそれで三角構造的な方向は王道的でカッコよさそう

で良いと思う. しかしそうはいっても, 一つの対象を真剣に観察することも大切だろう.

そこで筆者は上記の問題意識に基づき, 研究を進めた. 局所系カップ積の汎用性を示す試みとも

いえる. ただ, 話が込み入るので, 以上を本稿の前置きにし, 次節に進めよう.

1なお微分構造はエキゾチックな現象が多く, 謎も多い. 例えば, 或る位相多様体に加算無限個の微分構造が入ることが
知られる. ゲージ理論からのアプローチが多い.
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2 局所系の相対カップ積と, 定理の紹介

前節ではカップ積の歴史を概説し, 問題意識を二つ (I)(II)述べた. 本節から数式を交えながら,

「局所系の相対カップ積」を解説し, 筆者の定理を紹介する. なお, 局所系の (コ)ホモロジー群につ

いては説明しないが (詳細は [服部, §6.1]にある), 「加群への右作用M ↶ π1(X)から定義される

(コ)ホモロジー群」とだけ了承すればよい.

まず相対カップ積を説明する. 定義自体は簡単で, その入出力は次の様にまとめられる.

相対カップ積の定義. 群準同型 f : π1(X) → Gの不変量として.� �
入力 M : A上の右 G-加群, (ここで Aは involution¯付き可換環)

ψ :M2 −→ A, A-双線型関数 s.t. ψ(x ·g, y ·g) = ψ(x, y) ∀g ∈ G, ∀x, y ∈M

µ：2k-サイクル. (これはH2k(X, ∂X；Z)の classと思える).

出力 局所系係数コホモロジーH1(X, ∂X;M)上の双線型形式. 厳密な定義は, 次の合成射

⌣ψ: H
k(X, ∂X;M)⊗2 ⌣−−−−→ H2k(X, ∂X;M⊗2)

•∩µ−−−−−→M ⊗M
⟨ψ, •⟩−−−−−−→ A. (1)� �

ここで (1)内の 1と 2番目の射は, それぞれカップ積とキャップ積である (詳細は [服部]参照). こ

の様に位相幾何の基本事項から定義される. 非常に一般的な設定だが, 実２次元の場合, 次の様に

重要なクラスを含む.　

例 2.1 (Goldmanリー代数 [Go]). X を種数 gの閉曲面 Σg とし, µ ∈ H2(Σg;Z)を基本類とする.

また Gを半単純な簡約 Lie群とし, M をそのリー環 gとすれば Gが作用する (随伴表現という).

加えて ψ : g⊗ g → Rを Killing formとする (半単純性より非退化). すると, 上記の設定より, ⌣ψ

を得る.

今えた⌣ψ は以下の様な幾何的解釈がある (詳細は [Go]を参照). まず Hom(π1(Σg), G)を, 平

坦 G-束の同型類と同一視し, variety構造を入れる. もし f が滑らかな点とすると, コホモロジー

H1(Σg; g)は, f の接空間と同一視することが出来る. すると⌣ψ はその varietyの滑らかな開集合

上にシンプレクティック構造を与える. これは, 次をモーメント写像としたシンプレクティック商

µ−1(0)//Gとも譬えられる (細かい難点は省く):

µ : { G-束Σg ×G→ Σgの接続. }/{E の自己同型 } −→ Γ0(Σg, g⊗ g), A 7−→ Aの曲率 FA.

さらに論文 [Go]では, この代数構造の普遍物が (ホモロジー的に交叉形式で)構成されている. そ

れはGoldmanリー代数というもので, 今でも色々な研究があり謎も多い. 今後の理解の進展が求

められるだろう.

だがそもそも, 局所系相対コホモロジー上のカップ積は, 定義からしてすこぶる思弁的で, 定量的

に計算不可能に思える. 簡単そうな実 2次元でも, 上例の様に難しく造詣が深い. だから３次元対

象物のカップ積は, しごく煩瑣になると思われ, 今迄の研究や考察はほぼ皆無だった様である.

しかし筆者は次の定理の様に, 計算法を与えた:

定理 2.2 (曖昧な陳述. 詳細は [N2].). Lを絡み目 2とし, k = 1でX = S3 \Lとする. 上設定の入

力物を任意にとってきたとき, その相対カップ積が “結び目の図式”から比較的簡単に計算できる.
2用語の復習. 絡み目とは,有限非交和の円周から３次元球面 S3への滑らかな埋込である. つまり, L : S1⊔· · ·⊔S1 ↪→ S3

の事である. S1 の連結成分が１個の時, L を結び目という. なお, S3 \L と書いたら, 埋込んだ後に管状近傍をとった補空
間を指す. また図式とは, 或る射影 p : R3 → R2 を通じて, 横断的なはめ込み p ◦ L : S1 ⊔ · · · ⊔ S1 ↪→ R2 と, 交差の上下
情報をいう.
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手前味噌になるが, 定理 2.2の意義を４つ述べたい. まず, 思弁的で等閑視されがちな相対カップ

積が図式から計算可能になった点は刷新といえる. 第二に, 非常に一般的な入力設定であり, 計算

式が比較的鮮明なので, 色々な方にでも使い易い (と思う). 第三に, 境界 ∂X がトーラスであるた

め, 相対コホモロジーが煩雑そうだが, その点きにしなくてよい. 第四に, この計算法を与える際,

筆者の専門 “quandle”の議論を経由しているため, quandleの意義や評価を一新させるインパクト

を持つ (と期待している).

要するに, 相対カップ積を単走的な研究を将来しても, この定理が実体的な具体性と安心感を保

障してくれる訳である. 筆者個人の期待として, 定理 2.2が相対カップ積に市民権を与える魁 (さき

がけ)になってほしいものである.

3 古典的BlanchfieldペアリングVSカップ積.

定理 2.2を思い返すと, 非常に一般的な入力設定である. だがアブストラクト砂漠に陥らない為

にも, 何か興味深い既存物を抽出しなければならない. そこで, 本節では, 最も簡単そうな G = Z
の場合でも, 古典版 Blanchfield双対 [Bla]を復元する事を見る. この帰結的な示唆として, 将来も

し GやM に他の具体例を代入すれば, 何か良い結果や展開を期待できるだろう.

さて本節は以下のように進めたい. 目標は主定理 3.1と 3.2の陳述である. その為, 節 3.1でざっ

と復習し, 節 3.2でカップ積の関連を見る.

3.1 巡回被覆のミルナー双対定理と, 局所系版への換言.

まず古典版 Blanchfield双対をざっとのべる. それは, 全射 α : π1(M) → Z = ⟨t±n⟩が与えられ
た時の双対定理であり, それも, ３つのバージョンがある [Ka]. ３つ存在する大雑把な理由は, 係

数 Z[t±1]がクルル次元２なので, i ∈ {0, 1, 2}に対し Tori に値を持つよう出来るからである. 但し,

その定式化とアイディアの説明は [河内 2]付録 Bにある通り難儀である. そこで, 本節は Tor1-版

のみを位相的考察から説明する.

まず π1(S
1) ∼= Zより上記 αを, あるセル写像 α̂ : X → S1 で代表させる. M がコンパクトなの

で, α̂は (摂動して)モース関数としてよい. 正則値 x0 ∈ S1に対し, 逆像 α̂−1(x0) ⊂ X をΣとおこ

う. 超曲面 Σも向付くので, Σ × (−ϵ, ϵ) ⊂ X と管状近傍をとる. m ∈ Zで添え字づけたコピーを
考え, その添え字を右下につける. すると αに付随する巡回被覆空間X∞ は次の様に構成される:

X∞ :=
∪
m∈Z

(
Xm \

(
Σ× (−ϵm, ϵm)

))
/ ∼, , where (x,−ϵm) ∼ (x, ϵm+1),

∀x ∈ Σ.

従って, α̂は α̃ : X∞ → Rに持ち上がり, 次の可換図式を満たす.

X∞
α̃ //

被覆
��

R
射影
��

X α̂ // S1

−−→

−−→

−−−−−−→

−−−−−−→
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すると双対定理は次の様に与えられる:

定理 3.1. 全ての iに対し, Hi(X∞, ∂X∞;Q)が有限次元と仮定する 3. この時, 線形同型

δ∗c : Hi(X∞, ∂X∞;Q) ∼= Hi+1
compact(X∞, ∂X∞;Q),

があって, カップ積に関し等式 δ∗c (x ⌣ y) = δ∗c (x)⌣ yを満たす.

特に, (コンパクト台の Poincaré双対定理より) 次の双線形写像は非退化である.

<,>α: H
i(X∞, ∂X∞;Q)×Hn−1−i(X∞, ∂X∞;Q)

⌣−−→ Hn−1(X∞, ∂X∞;Q)
•∩[Σ]−−−−−→ Q .

注. 有限次元の仮定について言及しておこう. まず被覆変換 τ : X∞ → X∞を考えると,Hi(X∞, ∂X∞;Q)

をQ[t±1]-加群とみなせる. すると, 有限次元性より単因子論からQ[t±1]/e1 ⊕ · · · ⊕Q[t±1]/esに同

型である, 但し ei ∈ Q[t±1]. これは「Tor1-版」とよばれる所以である. なお, Alexander多項式

∆とは, e1, . . . , es の最小多項式として定義される. なおこの定理は Z係数への拡張は正しくなく,

特にX のファイバー性と関わる ([M, 節 3-4]参照).

奇数次元のとき, ⌣ψ の形に換言できることをみる 4. 遂行するにあたり, まずは [Neu, §11]の用
語を復習する. F[[t]]+を, 形式的 Laurent冪級数

∑
i≥n ait

i with some ai ∈ F, n ∈ Zで構成される
環とする. すると非零元 x ∈ F[t±1] \ {0}は, その環 F[[t]]+ の中で可逆元である. だから, 商体から

の自然な入射 i+ : F(t) ↪→ F[[t]]+を得る. そこで, x ∈ F(t)に対して, tr(x)を i+(x)|t=0 − i+(x̄)|t=0

によって定めよう, 但し, 記号 |t=0 は t0-の係数を表す. すると, このトレース写像は well-defined

な F-線型写像を次のように誘導する：

Tr : F[t±1]/(∆) ↪→ F(t)/F[t±1]
tr−−→ F; x 7−→ [x/∆] 7−→ tr([x/∆]).

なお特別な場合として, ∆が既約多項式ならば, Trは拡大体のトレースに一致する.

定理 3.2 ([Neu]が自明係数ホモロジー版, [N2]は局所系版 ). 5 Hi(X∞, ∂X∞;Q)が有限次元と仮

定する. さらに A =M = Q[t±1]/(∆)とし, ψ0 :M ⊗M → Q[t±1]/(∆K)を ψ0(x, y) = x̄yと定義

する. このとき, 或る同型写像 Υ∗
∆ があって, 次の可換図式をみたす:

Hk(X, ∂X;M)⊗2
⌣ψ //

∼=(Υ∗
∆)⊗2

��

Q[t±1]/∆

Tr

��
Hk(X∞, ∂X∞;Q)⊗2

⟨,⟩α // Q .

注. 逆に, [Neu, §11の注]の様に,⌣ψは ⟨, ⟩αから復元できる. 実際, [a] = [i−1
+

(∑
j≥0 Tr(t

−ja) ·tj
)
]

が任意の [a] ∈ F(t)/F[t±1]に対し成立する; よって, [Qψ(x, y)/∆] = [i−1
+

(∑
j≥0 Υ

∗
∆(τ

−j
∗ x) ⌣KL

Υ∗
∆(y) · tj

)
]となる. 要するに, 我々の公式⌣ψ とミルナーのカップ積⌣KL は等価である.

3仮定を満たす典型例として, 結び目の補空間がある. 実際, 一般に, ホモロジーが S1 のと同型, つまり H∗(X;Q) ∼=
H∗(S1;Q) の場合には, この仮定を満たす (この証明は X∞ → X のWang 完全列を考えればよい). なお, 実はこの仮定
は必要ではないが, [Neu] にある通り, 主張が複雑になる.

4Chern類などの (1次)特性類を用いる方法は, 偶数次元の多様体に有用である (指数定理を思いおこそう). 他方で, 奇
数次元の不変量を構成するには, 一段階上で考える必要がある. 二次特性類などがあげられる.

5講演中に「この定理はどこまで一般化できるか？」と質問を頂きました. 私のある答え [N2] として, 閉三次元多様体
で, 標数０上の線型表現の局所系への拡張があります.



低次元トポロジーに現れる双線型形式

24 野坂 武史

3.2 カップ積から古典版Blanchfieldペアリングへ

本節では古典版 Blanchfieldペアリング [Bla]を紹介したい. 前節ではミルナー双対定理は体上で

あったが, 本節は整数係数上への拡張と思えようになる (定理 3.3). 本稿では, 結び目K : S2k−1 ↪→
S2k+1 に関しX = S2k+1 \K とおき, f をアーベル化 π1(S

3 \K) → Z =: Gとした場合を考察す

る (というのも, この場合, 3つの双対定理のうち, Tor1-以外は 0となり自明な事が知られているた

め).

古典版ペアリングとは, 巡回被覆空間 X∞ のホモロジー群に入る非退化な双線型形式であった.

その定義を手早く復習する. X∞ の構成から Hk(X∞;Z)は局所系ホモロジー群 Hk(X; Λ)と同一

視できる (所謂 “Shapiroの補題”). するとH1(S
1;Z) ∼= H1(X;Z)より, Hk(X∞;Z)は捩れ Λ-加群

となる. その annihilateする最小多項式を ∆K ∈ Z[t±1]とかき, Alexander 多項式と呼ぶ. する

と, 定数層の短完全列

0 −→ Z[t±1]
∆K -倍−−−−−−→ Z[t±1] −→ Z[t±1]/∆K −→ 0

が誘導する境界準同型 δ∗ は, 同型Hk+1(X;Z[t±1]/∆K) ∼= Hk(X;Z[t±1])を誘導する. そこで, 次

の同型射たちの合成をえる:

Hk(X; Λ)
δ−1
∗→ Hk+1(X; Λ/∆K)

P.D.−→ Hk(X, ∂X; Λ/∆K) −→ Hk(X; Λ/∆K) → Hom(Hk(X; Λ), Λ/∆K).

最後の写像は普遍係数定理に現れる同型射であり, 4番目のは, 自然な写像の引き戻しである. まと

めると, (古典的)Blanchfieldペアリングとは, この写像に随伴する, 双線形型式として定義される:

BlK : Hk(X∞;Z)⊗2 = Hk(X;Z[t±1])⊗2 −→ Z[t±1]/∆K .

この BlK は定義から非退化である. 特に, 対称性∆K = ∆K がわかる.

このペアリング BlK の性質を言及しよう. まず高次元結び目では強力な不変量であることが半

世紀ほど前に示されている (詳細は [Hil, R]を参照).

• “Seifert行列”という或る交差形式が解った場合, BlK は行列表示可能である.

• k ≥ 2に対し, 二つの結び目K1 とK2 が単純とする (i.e., π2(X) ∼= · · · ∼= πk−1(X) ∼= 0). こ

のとき, K1とK2がイソトピーで移りあう事と, BlK1 と BlK2 が同型である事は同値である.

• k ≥ 2に対し, 結び目のコボルディズム群が或る “Witt群”に同型で,
⊕∞ Z⊕(

⊕∞ Z /2) ⊕
(
⊕∞ Z /4) とも同型である. これは Blanchfieldペアリングらで生成される.

• k = 1に対し, BlK1 と BlK2 が同型である必要十分条件は, 二つの 1次元結び目K1, K2が “

ダブル∆移動”で移りあう事である [NS].

しかしながら, 定義中に δ−1
∗ を用いた為, いまいち腑に落ちない定義である. 計算公式はある程

度あるものの, 計算例は少なかった. しかし, カップ積との関連や, 具体的な計算法は今まで成功し

ていなかった (様である). そこで筆者は次の定理の様に, 綺麗な形でカップ積から復元することに

成功した. 即ち

定理 3.3 ([N2]). k = 1とし, Alexander多項式を ∆K とかく. さらにM = Z[t±1]/(∆K)とし,

ψ0 :M ⊗M → Z[t±1]/(∆K)を ψ0(x, y) = x̄yと定義する.

この時, 同型H1(X;Z[t±1]) ∼= H1(X, ∂X;Z[t±1]/∆K)があって, 双線型形式として次式が成立:

a ⌣ψ b =
1 + t

1− t
· BlK(a⊗ b) ∈ Z[t±1]/(∆K),
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帰結を二つ述べる. 第一に, この定理を Qでテンソルする事で, 定理 3.1内の δ∗c は, 短完全系列

の誘導した上記の δ∗で解釈できたことになった (ミルナーの論文 [M]にも示唆があったが, 非常に

曖昧だった). 加えて, 図的計算法を与えた定理 2.2を思い出すと k = 1の場合の定理 3.3は BlK の

計算法を与えたことになる.

3.3 定理 3.1と 3.2の証明概略.

定理 3.1と 3.2は, 主張自体が一見不思議に感じる. そのため証明を概略する (但し読みトばして

よい). 証明はMayer-Vietorisの議論を基本とした初等的なものである.

証明 (定理 3.1の証明. Milnor[M]): まず (p, q) ∈ Z2 に対し, 次のふたつのフィルターを定義する:

N+
p := α̃−1

(
(−∞, p+ x0)

)
, and N−

q := α̃−1
(
(−q + x0,∞)

)
.

そして, みつ組 (X∞, ∂X∞ ∪N+
p , ∂X∞ ∪N−

q )による Q-係数Mayer-Vietoris列を考えよう:

→ Hi(X∞, ∂X∞)
δ∗c−→ Hi+1(X∞, ∂X∞ ∪N+

q ∪N−
q ) −→

⊕
±
Hi+1(X∞, ∂X∞ ∪N±

q ) → (2)

定義より, X∞ \ (N+
p ∪ N−

q )はコンパクトで, ∩p∈ZN
+
p = ∩q∈ZN

−
q = ∅となる事に気づこう. す

ると q → −∞で逆極限をとると, 完全列 (2)の中央は, 定義からして X∞ のコンパクト台コホモ

ロジーになる. ここで注意すべき事に, 境界準同型 δ∗c を chainレヴェルでみれば, 次の合成と一致

する:

Hi(X∞, ∂X∞;Q) −→ Hi(Σ, ∂Σ;Q) −→ Hi+1
compact(X∞, ∂X∞;Q), (3)

ここで一番目の写像は入射の誘導射であり, 二番目のは Gysin 写像 (≒高次順像の一種 ) である.

従って, いわゆる射影公式は, 等式 δ∗c (x ⌣ y) = δ∗c (x)⌣ yを意味する.

最後に目標の δ∗c の同型性を示そう. それには (2)の三項目に対応するHi(X∞, ∂X∞∪N±
q ;Q) が

０に収束する事を示せばよい. Hi(X∞)は有限次元だから, その基底となる i-サイクルを選んでお

く. すると十分小さな qに対して, そのサイクルはN±
q に入る. 従って, 目標の０収束を示せた.

証明のスケッチ (定理 3.2): まず下記の可換図式を準備する. F[[Z]]を, 形式的級数
∑∞
i=−∞ ait

i with

ai ∈ Fの成す F[t±1]-加群とする. さらに ±に対し, F[[Z]]± := {
∑∞
i=−∞ ait

i ∈ F[[Z]] | a±k = 0 for

k sufficiently small. }とし, 埋込み ι± : F((t)) → F[[Z]]± を i+(x)と i+(x̄)で定義する. すると差分

ι+ − ι− は q : F((t))/F[t±1] → F[[Z]]を誘導する. ここで F[[Z]]+ ∩ F[[Z]]− = F[t±1]に気づくと,

0 // F[t±1] // F((t)) //

ι+⊕ι−
��

F((t))/F[t±1] //

q

��

0 (exact)

0 // F[t±1]
s // F[[Z]]+ ⊕ F[[Z]]−

t //// F[[Z]] // 0 (exact),

(4)

という定数層の可換図式を得る. ここで sと tは写像 x 7→ (x,−x)と (x, y) 7→ x+ yで夫々定めた.

次に,上記の δ∗c を代数的に考察する. まずXのCW-複体構造を固定し, X∞にその持上げでCW-

複体と思う. 特に, 被覆X∞ → X の各セル上での制限が同相である. するとセル複体 C∗(X;Z)は,

C∗(X;Z[t±1])と同一視される. 同様に, C∗(limN±
q ;Z)は C∗(X;F[[Z]]±)に, コンパクト台の複体

Ccompact
∗ (X;Z)は C∗(X;F[[Z]]±)に同一視できる. そこで上記の底辺にある連結準同型を考えてみ

よう. 後は,「その準同型の t0-係数が, 上記の δ∗c と一致する」事を見ればよい. だが詳しい証明は

少々面倒なので, 関心ある方は [Neu, §12]か [N2]を御覧下さい.
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4 高次Blanchfieldペアリングのお話

古典版のペアリングを前節で説明したが, 本節では高次版を紹介したい. 筆者の研究方針・戦略

を先に述べておくと,「先程の定理らにより古典版をやりきったので, 将来は, 高次版もカップ積に

換言し止揚したい」と目論見に基づいている.

高次 Blanchfieldペアリングとは, おおよそ「S3 \K の可解被覆空間上での Seifert膜による交差

形式」の事である. その高次版ペアリングは, Cochran-Orr-Teichner[COT]による次の有名な (有

理的)可解フィルターに役立った:

· · · ⊂ F(n.5) ⊂ F(n) ⊂ · · · ⊂ F(1.5) ⊂ F(1) ⊂ C

ここで, C とは, 大雑把には結び目のコボルディズム群で, 位相的コンコルダンス群と呼ばれる (詳

細は [河内 2]参照). このフィルターは C に階層的な研究指針を提示した. 但し, 彼らの議論は具体

的計算に程遠く, 定量的な数に落とすには困難が伴う. 未解明な事項が多く難しい.

高次版ペアリングを説明したいため, 非可換環論の用語を準備する. π(0) := π1(S
3 \K)とし, 後

は帰納的に π(i+1) を交換子群 [π(0), π(i)]で定義する. そして, 群環 Z[π(0)/π(n)]を考える. 可解性

から, この非可換環は “Orr-domain”というものになる. 特に商体が取れる. ここで, この群環を

π(1)/π(n) \ {0}で局所化した環を Rn とかこう. ここで, 群環 Z[π(1)/π(n)]の商 (斜)体を Kn と書
くとすると, Rn は (skew)多項式環 Kn[τ±1]に環同型である. 特に Rn は PID(単項イデアル整域)

になる. すると, 可解商を通じて π1(S
3 \K)がRnに作用するので, Rnを局所系と思える. すると,

可解性 (もっと一般に PTFA性)から, Tori を評価する事ができ, 次が示された:

命題 4.1 ([COT]). 局所系のホモロジー群H∗(S
3 \K;Rn)は有限生成かつ捩れ加群である.

この最小の annihilatorを ∆ ∈ Rn とかき, n-次Alexander多項式と呼ぶ. 要点は ∆が非零な

点である. すると, 古典版と同様に次の同型が構成される:

定理 4.2 ([COT]). 次のエルミートな, 右 Rn-加群同型が存在する

Hom
(
H∗(S

3 \K;Rn), Rn/∆
) ∼= H∗(S

3 \K;Rn).

ちなみに, この高次ペアリングは非可換環論の単因子論を用いて, 研究できる ([Co]参照).

ただし, 非可換の議論なので, このペアリングから良い数を取り出すには困難が伴い, 工夫を要す

る (可解性の難しさ). さらに, このペアリングからボルディズム不変量を上記 filterに沿って抽出

するには, 色々と用語や条件を課さないといけなく難しい. 例えば, ボルディズム不変量からの計算

可能そうな量は, 可解商の群環を完備化したフォンノイマン環による符号数 Rぐらいである. その

ため, この符号数も解析的で計算例はほぼ皆無であった. なお, 上記の途中で局所化をとったが, 商

体を取らないで交差形式を記述しようとすると, さらに内容が難しくなる ([COT]の後半を参照).

そこで筆者は, 高次 Blanchfieldペアリングを結び目図式から計算可能にするよう試んでいる. そ

の基本方針は, 相対カップ積への帰着である. 実際, もしこの帰着が成功すれば, 定理 2.2から計算

可能になる. 研究の現段階では, 上記のフィルター順に敢行し, n = 2における結果の一部をえた.

[COT]の最終章で「n = 2の時, Casson-Gordon符号数 [CG]という古典的量が高次ペアリングに

含まれる」事が示されている. これに対し,

定理 4.3 (N.). “Casson-Gordon符号数の差分”に関して, 計算機にかけられる線形代数的で図的計

算法を与えた.

しかし当符号数の定義が長い為, この結果も短くない (途中, Atiyah-Singer G-符号数定理や符号

数の差分 [Neu]も使う). 近々論文が出る筈なので, 詳細を知りたい方はそちらを御笑覧下さい.
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A 定理2.2や本研究の応用例

講演後の質疑応答で「応用は？」とのご質問を受けたので, 幾らか例示しようと思います.

例 A.1 (実 3次元多様体における捩れアレクサンダー多項式). まずは, X が閉 3次元多様体で,

局所系が線形表現となる研究について言及する. 記号でかけば, Gが GLn(F[t±1])となり, M は

(F[t±1])n となる. この時, 局所系ホモロジー H1(X, ∂X;M)の order ∆ ∈ F[t±1]がよく研究され,

捩れアレクサンダー多項式という. 詳細は, 概説 [FV, Hil]を参照の事. 例えば, X のファイバー性

を detectしたり, S1 ×X にシンプレクティック構造が入ることの必要十分条件も与えられている.

こういった業績とは一方で, そのホモロジー上への双線形型式を誰もうまく定式化してなかった

ようだ (水面下で問題であったようだが・・). しかし, 筆者 [N2]は, X が絡み目補空間の場合に初

めて成功した. ポイントは, ホモロジーからカップ積の帰着であったが, 詳細は省く.

例 A.2 (球面上 4次元 Lefschetz束の不変量). 球面上 4次元 Lefschetz束とは, 大まかに球面上

の有限個の “Lefschetz型特異点”を許した, ファイバー束の事」である (松本幸夫氏により導入. 詳

細は [Mat]). それは, 閉 4次元多様体から 2次元球面の写像で表される (E → S2 みたいに). この

概念は楕円曲面のある種の一般化であって, 4=2+2次元の調子で研究できる. 微分多様体やシンプ

レクティック多様体の例を作るのに役立ったりする.

しかし, 不変量は余りなかったようである. そこで論文 [N3]では, 次のような感じで不変量を作っ

てみた. まず Hopf束 p : S3 → S2 をおく. すると, pで Lefschetz束を S3 にひき戻すと, 特異点が

S3内の絡み目 Lに見える. なので「S3 \ Lのモノドロミーの不変量を, Lefschetz束の不変量とみ

なそう」とした. 非常にナイーブな考えだけれども, 新しかったようである (学部の基本的内容なの

に, 着目されていない現状は時にある. ですので, 学部の基礎学習と復習は大切と思います). 実際,

話がうまくいって, 新しく可算的に分類できた例を与えたりした.

例 A.3 (古典Blanchfieldペアリングの計算). 定理 3.3の成果を示す例として, トーラス結び目

X = S3 \ Tm,n :=
{
(z, w) ∈ C2

∣∣ |z|2 + |w|2 = 1, zm + wn ̸= 1
}

の BlK を, 筆者は 初めて 決定できた. ここで事実として, 等式 ∆K = (tnm − 1)(t − 1)/
(
(tn −

1)(tm − 1)
)
と Alexander加群の形 Z[t]/(∆K)を認めておこう 6. そこで示したことは以下の様：

定理 A.4. an+ bm = 1となる整数 (n,m, a, b) ∈ Z4 を固定し, K = Tm,n とする. この時, 等式

BlK(y1, y2) =
nm

(1 + t−1)(1− tbm)(1− tan)
· ȳ1y2 ∈ Z[t±1]/(∆K),

が成立する. ここで y1, y2 ∈ H1(S
3 \ Tm,n;Z[t±1]) ∼= Z[t±1]/(∆K)とした.

なお既存の計算法 ([Hil]参照)で何故計算できなかったのか言及しておこう. その方法は “Seifert

曲面”に依拠したものだった為, 種数が高い (K = Tm,n の場合 (n− 1)(m− 1)/2が必要)と計算が

難しかったと思われる. しかし定理 3.3では Seifert曲面が全く必要ないため, 定理 A.4の証明は１

頁内で納まるほど簡潔になった.

6計算法は [河内 2] を参照. なおトーラス結び目は簡単そうに見えて意外と難しい対象である. 例えば, 種数に関する有
名なミルナー予想. 他に, 「∆K =

∑
i∈Z ait

i ∈ Z[t±1] と展開すると, ai ∈ {0, 1,−1} となる」という数論的な定理は,
Heegarrd Floer ホモロジーを用いた証明しかない.
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定磁場中の原子のBorn-Oppenheimer近似

蘆田　聡平 ∗

京都大学理学研究科，2015年 2月

1 イントロダクション

定磁場中の N個の電子と 1つの原子核のハミルトニアンは次のように書ける。

P̂ =
1

2m
(Dx1 − e1A(x1))2 +

N+1∑
i=2

1

2me
(Dxi − eA(xi))

2 +
∑
i<j

Vij(xi − xj) +
N+1∑
i=1

Vi(xi). (1.1)

ここで x1 ∈ R3 とmはそれぞれ原子核の位置と質量を表し、xj , j ≥ 2とme はそれぞれ電子の位

置と質量を表す。Vij と Vi は相互作用のポテンシャルと外部のポテンシャルを表す。e1 と eはそ

れぞれ原子核と電子の電荷を表す。Aはベクトルポテンシャルを表す。

Born-Oppenheimer近似とは電子が原子核より軽いので原子核がゆっくり動く間に電子が素早く

動き、断熱的に状態を変えていくといういうことに基づく近似である。数学的には電子と原子核の

質量の比を h2 とおいて、hを小さいパラメーターとみなす。簡単のため、まず磁場のない場合を

考える。この場合、いくつかの原子核と電子のハミルトニアンは

P (h) = −h2∆x − ∆y + V (x, y),

のように書かれる。ここでxと yはそれぞれ原子核と電子の座標である。目的はシュレーディンガー

方程式 ih∂tφ = P (h)φの解の h → 0での漸近的な挙動を調べることである。Born-Oppenheimer

近似の直観的な説明から電子が初期時刻において固定された原子核の配置に対して束縛状態にあ

れば、すなわち電子のハミルトニアン Pe := −∆y + V (x, y)の束縛状態にあれば、時間がたって

も電子は Pe の束縛状態にあると考えられる。このことは電子の束縛状態に近い almost invariant

subspaceが存在することを示している。

almost invariant subspaceは正射影を用いて表現される。もしある正射影Πが [P (h),Π] = O(h∞)

を満たしていれば、e−itP Π = Πe−itP +O(h∞|t|)が成り立ち、RanΠがほとんど不変であることがわ

かる。したがって、Peの離散スペクトルの部分集合に対応する正射影Π0に対して、Π−Π0 = O(h)を

みたすような Πが存在することが期待される。Nenciu [7]では帰納的公式により almost invariant

subspace が構成された。Helffer-Sjöstrand [4] や Sjöstrand [8] は擬微分作用素を用いて almost

invariant subspaceを構成した。Born-Oppenheimer近似ではエネルギーが大きくなると断熱的な

分離が弱くなるので almost invariant subspaceは存在しないように思われるが、Sordoni [9]は任

意のコンパクトな台を持つ cutoff functionχに対して、ある正射影 Πで [P (h),Π]χ(P ) = O(h∞)

を満たすものを構成した。この正射影 Πを使って分子の時間発展 e−itP/h は原子核のみに関する

∗ashida@math.kyoto-u.ac.jp
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時間発展 e−itG/h に帰着される。ここで Gは原子核の座標に関する擬微分作用素の自己共役な行

列である（Martinez-Sordoni [5, 6]）。

fを原子核の一般化された coherent stateとして、ψを電子の束縛状態とすると、f(x)ψ(x, y)+O(h)

という形の初期状態は Hagedorn によって扱われた（Hagedorn [3]）。半古典極限において一般化

された coherent stateの時間発展は古典力学の軌道によって到達される点を中心とする一般化され

た coherent stateに漸近展開される（Combescure-Robert [1]）。[6]において Martinezと Sordoni

はこの展開を適用して Hagedornのような展開を得た。

電荷をもった粒子が定磁場中に存在するとき、磁場に垂直な方向の座標は古典力学のときと同様

に有界な領域にとどまる。N個の粒子が存在するときは、その質量中心を分離することができない

ので、粒子の運動を内部の運動と外部の運動に分離できない。それにもかかわらず L2(R3N )の部

分空間Hboundが存在して、Hboundの状態は内部座標が有界領域にとどまり、粒子全体としては磁

場を横切って無限遠へ移動していくことが知られている（Gérard- Laba [2]）。これは古典力学的に

は反対の電荷をもつ粒子に働くローレンツ力は反対向きであり、粒子同士は相互作用しあっている

ことで起きていると考えられる。このことから一つの原子がある時、原子核の周りの電子が磁場の

影響を打ち消すことが期待される。したがって Gの中に原子核のベクトルポテンシャルは存在し

ないように思われる。磁場中での Born-Oppenheimer近似はMartinez-Sordoni [6]によって取り

扱われたが、そのGの構成では h2(Dx − eA(x))2の項が残っていた。われわれの目的は P̂ をベク

トルポテンシャルを持たない Gに帰着させることである。

2 準備と主定理

磁場は第三軸に平行であると仮定する。したがってベクトルポテンシャルは次のように書ける。

A(x) =

0 −b 0

b 0 0

0 0 0

x.

ここで b > 0 は定数である。電子の質量を 1 として新しい座標系 (x, y2, . . . , yN+1) = (x, y) ∈
R3 × R3N を次のように定める。

x =
1

M

(
mx1 +

N+1∑
i=2

xi

)
, M = m+N

yi = xi − x1, 2 ≤ i ≤ N + 1.

ここでM は全質量 xは質量中心の座標 yi は電子の原子核に対する相対的な座標である。この座

標系でハミルトニアンは

P̃ = h2D2
x − 2h2e

N+1∑
i=2

A(yi)Dx +

N+1∑
i=2

L̃i(x)2 + h2Q̃+ V (x, y)
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h2 =
1

M
,

V (x, y) =

N+1∑
i=2

V1i(yi) +
∑

2≤i<j

Vij(yi − yj) + V1
(
x− h2f

)
+

N+1∑
i=2

Vi
(
x+ yi − h2f

)
,

L̃i(x) = Dyi − eA(yi + x),

Q̃ = Q̃1 + Q̃2,

Q̃1 =
1

1 −Nh2

(
N+1∑
i=2

L̃i(x)

)2

,

Q̃2 =
1

1 −Nh2

2
N+1∑
i=2

L̃i(x)

(
N+1∑
i=2

eA
(
yi + h2f

))
+

(
N+1∑
i=2

eA
(
yi + h2f

))2


+ 2
N+1∑
i=2

eL̃i(x)A(f) + h2e2A(f)2.

のようになる。さらにユニタリ変換 V := exp
(
−ieA(x)

∑N+1
i=2 yi

)
を適用して

P = VP̃V∗

= h2D2
x − 4h2e

N+1∑
i=2

A(yi)Dx +
N+1∑
i=2

L2
i + h2Q+ V (x, y),

Li = Dyi − eA(yi),

Q = Q1 +Q2,

Q1 =
1

1 −Nh2

(
N+1∑
i=2

Li

)2

,

Q2 =
1

1 −Nh2

2
N+1∑
i=2

Li

(
N+1∑
i=2

eA
(
yi + h2f

))
+

(
N+1∑
i=2

eA
(
yi + h2f

))2


+ 2

N+1∑
i=2

eLiA(f) + 2h2e2A(f)2.

のようになる。

V0(x, y) =
N+1∑
i=2

V1i(yi) +
∑

2≤i<j

Vij(yi − yj) + V1(x) +
N+1∑
i=2

Vi(x+ yi).

のように書く。V0(x, y) は h に関するポテンシャル V (x, y) のテイラー展開の 0 次の項である。

Pe(x) =
∑N+1

i=2 L2
i + V0(x, y)を電子のハミルトニアンとする。次のような仮定を置く。

(H1) (i) Vij は実数値関数で ∆-boundedで relative bound 1である。.

(ii) Vi ∈ C∞ は実数値関数であり、すべての α ∈ N3 に対し定数 Cα が存在して

|∂αVi(r)|≤ Cα

が成り立つ。
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さらに次を仮定する。

(H2) スペクトル σ(Pe(x))は交わりを持たない 2つの部分 σj(x), j = 0, 1の和であり、σ0(x)は

Pe(x)の離散スペクトルの部分集合で対応する L2(R3N )の部分空間は有限次元である定数

d > 0が存在して、

inf
x∈R3

dist(σ0(x), σ1(x)) ≥ d

が成り立つ。

Π0(x)で Pe(x)の σ0 に対応するスペクトル射影を表す。以下も仮定する。

(H3) RanΠ0(x)は正規直行基底 (u1(x, y), . . . , uk(x, y)) ∈ C∞(R3;L2
y)で張られ、以下が成り立つ。∫

R3N

|ui(x, y)|2e2α|y|dy < C

ここで C > 0と αは xに依存しない定数である。

以下が主定理である。

定理 2.1. (H1)-(H3)が成り立つと仮定する。そのとき、任意のΦ ∈ C∞
0 (R)に対してある L2(R3(N+1))

の上の正射影 Π(h)が存在して以下が成り立つ。

∥Π − Π0∥L2(R3(N+1)) = O(h)

またすべての χ ∈ C∞
0 (R)で χϕ = χとなるものに対して

∥χ(P )[Π, P ]∥L2(R3(N+1)) + ∥[Π, P ]χ(P )∥L2(R3(N+1)) = O(h∞)

が成り立つ。

定理 2.2. φ0は χ(P )φ0 = φ0をある χ ∈ C∞
0 (R)で χϕ = χとなるものに対して満たすとする。φ

を ih∂tφ = Pφの初期値 φ0 の解とする。そのとき

φ = e−itP1/hΠφ0 + e−itP2/h(1 − Π)φ0 + O(|t|h∞∥φ0∥), (2.1)

が成り立つ。ここで P1 := ΠPΠと P2 = (1 − Π)P (1 − Π)は定義域にD(P )を含む自己共役作用

素である。

定理 2.3. ある h-admissible operator

W : L2(R3(N+1)) → (L2(R3
x))⊕k

と k行 k列の L2(R3
x)の上の h-admissible operatorsの自己共役な行列Gが存在して以下が成り立

つ。W の RanΠへの制限

U : RanΠ → (L2(R3
x))⊕k

はユニタリ作用素であり、

UP1Π = GUΠ,

を満たす。さらに e−itP1/hΠ = U∗e−itG/hUΠが成り立つ。Gの表象 g(x, ξ)は次のように書ける。

g(x, ξ) = ξ2Ik + µ(x) +
∑
i≥1

hjgj(x, ξ),

ここで µ(x)はΠ0(x)Pe(x)の (u1(x), . . . , uk(x))による行列である。g(x, ξ)はベクトルポテンシャ

ルの項を含まない。
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定理 2.4. k = 1とする。φ̃0 ∈ L2(R3(N+1))を以下のようなものとする。

φ̃0 = (πh)−3/4Π̃χ(P̃ )(eixξ0/h−(x−x0)
2/2hũ1(x)),

ここで Π̃ = V∗ΠV であり、χ = 1が ξ20 + µ(x0)の近傍で成り立つとする。このとき、ある C > 0

が存在して、任意の J ≥ 1に対して

e−itP̃ /hφ̃0 = eiδt/h
3(J−1)∑
µ=0

cµ(t;h)ϕµ,tṽµ(x) + O(hJ/4), (2.2)

が成り立つ。ここで、

cµ(t;h) =

Jµ∑
j=0

hj/2cµ,j(t),

で cµ,j はハミルトニアンの古典軌道から定まる定数である。δt :=
∫ t

0
(ẋsξs− g(xs, ξs))ds+ (x0ξ0−

xtξt)/2, ṽµ ∈ C∞(R3;L2
y(R3N ))。この評価は h > 0が十分小さく t < C−1 ln 1

h が成り立つとき

(t, h)に関して一様である。さらに hに関して最低次の項は (πh)−3/4(eixξt/h−(x−xt)
2/2hũ1(x))で

ある。
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1 主結果
Universal Algebra（普遍代数学、一般代数系などと訳される）は代数系の一般的な性質を研
究する数学の一分野である。本稿で言う代数系のもとになるイメージは、台集合と呼ばれる一
つの集合にいくつかの演算を付加した構造のことである。
群や環、束といった（背景に何らかの動機があって着目した）個々の代数系を考察する上で
は、集合と演算の対というとらえ方は極めて自然である。しかし代数系の構造についての一
般的な研究を行なうという立場からすると、ちょっとした修正を行なった方が自然な場合が
ある。

例 1.1. (B,∧,∨,¬, 0, 1)をブール束とする。このとき

a+ b := (a ∧ b) ∨ a ∨ b

a · b := a ∧ b

−a := a

とおくと (B,+, ·,−, 0, 1)は x2 = xをみたす可換環（ブール環）になる。逆に (R,+, ·,−, 0, 1)

をブール環とするとき、
a ∨ b := a+ b+ (a · b)
a ∧ b := a · b
¬a := 1 + a

とおくと (R,∧,∨,¬, 0, 1)はブール束となる。

よく知られたこの事実から、（代数構造としては）ブール束とブール環は本質的に同じもの
であると感じる人が多いであろう。
このような同一視を統一的に行なおうとするのなら、その代表系としては“演算の合成”に
閉じたものをとるのが自然なように思われる。そのような考えに基づき本稿では「代数系」を
次のように定義する。

定義 1.2. 集合 Aと A上の演算の集合 Clo(A)の対 (A,Clo(A))で、次の条件をみたすものを
代数系という。

1. 射影演算 πn,i : (x1, · · · , xn) 7→ xi は Clo(A)に属する。

2. 合成に閉じている、すなわち f, g1, · · · , gn ∈ Clo(A)，f : An → A, gi : A
m → Aなら

[(xj) 7→ f(gi(xj)j)i] ∈ Clo(A)となる。
∗sa9m02@math.tohoku.ac.jp
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以下では特に必要がない場合には簡単のため台集合を表す文字のみで代数系を表し、Clon(A)
で代数系 Aの n項演算全体の集合を、Clo(A)で Aの全ての項数の演算の全体の集合を表す
ことにする。また、このような場合 Clo(A)に属するものを Aの演算と言うことがある。
他の数学の諸分野と同様に、一般代数系でも研究対象である代数系を「何らかの良い形に分
類を行なう」ということは重要な目標の一つである。分類の良さの基準の一つに、構造の似た
ものが一つのグループにまとまっていることが挙げられると思う。
被覆理論と呼ばれる一般代数系の下位分野は、構造の類似性を比較的良く反映する分類を目
指すものの一つである。今回、第１２回城崎新人セミナーでは被覆理論の概要と、その応用例
としてタイトルにある代数系たちの分類結果について紹介した。

2 代数系の圏構造
与えられた二つの代数系に対し、それらの構造の類似の度合いを測る基準の一つに、それぞ
れの「生成する代数系のクラスの（演算を保存する写像を射とする）圏」が圏同値になるとい
う条件を考えることができる。
圏構造の情報に加えて、各代数系に台集合を与える関手の情報を付加すると、代数系のクラ
スとしての構造を完全に決めることができることが知られている。その意味で圏構造は“代数
系に依存しない情報を全て含んでいる”と標語敵にいうことができるのである。
このことを正確に述べると次のようになる。

定義 2.1. (A,Clo(A)) を代数系、X を集合とする。Clo(A) の X への 作用 とは τ = (τn :

Clon(A) → XXn

)n で以下をみたすもののことをいう。

1. τ(πn,i) = [(x1, · · · , xn) 7→ xi].

2. τ(f ◦ (gi)) = [(xj)j≤m 7→ τ(f)(τ(gi)(xj))].

(X, τ)を Clo(A)代数系（または誤解がない場合 A代数系）という。Clo(A)代数系の全体を
V(A)と書く。また V(A)に属する代数系を対象とし、その間の演算を保存する写像を射とす
る圏を Cat(V(A))と書く。

定理 2.2. A,B を代数系とする。このとき次は同値である。

1. Aと B は同型である、すなわち

∀Z≥0∀f ∈ Clon(A); [(b1, . . . , bn) 7→ φ(f(φ−1(b1), . . . , φ
−1(bn)))] ∈ Clon(B)

となる全単射 φ : A → B が存在する。

2. 次を可換にし、φ(A) = B となる圏同値 φ : Cat(V(A)) → Cat(V(B))が存在する。

Cat(V(A))
φ //

F %%KK
KK

KK
KK

K
Cat(V(B))

F ′
yysss

ss
ss
ss

Set

ここで F : V(A) → Set, F ′V(B) → Setは台集合を対応させる忘却関手である。
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3 被覆理論の概要
被覆理論の枠組みに関しては第９回の城崎新人セミナーにおける報告集において、既に解説
を行なった [5]が、本稿のみでもある程度内容が分かるよう、最低限の解説を以下に述べる。
被覆理論とは
• べき等演算により代数系 Aをより小さな代数系 U1, · · · , Un に“分解”する

• 代数系の族 U = {U1, . . . , Un}が与えられたときに、分解が U に一致する代数系の分類
を与える

という分解と合成を通じて代数系の性質を調べる手法である。この合成はさらに
• 行列積構成：与えられた代数系の族の直積集合に、各成分への“制限”が持つ演算はも
との代数系の演算に一致するような代数系の構成

• 圏同値変形：与えられた代数系と“生成する”代数系のクラスの圏構造を変えない代数
系の構成

の二つの段階に分けることができる。そのため代数系の圏構造を壊さず、様々な代数的性質を
捉えることができるのである。
以下、後に必要な定義と性質を天下り的に列挙する。

定義 3.1. Aを代数系とする。

1. e ∈ Clo1(A)がべき等的であるとは e(e(x)) = e(x)が全ての x ∈ Aに対して成り立つ
ことをいう。

2. eが Aのべき等演算のとき e(A)を eによるべき等縮約という。ただし

Clom(e(A)) := {f | f ∈ Clom(A), f(Am) ⊂ e(A)}

とする。

3. A のべき等縮約の集合 {U1, . . . , Un} が A を 被覆する とは l ∈ Z≥0 と t ∈ Clol(A)，
s1, . . . , sl ∈ Clo1(A), i1, . . . , il ∈ {1, . . . , n}で

t(ei1s1(x), . . . , eilsl(x)) = x (∀x ∈ A)

をみたすものが存在することをいう。

4. Aのべき等縮約U1, · · · , Ulに対し、以下で定義される代数系を行列積と言い、U1⊠· · ·⊠Ul

と書く。

• 台集合は直積集合
∏

j≤l Uj .

• m項演算は l個のAの lm項演算 tkによって ((xij)j≤l)i≤m 7→ (tk(xij)i,j)kと書け
るもの全体。

5. どんな Aの被覆も Aを含むとき、Aは既約であるという。

6. U1と U2をAの被覆とする。U1が U2の細分であるとは任意の U1 ∈ U1に対し U2 ⊃ U1

となる U2 ∈ U2 が存在することをいう。

7. Aの被覆 U が極小であるとは、U の真部分集合は Aを被覆せず、U の任意の細分 U ′に
対し、U が U ′ の細分になっていることをいう。
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台集合が有限な代数系に関しては最小な被覆の存在が保証される。

定理 3.2. Aを有限代数系とする。このとき次が成り立つ。

1. Aの極小被覆は存在し、そこに属する全てのべき等縮約は既約である。

2. U = {U1, . . . , Un}および U ′ = {U ′
1, . . . , U

′
m}を Aの極小被覆とすると n = mであり、

{1, . . . , n}上の置換 σ を適当にとると Ui≃U ′
σ(i) が全ての iについて成り立つ。さらに

U1 ⊠ · · ·⊠ Un≃U ′
1 ⊠ · · ·⊠ U ′

n が成り立つ。

さらに有限代数系 Aの極小被覆 {U1, . . . , Un}の行列積 U1 ⊠ · · ·⊠ Unの構造を Aの標準化
と言い、Ess(A)と書くことにする。このとき次が成り立つ。

定理 3.3. Aを有限代数系とする。このとき Ess(B)≃Aとなる有限代数系 B が存在するなら
ば A≃Ess(A)が成り立つ。特に全ての有限代数系に対して Ess(Ess(A))≃Ess(A)が成り立つ。

これらの事実に基づき、有限代数系の分類を次の３つの段階に分けることができる。

1. 既約代数系の分類をする。

2. 与えられた既約代数系の族に対し、その行列積として得られる標準代数系の分類をする。

3. 与えられた標準代数系に対し、標準化がそれと一致する代数系の分類をする。

また最後の段階に関しては該当する代数系を探す範囲を限定する基本的事実として次のこ
とが知られている。

命題 3.4. 有限代数系 Aに対し、十分大きな n ∈ Z>0 をとれば (Ess(A))⊠n には Aと同型な
べき等縮約が存在する。

また上で導入された諸概念と代数系の圏の構造との関連を示す基本的な事実として次のこと
が挙げられる。次の事実はべき等縮約やその行列積を取る操作が関手になることを意味する。

命題 3.5. (A,Clo(A))を代数系とし e1, . . . , en ∈ Clo1(A)をべき等演算、X ∈ V(A)とする。
このとき次が成り立つ。

• ei のX への作用はべき等的、すなわち ei(ei(x)) = ei(x)が全ての x ∈ X に対して成り
立つ。

• 直積集合 e1(X)× · · ·× en(X)には自然に e1(A)⊠ · · ·⊠ en(A)代数系の構造が入る。（こ
れを e1(X)⊠ · · ·⊠ en(X)と書き ei(X)たちの行列積ということにする。）

• φ : X → Y が A代数系の射のとき、次の写像写像 φ′ : e1(X)⊠ · · ·⊠ en(X) → e1(Y )⊠
· · ·⊠ en(Y )

(x1, . . . , xn) 7→ (φ(x1), . . . , φ(xn))

は e1(A)⊠ · · ·⊠ en(A)代数系の射となる。

• 上述の対応X 7→ e1(X)⊠ · · ·⊠en(X)とφ 7→ φ′ はCat(V(A))からCat(V(e1(A)⊠ · · ·⊠
en(A)))への関手となる。

命題 3.6. Aを代数系、e1, . . . , enを Aのべき等演算とする。このとき {e1(A), . . . , en(A)}が
Aの被覆である必要十分条件は上述の関手 V(A) → V(e1(A)⊠ · · ·⊠ en(A))が圏同値であるこ
とである。
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以上が被覆理論の枠組みの概要である。
台集合が有限な代数系に限ればべき等縮約の族への分解は具体的な記述が可能である（べき
等縮約が有限個しかないため、個々の有限代数系に対しては原理的には極小被覆が求められ
る）。そのため、（特に）有限代数系の記述や性質の研究に有用であることが期待されるので
ある。

4 合同関係で記述される算術代数系の分類
発表の後半では既約な代数系の族が、全ての演算を持つ代数系（感覚的には生成する代数系
のクラスが“最も単純な”構造をしている、ということと同値である）のみからなる場合につ
いての考察結果を紹介した。そのような代数系は被覆理論の言葉とは独立な条件によっても
特徴付けることができ、被覆理論とは独立な結果を導かれる。その結果を述べて本稿を終わり
にしたいと思う。

4.1 Primal 代数系で被覆される代数系の代数的特徴付け
この小節では、分類を行なう代数系について、被覆理論の用語を用いない定式化と、被覆理
論を用いた特徴付けを述べる。

定義 4.1. Aを代数系とする。α ⊂ A2が次の条件をみたす Aの同値関係であるとき、αは A

の合同関係であるという：任意の n ∈ Z≥0 と f ∈ Clon(A)および ai, bi ∈ A (i ∈ {1, . . . , n})
に対し

(a1, b1), . . . , (an, bn) ∈ α =⇒ (f(a1, . . . , an), f(b1, . . . , bn)) ∈ α.

（以下この条件を f は αと整合的であるという。）
Aの合同関係の全体を Con(A)と書く。

定義 4.2. 代数系 Aが Arithmetical であるとは次の２条件が成り立つことをいう：

• Con(A)は包含関係に関して分配束をなす。

• 任意の α, β ∈ Con(A)に対し、

α ◦ β := {(a, c) ∈ A2 | ∃b ∈ A; (a, b) ∈ α, (b, c) ∈ β}

は αと β の Con(A)における上限 α ∨ β と一致する。

定義 4.3. 有限代数系 Aは

Clon(A) = {f : An → A | f は全ての Con(A) の元と整合的 }

となるとき congruence primal であるという。特に Con(A) = {∆A, A
2}, |A| ≥ 2なる con-

gruence primal 代数系を primal 代数系という。

定理 4.4. 有限代数系が arithmetical かつ congruence primal であるための必要十分条件は、
極小被覆に属する全ての代数系が primal であることである。
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4.2 Primal 代数系の行列積の分類
前節で述べたように、代数系の分類は標準代数系を分類する、それぞれの標準代数系に対し
て標準化がそれになる代数系を分類する、という手順を踏めばよい。本小節では Primal 代数
系で被覆される標準代数系の分類を行なう。与えられた標準化を持つ代数系の記述は次節に
て述べる。

記号 4.5. n ∈ Z≥0 とする。

1. 次の条件をみたす {0, 1}n 上の clone C の全体を En と書く：

(a) 写像 f1, . . . , fn : {0, 1}m → {0, 1}により

x11

...

xn1

 , . . . ,


x1m

...

xnm


 7→


f1(x11, . . . , x1m)

...

f1(xn1, . . . , xnm)


と書かれる演算は C に属する。

(b) ({0, 1}n, C)の極小被覆は n個の二点 primal 代数系からなる。

2. n点集合 {1, . . . , n}上の順序関係（反射律、反対称律、推移律をみたす二項関係）の全
体を On と書く。

補足 4.6. C ∈ En に対し、{{0}i−1 × {0, 1} × {0}n−1} | i ∈ {1, . . . , n}} は ({0, 1}n, C)の極
小被覆となる。

定理 4.7. n ∈ Z≥0 に対し、対応 ≤7→ C≤ は On から En への全単射となる。ただし C≤ は
{0, 1}n 上の演算で、“第 i成分の値は iより ≤ に関して小さい成分のみで決まる”ものの全
体である。より正確に言えば次の通り：Pi で {0, 1}n の第 i成分の {0, 1}を表すことにする。
f : (

∏
Pi)

m →
∏

Pi が C≤ に属するのは (f1, . . . , fn)（fi0 : (
∏

i≤i0
Pi)

m → Pi0）によって次
のように記述されるときである。

(f1, . . . , fn) :



x11

...

xn1

 , . . . ,


x1m

...

xnm


 7→


f1(xij)i≤1,j∈{1,...,m}

...

fn(xij)i≤n,j∈{1,...,m}



4.3 与えられた標準化を持つ代数系の記述
本小節では E≤ := ({0, 1}n, C≤)を標準化とする代数系がどのようなものであるのかを記述
する。命題 3.4によって、標準化が E≤に一致するものは E≤の行列べきのべき等縮約にしか
ないので、その範囲を調べればよい。
以下、n,mは固定された正整数、≤は {1, . . . , n}上の順序関係、Pi (i ∈ {1, . . . , n})は二点

primal 代数系、E≤ = P1 ⊠ · · ·⊠ Pn = ({0, 1}n, C≤), Qi = P⊠m
i , A = E⊠m

≤ とする。
Aは自然に Q1 ⊠ · · ·⊠Qn と同一視することができる。

命題 4.8. U ⊂ Aが Aのべき等縮約となるのは次が成り立つときである。

∀a ∈ A [(∀i ∈ I;π≤i(a) ∈ π≤i(U)) ⇒ a ∈ U ] .

ここで π≤i は射影 A →
∏

j≤i Qj を表す。
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定理 4.9. Aのべき等縮約 U に対し、Ess(U) = E≤ となるのは次が成り立つときである。

∀i ∈ I∃a ∈ π<i(U); |{x ∈ Qi | (a, x) ∈ π≤i(U)}| ≥ 2.

ただし π<i は射影 A →
∏

j<i Qj である。

この定理により、標準化がE≤となる代数系は全て具体的に記述することができる。また標
準化が E≤となる代数系が二つ与えられたとき、それらが同型となる条件は次で与えられる。

定理 4.10. m1,m2を正整数、Ai = Emi

≤ （i = 1, 2）、Uiを Aiのべき等縮約とする。U1と U2

とが同型となるのは

∀i ∈ {1, . . . , n}∀a, b ∈ U1 [π≤i(a) = π≤i(b) ⇒ π≤i(f(a)) = π≤i(f(b))]

をみたす全単射 f : U1 → U2 が存在するときである。

これらの定理により、congruence primal arithmetical 代数系は具体的な記述ができるので
ある。
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[2] K. Denecke, O. Lüders. Categorical equivalence of varieties and invariant relations,

Algebra Universalis 46(2001), 105-118.

[3] Keith A. Kearnes. Tame Congruence Theory is a localization theory, Lecture Notes

from “A Course in Tame Congruence Theory” Workshop, Budapest, 2001.

[4] Mike Behrisch. Relational Tame Congruence Theory and subalgebra primal algebras.

Master’s thesis, Dresden University of Technology, 2009.

[5] 井澤昇平、代数系のべき等既約分解、第９回城崎新人セミナー報告集、2012, 169-173

[6] Shohei Izawa, Composition of matrix products and categorical equivalence, Algebra

Universalis 69 (2013), 327-356.



絶対値べき乗型非線形項を持つ非線形シュレディンガー方程式の解のライフスパンについて

41 戍亥 隆恭

絶対値べき乗型非線形項を持つ非線形シュレディンガー

方程式の解のライフスパンについて

戍亥 隆恭 ∗

京都大学 理学研究科，2015年 2月

1 導入

本研究は, 京都大学理学研究科学振PDの池田正弘氏との共同研究である. 次の非線形シュレディ

ンガー方程式について考える.{
i∂tu+∆u = µ|u|p, (t, x) ∈ [0, T (λ))× Rd,

u(0, x) = λf(x), x ∈ Rd.
(NLS)

ここで, u = u(t, x) : [0, T ) × Rd → Cは未知関数で, ∂t =
∂
∂t , ∆ =

∑d
j=1

∂2

∂x2
j
とする. また p > 1

とし, µ ∈ C \ {0}とする. λは正のパラメータで, 初期値の大きさを表し, f = f(x)は与えられた

複素数値関数で, 初期値の形状を表す.

先ず, 解とそのライフスパンを定める.

定義 1.1 (L2-解とそのライフスパン). u : [0, T )× Rd → Cが (NLS)の L2-解であるとは, 以下の

(1)と (2)が成り立つことをいう.

(1). uが関数空間 C([0, T );L2(Rd)) ∩ L
4(p+1)
d(p−1)

t (0, T ;Lp+1
x (Rd))に属する.

(2). uが u(0, x) = λf(x)及び積分方程式

u(t, x) = eit∆u(0, x)− iµ

∫ t

0

ei(t−t′)∆|u(t′, x)|pdt′,

を満たす. ここで eit∆ = F−1eit|ξ|
2F は自由シュレディンガー発展群を表す. (F はフーリエ

変換を表す.)

また L2-解のライフスパンを

T (λ) = T (λ, f) := sup{T ∈ (0,∞]; [0, T )上で (NLS)の L2-解 uが存在する.},
と定める.

時間局所的な L2-解の存在が, 堤氏 [4]および Cazenave–Weissler氏ら [1]によって示された.

定理 1.1 ([4, 1]). f ∈ L2(Rd)とする. 1 < p ≤ 1 + 4/dのとき, ある時刻 T > 0が存在し, (NLS)

の [0, T )上の L2-解 uが唯一つ存在する.

本研究の目的は, 局所的な解が時間大域的に存在する (つまり T (λ) = ∞)か, それとも有限時間

で爆発する (T (λ) <∞)かを調べ, 更に解が有限時間で爆発する場合にはその解のライフスパンが

上からどのように評価されるかを調べることである.
∗inui@math.kyoto-u.ac.jp
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2 先行研究

次に (NLS)に関する先行研究について述べる. 今後, 簡単のため µ = 1の場合のみ考えることに

する. µ ̸= 1の場合にも同様の結果が得られる. [3]によって, 1 < p < 1 + 4/dの場合, L2ノルムが

どんなに小さい初期値に対しても, 有限時間で爆発する L2-解の存在が知られている. またそのと

きのライフスパンの上からの評価も得られた. より正確には次の定理が知られている.

定理 2.1 ([3]). 1 < p < 1 + 4/d, λ > 0とする. d/2 < k < 2/(p− 1)とし, 初期形状 f ∈ L2(Rd)

が次の条件を満たすとする.

−Imf(x) ≥

{
0, |x| ≤ 1,

|x|−k, |x| > 1.
(1)

このとき, 十分小さい λに対して, L2-解のライフスパン T (λ)は次の評価を満たす.

T (λ) ≤ Cλ−1/κ.

ただし, C は λに依らない正の定数で, κ := 1/(p− 1)− k/2である.

また Cazenave–Weissler氏ら [1]により, p = 1 + 4/dの場合には初期値の L2 ノルムが小さい場

合には局所 L2-解が大域解になることが知られている.

定理 2.2 ([1]). p = 1 + 4/d及び f ∈ L2(Rd)とする. このとき十分小さい λに対して, T (λ) = ∞
となる. 即ち局所 L2-解は大域的に存在する.

そこで, 以下の 3つの未解決問題について考える.

問題 1. 1 < p < 1 + 4/dの場合, 初期値が大きい場合のライフスパンの上から評価はどうなるか？

問題 2. p = 1 + 4/dの場合, 初期値が大きい場合にも L2-解が大域的に存在するか？

問題 3. p > 1 + 4/dの場合, そもそも局所的な解が存在するか？

本研究により, この 3つの問題に対して以下のような解答を得ることができた.

3 主結果

3.1 問題 1, 2について

先ず, 1 < p ≤ 1 + 4/dの場合を考える. この場合には, 以下のように, 初期値が大きい場合には,

有限時間で爆発する L2-解が存在することがわかった. またそのときのライフスパンの評価も得る

ことができた.

定理 3.1 ([2]). 1 < p ≤ 1 + 4/dのとき, k < d/2(≤ 2/(p− 1))を満たし, かつ, 初期形状 f が以下

の条件を満たしているとする.

−Imf(x) ≥

{
|x|−k, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1.
(2)

このとき, 十分大きい λに対して, L2-解の最大存在時間 T (λ)は次の評価を満たす.

T (λ) ≤ Cλ−1/κ.

ここで, C は λに依らない正の定数で, κ = 1/(p− 1)− k/2である. 特に解のノルムが有限時間で

発散する.
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3.2 問題 3について

次に p > 1 + 4/dの場合について考える. 以下のように弱い意味での解, 弱解を定める.

定義 3.1 (弱解). uが [0, T )の (NLS)の弱解であるとは, 以下の (1)と (2)が成り立つことをいう.

(1). u ∈ Lp
loc([0, T )× Rd).

(2). 任意の φ ∈ C∞
0 ([0, T )× Rd)に対して, 次の等式が成り立つ.∫

[0,T )×Rd

u(−i∂tφ+∆φ)dxdt = iλ

∫
Rd

f(x)φ(0, x)dx+

∫
[0,T )×Rd

|u|pφdxdt.

注意 3.1. 1 < p ≤ 1 + 4/dの場合, (NLS)の L2-解は弱解になっている.

このとき, 次の定理が得られる.

定理 3.2 ([2]). p > 1 + 4/dのとき, 2/(p− 1) < k < d/2を満たし, かつ, 初期形状 f が (2)の条

件を満たしているとする. このとき, 或る T > 0と [0, T )上の弱解が存在したとすると, λ = 0で

ある.

これは p > 1 + 4/dにおいては局所的な弱解が一般には存在しないことを意味している.

4 主結果の証明

テスト関数 η = η(t) ∈ C∞
0 ([0,∞))と ϕ = ϕ(x) ∈ C∞

0 (Rd)を 0 ≤ η, ϕ ≤ 1かつ

η(t) :=

1 (0 ≤ t < 1/2),

0 (t ≥ 1),
ϕ(x) :=

1 (0 ≤ |x| < 1/2),

0 (|x| ≥ 1),

を満たすように定める. また τ > 0に対して

ψτ = ψτ (t, x) := ητ (t)ϕτ (x) := η(t/τ)ϕ(x/
√
τ),

と定める. 以下では原点中心, 半径 r > 0の開球を B(r) := {x ∈ Rd; |x| < r}で表すことにする.

主結果の証明において, 次の補題が重要な役割を果たす.

補題 4.1. l ∈ N を l ≥ 2q + 1 を満たすものとする. ただし q := p/(p − 1)(p のヘルダー共役

指数)とする. また f ∈ L1
loc(Rd)とし, uを [0, T )上の (NLS)の弱解とする. このとき或る定数

C = C(d, p, l) > 0が存在して, 任意の τ ∈ (0, T )に対し

−λ
∫
B(

√
τ)

Imf(x)ϕlτ (x)dx ≤ Cτ (d+2)/2−q (3)

が成り立つ.

⟨証明 ⟩. τ ∈ (0, T )に対して

I(τ) :=

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u(t, x)|pψl
τ (t, x)dxdt, J(τ) :=

∫
B(

√
τ)

f(x)ϕlτ (x)dx, (4)
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と定める. uが [0, T )上の弱解であり, ψl
τ ∈ C∞

0 ([0, T )× Rd)なので,

I(τ) + iλJ(τ) =

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

(−iu)∂t(ψl
τ )dxdt+

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

(−u)∆(ψl
τ )dxdt. (5)

(5)の実部をとると,

I(τ)− λImJ(τ) =

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

(Imu)∂t(ψ
l
τ )dxdt+

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

(−Reu)∆(ψl
τ )dxdt (6)

=: K1 +K2.

先ずK1 について評価する. l/q − 1 ≥ 0とヘルダーの不等式より,

K1 ≤ lτ−1

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u|ηl−1
τ ϕlτ |η′(t/τ)|dxdt ≤ Cτ−1

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u|ψl/p
τ dxdt (7)

≤ Cτ−1{I(τ)}1/p
(∫

[0,τ)×B(
√
τ)

dxdt

)1/q

= Cτ (d+2)/2q−1{I(τ)}1/p.

となる. 次にK2 を評価する. l/q − 2 ≥ 0とヘルダーの不等式から,

K2 ≤ l(l − 1)τ−1

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u|ηlτϕl−2
τ |(∇ϕ)(x/

√
τ)|2dxdt (8)

+ lτ−1

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u|ηlτϕl−1
τ |(∆ϕ)(x/

√
τ)|dxdt

≤ Cτ−1

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u|ψl/p
τ dxdt ≤ Cτ (d+2)/2q−1{I(τ)}1/p.

を得る. ここで (5)から (8)より,

−λImJ(τ) ≤ Cτ (d+2)/2q−1{I(τ)}1/p − I(τ). (9)

いま p, q > 1かつ 1/p+ 1/q = 1であることに注意すると, a, b > 0に対して ab ≤ ap/p+ bq/qな

ので, 右辺の第 1項は

Cτ (d+2)/2q−1{I(τ)}1/p ≤ Cτ (d+2)/2−q + I(τ). (10)

と評価できる. 従って (9)-(10)より,

−λImJ(τ) ≤ Cτ (d+2)/2−q, (11)

を得る. ただし C は d, p, lにのみ依存する正の定数である.

f が原点で特異性を持つという条件 (2)を課すことによって, 補題 4.1から次の補題 4.2が得ら

れる. 補題 4.2のおかげで, λが大きい場合を扱うことができるようになった.

補題 4.2. 補題 4.1と同じ仮定を満たすとする. さらに f が k < dに対して (2)を満たすとする.

このとき, 任意の τ ∈ (0, T )に対して

λ ≤ Cτ (k+2)/2−q

(∫
|x|≤1/

√
τ

|x|−kϕl(x)dx

)−1

(12)

が成り立つ. ここで C > 0は補題 4.1と同じ定数である.
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⟨証明 ⟩. 補題 4.1で得られた不等式に (2)を満たす f を代入すれば良い.

ここでは定理 3.2のみ証明する.

⟨定理 3.2の証明 ⟩. 或る T > 0 と [0, T ) 上の弱解 u が存在したとする. 補題 4.2 より, 任意の

τ ∈ (0, T )に対して

λ ≤ C1τ
(k+2)/2−q{L(τ)}−1, (13)

が成り立つ. ここで L(τ) :=
∫
|x|≤1/

√
τ
|x|−kϕl(x)dxである. L(τ)は τ に関して [0,∞)上単調減少

であり, k < d/2 < dなので, 任意の τ ∈ (0, 4)に対して

L(τ) > L(4) =

∫
|x|<1/2

|x|−kdx =: C2(<∞), (14)

が成り立つ. いま (13)-(14)より, 任意の τ ∈ (0,min(4, T ))に対して

0 ≤ λ ≤ C1C
−1
2 τ (k+2)/2−q, (15)

を得る. 仮定より 2/(p− 1) < kなので, k/2− 1/(p− 1) = (k + 2)/2− q > 0である. 従って (15)

において τ → +0とすれば, λ = 0を得る.

定理 3.1の証明や詳しい情報は, 参考文献 [2]をご覧いただきたい.
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素数の彩色に向けて

植木潤 ∗

九州大学大学院数理学府 D2，2015年 2月

概要. 本稿では、まず「数論的位相幾何学」の見方について紹介する。次にその演習として「素数の彩色数」を定義し、
“妄想” を付記する。その後、新甫氏との共同研究「三次元多様体と very admissible な絡み目のイデール類体論」の概説
を述べ、最後に今後の展望について、城崎での交流を通じて考えたことを交えて記す。

1 M2KR dictionary

1963 年の Mazur 氏のノートが「結び目と素数の類似」についての最初の文献と言われるが、そこには
Mumford氏から示唆されたとある。Kapranov氏と Reznikov氏がMax Plank研究所でこれを辞書の形に整
理し「arithmetic topology (数論的位相幾何学)」と命名した。日本では森下昌紀氏が独立に創始した（[森下]）。

代数体 k（SpecOk） 有向連結閉 三次元多様体M
素イデアル p（SpecFp ↪→ SpecOk） 結び目 K : S1 ↪→M

族 S = {p1, ..., ps} 絡み目 L : ⊔S1 ↪→M
体の（不分岐, 分岐）拡大 F/k 多様体の（(不分岐), 分岐）被覆 h : N →M

étale基本群 πét
1 (SpecOk) 基本群 π1(M)

イデアル類群 Cl(k) = Ik/Pk H1(M) = Z1(M)/B1(M)
（事実： #Cl(k) <∞） （仮定：#H1(M) <∞（⇐⇒

iff
M : QHS3））

Artin πét
1 (SpecOk)

ab ∼= Cl(k) ∼= Gal(kur
ab /k) Hurewicz π1(M)ab ∼= H1(M) ∼= Gal(Mab/M)

分岐条件付きガロア理論 分岐被覆空間の理論, [U1]
イデール類体論 [N], [NU]

岩澤理論 Alexander-Fox理論, [U2]
Zp 拡大 k∞/k, 岩澤多項式 Z被覆 X∞ → X, Alexander多項式

肥田-Mazur理論 Thurstonの理論, [MTTU]

岩澤理論と Alexander 理論は基本群の GL1 表現の変形理論と見ることができる。肥田-Mazur 理論や
[MTTU]は 2次元（非可換）表現の変形理論である。
踏み込んだ目的意識としては、たとえば以下がある。

(i) 古典的な代数的整数論に対して新しい知見を与える。整数論は「代数体と関数体の類似」を大事にしてい
るが、その視点からは生まれないような結果を得たい。

(ii) 「数論はもともと量子化されている」と言われる。位相幾何の面白い “量子化”を考えたい。

(iii) 付加構造の下で関手対応を作りたい。

こうした目的のために、類似の辞書を地道に育てていく研究にも意味がある。そのなかで、類体論や岩澤
理論、またその非可換化などのトポロジー版を創り育てることは由緒正しい問題と考えられる。蒲谷氏の講
演の最後で紹介された Bergeron-Venkateshや Le氏らの仕事も、双曲多様体で岩澤理論を考えている。補空
間の基本群 πét

1 (SpecOk − S)と π1(M −L)の類似に留まらない何かがあるのかどうか？ が一つの気になる
点である。（あると期待している。）

この記事で扱う「分岐」について補足しておく。F/kをガロア拡大とする。kの素イデアル p ⊂ Ok の OF

における素イデアル分解の様子は、pOF = P,P1 · · ·Pr,P
e という基本的な 3種類の振舞いの組み合わせで

捉えられる。これらを惰性、分解、分岐という。また h : N → M を絡み目で分岐する 3次元多様体の分岐
被覆とする。結び目K ⊂M を取ると、逆像 h−1(K)の様子は惰性（伸びる）、分解、分岐（hの h−1(K)へ
の制限が一対一写像になる）という基本的な 3つの場合の組み合わせで理解できる。

なお本稿では紙面の都合で十分な文献表を付けられなかった。「代数的整数論とその周辺 2014」報告集な
どを合わせてご参照いただきたい。

∗uekijun46@gmail.com
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2 彩色
一昨年末に RIMSで行われた研究集会「代数的整数論とその周辺 2013」で藤原一宏氏の言葉が印象的だっ

た。曰く「よく誤解されるが、私は大きな問題ではなく、小さな問題から始めるのです。」
素数の彩色の研究は、まだ始まっていないとも言えるが、この一つの種子が、いつか天野氏の 4つ組の素

数に対するミルナー不変量の研究のような仕事につながることを期待している。

2.1 絡み目の彩色（[P]）

定義. S3 内の絡み目 Lを、上下関係の情報を残して R2 上に射影した図式を考える。その各 arcに R,G,B
の三色から選んで色を付ける方法であって、図式中の各交点において「異なる色の arcの下を潜ると色が変
わる」ようなものを 3彩色といい、その総数を 3彩色数といい col3(L)と書く。
同様に、図式の各 arcに Z/nZの元を対応させる方法で、「各交点において、下の 2つの arcに対応する数の

和が上の arcに対応する数の 2倍である」ものを n彩色という。その総数を n彩色数といい coln(L)と書く。

図式のライデマイスター変形で彩色数が不変であることが容易に確かめられ、これらは絡み目の位相不変
量であることが分かる。例えば 3彩色数を見ると 三葉結び目 ̸=自明な結び目 が言える。

命題 2.1. 絡み目の図式の一部に着目する。一枚の帯の上に二本の糸を並行にのせ、それを帯ごと n回半捻
りすると、新しい絡み目を得る。この操作を n half-twistsという。n彩色数は n half-twistsで保たれる。

彩色数には、絡み目群や分岐被覆のホモロジーを用いた解釈がある：

命題 2.2. n彩色は、補空間の基本群から二面体群への準同型 π1(S
3 − L)→ Dn であって “偶数長の元”を

1に送るものと一対一に対応する。さらに、Lでちょうど分岐する S3 の二重分岐被覆 h : M → S3 が一意に
存在するが、準同型 H1(M)→ Z/nZ と n : 1に対応する。

また、ジョーンズ多項式の特殊値や、統計物理学における状態和の考えを用いた解釈もある。さらに、一
般の群やカンドルなどによる彩色も考えられている。枠付絡み目や曲面結び目に対しても理論の拡張がある。

2.1.1 素数の族の彩色

S = {p1, ..., pr} ⊂ SpecZ∪ {∞} を素数と無限素点からなる有限集合とする。S で分岐する Qの二次拡大
k を考える。これは存在すれば一意であり、存在しないのは以下の 2つの場合である。

(1) S が 4で割ると 3余る素数を奇数個含み、∞, 2を含まないとき。

(2) S が 4で割ると 3余る素数を偶数個含み、∞を含み、2を含まないとき。

なお∞ ̸∈ S ⇐⇒
iff

kが総実である。このような Sに対して、∞ ∈ Sならば最大 S外不分岐ガロア群、∞ ̸∈ S

ならば最大 S 外不分岐総実ガロア群を GS と書き、π1(S
3 − L)の類似物と見る。

定義. この群から二面体群への準同型 GS → Dn であって “偶数長の元”を 1に送るものを S の n彩色と呼
ぶことにする。その個数を n彩色数と呼び coln(S)と書く。

命題 2.3. n彩色は Cl(k)(n) → Z/nZと n : 1に対応する。

二次体の類群は古典的な理論として知られている。例えば次がすぐ分かる。

例 2.4. 非自明な 3彩色を持つ最小の素数は 23である。

絡み目の彩色数が n half-twistsで保たれたことの類似として、次が考えられる。

問題 2.5. 集合 {S の全体 }上の適当な同値関係であって彩色数を保つものを見つけよ。

この応用、野心的な目標として例えば次がある。

予想 2.6 (Gauss). 類数 1の実二次体は無数にある。

これを弱めた命題「p ̸= q を素数とするとき、類数が pq で割れない二次体が無数にある」が真であること
は、pq = 6の場合が Belabas-Fouvryの論文 (1999)で示されているのみである。

妄想. これは最初の「図式から定まる素数の不変量」と言えるかもしれない。ジョーンズ多項式の直接の対応物はまだ提
案されていないと思う。状態和の考えはゼータ関数と相性が良いと聞く。カンドルの心が「余次元 2」ならば数論に適用で
きても良さそうだ。ミルナー不変量との関係はどうか。高次のスキームに対してはどうか。3次元多様体と絡み目の不変量
である Casson 不変量はユニタリ表現の個数を正規化して数えるが、表現の個数を数えるという点が共通している。
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3 新甫のイデール理論（[N], [NU]）
九大の新甫氏が修士論文 [N]の中で提案された枠組みについて、研究を徹底させたのが [NU]である。Sikora

氏の personal noteの内容に一通り答えるという差当りの目標は達成された。研究集会「結び目の数学 VII」
報告集の新甫氏の記事と本稿を併せると要所が尽くされるだろう。なお本稿では簡単のため、大域理論につ
いては、Hurewicz同型を固定し、群を同一視して記述する。

3.1 数体と結び目の局所類体論

局所体 kp に対して、次の完全列の可換図式がある。

0 // O×
p

//

��

k×
p

vp //

ρp

��

Z //

��

0

0 // Gal(kab
p /kur

p ) // Gal(kab
p /kp) // Gal(kur

p /kp) // 0

右上の vp は付値と呼ばれる。中央の縦は局所類体論の基本写像と呼ばれる単射準同型で稠密な像を持つ。
左下は惰性群 Ip のアーベル商である。右下については Gal(kur

p /kp) ∼= Gal(Fp/Fp) ∼= Ẑが成り立つ。
局所体の拡大は事情が複雑で、非アーベルがあるし、分岐には wildと tameの二通りがある。特に tame

商を見ると、1 → Itp = ⟨τ⟩ → πt
1(Spec(kp)) = ⟨τ, σ|τ q−1[τ, σ]⟩ → Gal(Fp/Fp) = ⟨σ⟩ → 1 という完全列が

ある。ここに τ はモノドロミー、σ はフロベニウスと呼ばれる。

次に結び目 K ⊂ M に対し、管状近傍を VK と書く。その境界の 2次元トーラス ∂VK の基本群はアーベ
ルであるから、結び目のほうの局所理論は簡単である。元 µK , λK ∈ H1(∂VK)を K のメリディアンとロン
ジチュードとする。各多様体 X の普遍被覆を X̃ → X と書く。次の完全列の可換図式がある。

0 // ⟨µK⟩ //

��

H1(∂VK)
vK //

Hur.

��

H1(VK) = ⟨λK⟩ //

��

0

0 // Gal(∂̃VK/∂ṼK) // Gal(∂̃VK/∂VK) // Gal(ṼK/VK) // 0

左上について同型 ∂∗ : H2(VK , ∂VK)
∼=→ ⟨µK⟩ が成り立つ。「辞書」によれば単数と曲面の類が対応するが、

局所でもそうなっている。中央の群は π1(∂VK) = ⟨µK , λK |[µK , λK ]⟩ ∼= H1(∂VK) ∼= Z2 となっており、数
論の tame の場合はこれが “量子化” されたものと見れる。付値に対応する写像 vK は、包含 ∂VK ↪→ VK

が導く射である。縦は全て Hurewicz の同型であり、左下は K の惰性群 IK = Gal(∂̃VK/∂ṼK)、右下は
Gal(ṼK/VK) ∼= Gal(K̃/K)となっている。

3.2 数体の類体論

数体 k に対し、イデール群を制限直積によって次のように定義する。

Ik :=
∏⨿
p

k×
p =

{
(ap)p ∈

∏
p: prime

k×
p

∣∣∣∣∣ vp(ap) = 0 for almost all finite primes p

}
,

すると主イデール群 PK := Im(k× ↪→ IK)、イデール類群 Ck := Ik/Pk が定められる。さらに単イデール群
Uk := Ker(

∏
vp) < Ik を考えると、同型 Ik/(Uk · Pk) ∼= Cl(k)がある。

イデール類群 Ck には二つの自然な位相が入って位相群となる。一つはノルム位相と呼ばれ、有限次アー
ベル拡大のイデール類群のノルムによる像が 0の基本近傍系を成す。もう一つは、ここでは標準位相と呼ぶ。
まず局所理論で局所ノルム位相を考え、Ik に制限直積位相と呼ばれる位相を導入する。制限直積位相は直積
位相よりも開集合が多い。その商位相として得られるものを考える。

ここで考える体は全て複素数体Cの中に固定されているものとする。群Gal(kab/k) = lim←−
F/k: fin.ab.

Gal(F/k)

について次が成り立つ（ノイキルヒ「代数的整数論」、加藤・黒川・斎藤「数論 I」など）。
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定理 3.1 (GCFT). 稠密な像を持つ自然な単射準同型 ρ : Ck → Gal(kab/k)があって次を満たす。
(1) 局所理論と整合的である。
(2) (Artin相互律) 任意の有限次アーベル拡大 F/k に対し、同型 Ck/NrCF

∼= Gal(F/k)を導く。
(3) (存在定理) {H < Ck | open w.r.t.ノルム位相 } = {H < Ck | open w.r.t.標準位相, 指数有限 } と
{C/F/k |F は k の有限次アーベル拡大 }の間に自然な全単射を導く。

なお (2)からは例えば平方剰余の相互法則が従うことが知られている。

3.3 Very admissible link

以下では 3次元多様体M を固定し有向連結閉を仮定する。数体の素イデアルの全体の対応物を定める：

定義 ([N],[NU]). K ⊂M が very admissible linkであるとは、次を満たすことである。
(1) 可算成分の絡み目である。(2) 管状近傍 VK = ⊔KVK を備える。(3) K内の有限絡み目で分岐する任意の
アーベル被覆 h : N →M に対して、H1(N)が逆像 h−1(K)の成分たちによって生成される。

例えば S3 内の自明な結び目は very admissible である。トレフォイルを含む very admissible link は無限
成分の絡み目である。以下では絡み目といったら成分が可算無限個あっても良く、管状近傍を備えるとする。

定理 3.2 ([NU]). M 内の任意の絡み目 Lに対し、Lを含む very admissible link Kが存在する。

ここではより強く、定義の条件 (3)から「アーベル」を外したものの構成を述べる。次を用いる。

補題 3.3. LがM 内の絡み目のとき、Lを含むある絡み目 Lがあって、L内の有限絡み目で分岐するような
任意の有限次被覆 h : N →M に対し、H1(N)を Lの逆像の連結成分たちが生成する。

証明: 分岐被覆は分岐成分の補空間の不分岐被覆から Fox完備化によって得られ、不分岐被覆は基本群の部分
群と、被覆のガロア理論によって一対一に対応する。各有限絡み目 L′ ⊂ Lに対し、有限生成群 π1(M − L′)
の指数有限部分群は可算個であることに気をつけると、そのような分岐被覆は可算個であるから、その全体
の集合を {hi : Ni →M}i∈N と書く。絡み目の包含列 {Li}i を次のように再帰的に構成し、L = ∪Li とおけ
ばよい。まず L−1 = Lとする。次に i ∈ Nに対し、Li−1 が与えられていたとする。Ni はコンパクトなので
H1(Ni)は有限生成である。よって Ni 内の絡み目 L̃i であって、h−1(Li−1)を含み、その成分たちがH1(Ni)

を生成し、像 hi(L̃i)が再びM の絡み目になるものが取れる。ここで Li := hi(L̃i)と置く。

証明 (定理): M 内の絡み目の包含列 {Ki}i を次のように再帰的に構成し、K := ∪Ki とすればよい。まず
K−1 = Lと置く。つぎに i ∈ Nに対し Ki−1 が与えられていたとし、Ki−1 から補題によって得られる絡み目
を Ki とする。

Remark. さらに、「絡み目が H1 を生成する」という条件を強めて、「絡み目の各成分と基点を途中で交わ
らない pathでつなぎ向きを与えたものたちが基本群を生成する」とすることもできる。

3.4 新甫のイデール

以下ではM 内に very admissible link Kを固定する。また各連結成分K ⊂ Kに対し、メリディアンとロ
ンジチュード µK , λK ∈ H1(∂VK)を固定する。対 (M,K)のイデール群を次のように定める。

IM,K :=
∏⨿

K⊂K

H1(∂VK) =

{
(aK)K ∈

∏
K⊂K

H1(∂VK)

∣∣∣∣∣ vK(aK) = 0 for almost all K

}
.

また、群 Gab := lim←−
L⊂K finite

H1(M − L)を Gal(kab/k)の対応物として考え、主イデール群とイデール類群を

PM,K = Ker(IM,K → Gab)とCM,K := IM,K/PM,Kで定義する。（ここでPM,Kは lim←−L⊂K
H2(XL, ∂XL), XL :=

M − VL の適当な部分群の IM,K における像であり、単数と曲面の類似の自然な拡張と見れる。）さらに
単イデール群 UM,K := Ker(

∏
vK) < IM,K を定めると、これはメリディアンたちで生成される。同型

IM,K/(UM,K + PM,K) ∼= H1(M)がある。

イデール類群 CM,K には二つの自然な位相が入り位相群となる。一つはノルム位相と名付けられ、これは
各有限次分岐アーベル被覆のイデール類群の像を 0の基本近傍系とするものである。もう一つは標準位相と
名付けられ、これは局所ノルム位相の制限直積位相の商位相として定義される。もしM が有理ホモロジー球
面ならばこの二つは一致するが、一般には異なる。
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3.5 3次元多様体のイデール類体論

定理 3.4 (GCFT;[N],[NU]). 自然な同型 CM,K
∼=→ Gab = lim←−

L⊂K finite

H1(M − L)があって次を満たす。

(1) 局所理論と整合的である。
(2) (大域相互律) K 内の有限絡み目で分岐する任意の有限次アーベル被覆 h : N → M に対して、同型
CM,K/h∗(CN,h−1(K)) ∼= Gal(h) を導く。
(3) (存在定理) {H < CM,K | open w.r.t.ノルム位相 } = {H < CM,K | open w.r.t.標準位相, 指数有限 } と
{K内の有限絡み目で分岐する有限アーベル被覆 h : N →Mの基点付き同型類} の間に自然な全単射を導く。

Remark. 「基点付き被覆の同型類」を考えることは、固定された十分大きな体（例えば C）の中で数体を
考えることに対応する。実際、数論幾何では SpecC→ SpecOk が基点と呼ばれる。逆にM の「K分岐最大
アーベル被覆」を副有限被覆として取り、その商として得られる有限次被覆全体の集合を考えてもよい。
定理の証明は、IM,K = (meridian part)⊕ (longitude part) ∼= ZN ⊕ Z⊕N から CM,K への商写像が扱いや

すい商を経由することに気をつければ、あとは概ね自然である。数論の方では「ノルム剰余記号」を導入し
て行われる証明があるが、結び目のほうでも、そのようにもできる。ノルム剰余記号の特別な場合としてル
ジャンドル記号と mod 2の絡み目数を同じように見ることができる。
他に、数論では、類体公理から導く方法もあった。(M,K)のイデール群やイデール類群のTate cohomology

は、ノルムとトレースの役割が部分的に逆転しており、惰性成分を余計に数えてしまうため、見た目が異なる。

3.6 展望など

新甫氏によって提案されたこの枠組について、今後やるべき由緒正しい問題はまだまだ無数にあるが、枠
組み自体を検討するという方向性もある。機密に支障のない範囲で研究のメモを記す。

• 非アーベル版を考える。コホモロジーをベースに書き換える。• 無限素点の類似物は EndM だと言われる。今回は
M が閉を仮定しているので空であるが、Hajir氏の研究がある。• 積公式が成り立つような別の枠組みを Kopei 氏が提案
している。• また別の枠組みだが、虚数乗法の類似について Conne-Marcolli-Ramachandranの研究がある。• Kummer

対と Blanchfield 対の類似がある一方で、河澄氏のMorita-Mumford 類の研究が高次 Kummer 理論に当たると指摘され
ている。• ゼータ関数と絡ませたい。岩澤理論、肥田理論の類似を合わせて考えてゆきたい。• 多重ゼータ値とジョーン
ズ多項式の関係について Le-村上の研究を、近年になって古庄氏が発展させている。FMZV との関係が気になる。• 双曲
結び目補空間の双曲体積とゼータ値が概念的に対応する。P.Scholze 氏も数論的双曲 3 次元多様体の体積を perfectoid や
Galois表現との関係で議論している。• 関真一朗氏から「結び目の素数定理はあるか」と訊かれた。結び目の全体は連結和
についてモノイドを成す。図式の最小交点数による順序を入れて自然数で添字付けると、π(n) :=

#{Ki | i≤n,prime knot}
#{Ki | i≤n}

の振舞いを定式化できる。ほかに既存の研究として、砂田利一「基本群とラプラシアン」の中で測地線の素数定理が議論さ
れている。また McMullen 氏の論文でチェボタレフ密度定理の類似が示されている。• 「オイラーシステムはあるか」と
も訊かれ、探しているところです、と答えた。代数幾何の方でも探しているところだと聞いたことがある。むしろ結び目か
ら示唆を得て、オイラーシステムを用いずにセルマー群を直接叩く研究があるらしい。•「一元体」の考えは、数論におい
て “準古典極限” を取ることだとも説明されるが、理解のために結び目での類似の考察が意味を持つと考えられる。

謝辞. 運営委員の方たち、出資してくださった先生方、城崎でコメントを下さった蒲谷祐一、関真一朗、平川
義之輔の各氏、また彩色について議論したり、本原稿に目を通しコメントを下さったりした、木村巌、古川
遼、三原朋樹、新甫洋史の各氏らに感謝します。本研究は JSPS科研費 (25-2241)の助成を受けたものです。
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早稲田大学大学院基幹理工学研究科，2015年 2月

1 はじめに

本稿では，移流拡散方程式を扱い，流れ問題に対する数値解法である特性曲線有限要素法を紹介

する．

移流拡散方程式やNavier–Stokes方程式のように，移流項が支配的な問題において，Galerkin有

限要素法は不安定である．特性曲線有限要素法（Lagrange–Galerkin法とも呼ばれる）はこれらの

流れ問題に対して有効な手法である．本手法に関しては [1, 2, 3, 4, 5]などを参照していただきた

い．Galerkin有限要素法と異なり，物質微分項 ∂ϕ
∂t + u · ∇ϕを直接近似する．さらに，最終的に解

くべき連立一次方程式に現れる係数行列が対称で，時間に依存しないという特長を持っており，効

率的な計算を行うことができる．

しかし，特性曲線有限要素法で現れる，合成関数項の積分計算を厳密に行うことは一般には不可

能である．そのため，従来はそこに数値積分が用いられたが，粗い数値積分は不安定な数値結果を

導くことが知られている [4]．一方，我々は厳密に積分ができるスキームを作成した．

本稿では従来の特性曲線有限要素スキームと数値積分誤差を伴わないスキームを紹介する．

本報告は田端正久氏（早稲田大学理工学術院）との共同研究に基づくものである．

2 準備

ϕ : Ω× (0, T ) → Rを未知関数とする移流拡散問題：

∂ϕ

∂t
+ u · ∇ϕ− ν∆ϕ = f, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

ϕ = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

ϕ = ϕ0, x ∈ Ω, t = 0,

を考える．ここに，Ωは Rd(d = 2, 3) の多角形領域, ∂Ωはその境界，T > 0は時刻, ν > 0は拡

散係数, u : Ω× (0, T ) → Rd, f : Ω× (0, T ) → R, ϕ0 : Ω → R はそれぞれ与えられた関数である．
u(x, t) = 0 ((x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ))を仮定する．

まず，時間方向の離散化の方法を述べる．∆t > 0を時間刻み， NT ≡ ⌊T/∆t⌋を総ステップ数，
tn ≡ n∆t とし，ϕn ≡ ϕ(·, tn)とする．un なども同様である.

∗su48@fuji.waseda.jp
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uを滑らかと仮定して，特性曲線X(t;x, s)を常微分方程式系dX
dt (t;x, s) = u(X(t;x, s), t), t < s,

X(s;x, s) = x

の解として定義する．これを用いると物質微分項 ( ∂
∂t + u · ∇)ϕは(

∂

∂t
+ u · ∇

)
ϕ(X(t), t) =

d

dt
ϕ(X(t), t)

と書ける．w : Ω → Rd に対して，写像X1(w) : Ω → Rd を

(X1(w))(x) ≡ x− w(x)∆t.

で定める．写像X1(u(·, t))はX(t−∆t;x, t)のEuler近似である. 記号 ◦は関数の合成 (g ◦f)(x) ≡
g(f(x))を表す.

これらの記号を用いると物質微分項を
ϕn − ϕn−1 ◦X1(u

n)

∆t
で近似することができ，

∂ϕn

∂t
+ un · ∇ϕn − ϕn − ϕn−1 ◦X1(u

n)

∆t
= O(∆t) (1)

が成り立つ．このことは Taylor展開

(ϕn−1 ◦X1(u
n))(x) = ϕ(x− un(x)∆t, tn−1)

= ϕ(x, tn)−∆t

(
∂ϕ

∂t
(x, tn) + un(x) · ∇ϕ(x, tn)

)
+O(∆t2)

から分かる．また， (1)の O(∆t)の項を具体的に書くと次のようになる：

y(x, s) = x+ (s− 1)∆t un(x), t(s) = tn−1 + s∆t

と置くと，
ϕn − ϕn−1 ◦X1(u

n)

∆t
=

1

∆t

[
ϕ(y(·, s), t(s))

]1
s=0

が成り立つことから

((1)の左辺) =
∂ϕn

∂t
+ un · ∇ϕn −

∫ 1

0

{
un(·) · ∇ϕ+

∂ϕ

∂t

}
(y(·, s), t(s))ds

= ∆t

∫ 1

0

ds

∫ 1

s

{(
un(·) · ∇+

∂

∂t

)2

ϕ

}
(y(·, s1), t(s1))ds1,

ここに， (
un · ∇+

∂

∂t

)2

=

d∑
i,j=1

uni u
n
j

∂2

∂xi∂xj
+ 2

d∑
i=1

uni
∂2

∂xi∂t
+
∂2

∂t2
.

次に，空間方向の有限要素近似について述べる．Th = {K}を Ω̄の三角形 (d = 2)または四面体

(d = 3)分割 (図 1)，h ≡ maxK∈Th
diam(K)を最大要素長とする．本稿では三角形が “つぶれな

い”正則な三角形分割列 {Th}h↓0 を考える．kを正整数として，Pk 有限要素空間 Vh ⊂ H1
0 (Ω)を

Vh ≡ {vh ∈ C(Ω̄) ∩H1
0 (Ω); vh|K ∈ Pk(K), ∀K ∈ Th}.

で定める．ここに，Pk(K)はK 上の高々k次多項式の集合を表す．P1, P2空間の基底関数の例を

図 2に示した．
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図 1: Ω̄の三角形分割.

図 2: 有限要素空間の基底関数．P1(左)，P2(中，右)．

3 特性曲線有限要素スキーム

Π
(k)
h : C(Ω̄) ∩H1

0 (Ω) → Vh を Pk 有限要素空間への Lagrange補間作用素とする．括弧 (·, ·)は
L2(Ω)の内積を表す．従来の特性曲線有限要素スキームは次で定義される．

スキーム 0. ϕ0h = Π
(k)
h ϕ0 とする. 次を満たす {ϕnh}

NT

n=1 ⊂ Vh を求めよ：(
ϕnh − ϕn−1

h ◦X1(u
n)

∆t
, ψh

)
+ ν(∇ϕnh,∇ψh) = (fn, ψh), ∀ψh ∈ Vh,

n = 1, . . . , NT .

合成関数項 (ϕn−1
h ◦X1(u

n), ψh)が厳密に積分されると仮定すれば，数値解の安定性と，厳密解

への収束性を示すことができる [1].

関数 ϕn−1
h は要素K 上で多項式であるが, 合成関数 ϕn−1

h ◦X1(u
n)は一般にはK 上で多項式で

ない． 像X1(u
n)(K) が複数の要素に跨るからである （図 3左）. ゆえに (ϕn−1

h ◦X1(u
n), ψh)を

厳密に積分することは困難である．現実的にはそこに数値積分が使われる．しかし，数値積分誤差

を用いるスキームの収束性は得られておらず，さらに，粗い数値積分を用いると不安定になりうる

ことが知られている [4, 6].

数値積分誤差を伴わないスキームを述べる．

スキーム 1. ϕ0h = Π
(k)
h ϕ0 とする. 次を満たす {ϕnh}

NT

n=1 ⊂ Vh を求めよ：(
ϕnh − ϕn−1

h ◦X1(Π
(1)
h un)

∆t
, ψh

)
+ ν(∇ϕnh,∇ψh) = (fn, ψh), ∀ψh ∈ Vh,

n = 1, . . . , NT .
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K

X1HunLHKL

K

X1HPh
H1LunLHKL

図 3: 要素K とその像X1(u
n)(K)（左）， X1(Π

(1)
h un)(K)（右）.

局所線形化流速場Π
(1)
h unを用いることにより，要素Kの像X1(Π

(1)
h un)(K)は三角形となる (図

3右)．積分 (ϕn−1
h ◦X1(Π

(1)
h un), ψh)は厳密に行うことができる.

スキーム 1は本質的に無条件安定であり，厳密解 ϕと与えられた流速 uの滑らかさの仮定と適

切な∆tの制限の下

∥ϕ− ϕh∥ℓ∞(L2) +
√
ν ∥∇(ϕ− ϕh)∥ℓ2(L2) ≤ c(hk + h2 +∆t)

を示すことができる．ここに，ψ = {ψn}NT

n=0 に対して

∥ψ∥ℓ∞(L2) ≡ max{∥ψn∥L2(Ω) ;n = 0, . . . , NT },

∥ψ∥ℓ2(L2) ≡

(
∆t

NT∑
n=1

∥ψn∥2L2(Ω)

)1/2

であり，cは ν, h,∆tに依らない正定数である．P1, P2要素を用いる場合には，スキーム 0と同じ

精度である．

4 おわりに

本稿では特性曲線有限要素法のアイデアと，従来のスキーム，数値積分を伴わないスキームを紹

介した．ここでは述べなかったが，特性曲線有限要素法による近似はOseen方程式やNavier–Stokes

方程式に対しても適用可能である [5, 2, 3]．

最後に関連する文献について述べる．有限要素法の数学的理論については [7, 8, 9, 10]を，そ

のプログラムの方法については [11, 12]などを参照していただきたい．ソフトウェア FreeFem++

(http://www.freefem.org/ff++/) には，数値積分を用いる特性曲線有限要素法を含む，有限要

素計算を容易に実装するための機能がある．これに関する日本語の文献として [13]がある．

謝辞 日ごろからご指導いただいている田端正久先生に感謝する．
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概 要

本稿では，p進数体 Qp を 4つのクラス (A-, S-, T -, U -number)に分類し，与えられた p進
数がどのクラスに属するかについて考える．特に， automatic とよばれる digitが automaton
から生成される p進数は有理数, S-, T -numberのいずれかになることを示した．

1 はじめに

数の超越性や代数的独立性を調べるのに，その数が代数的数でどのくらい良く”近似”できるかを

計算するのは有効な手段である．その一例として以下の定理が知られている．

Theorem 1.1 (Liouville, 1844). ξ ∈ Rとおく．任意の整数 n ≥ 1に対して，

0 <

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

|q|n

となる p/q ∈ Q (q > 1)が存在するならば，実数 ξは超越数．

Theorem 1.1 は先ほどの言い方で，いくらでも良く有理数で近似できる実数は超越数ということ

を意味している．Liouvilleは Theorem 1.1 から実数
∑∞

n=1 1/10
n! が超越数であることを示した．

本稿は，このような近似の考え方から p進数体 Qp を A-, S-, T -, U -numberの 4つのクラスに分

類し，そのクラスについて知られている性質や，具体的な数がどのクラスに属するかについて得ら

れた結果を報告する．

2 p進数の分類

はじめに多項式と代数的数の高さを定義する．整数係数多項式 P (X) =
∑d

n=0 anX
n ∈ Z[X]に

対して，H(P ) := max0≤n≤d{|an|}を多項式 P の高さという．p進数 α ∈ QpをQ上代数的数 (以

下，単に代数的数とよぶ)とする．整数係数多項式 P (X) =
∑d

n=0 anX
n ∈ Z[X]は，原始的な既

約多項式で P (α) = 0, ad > 0を満たすとき，αの最小多項式という．このとき，H(ξ) := H(P )を

αの高さといい，degα := degP を αの次数という．

次に，p進数が多項式や代数的数でどのくらい良く近似できるかを以下のようにして定式化する．

∗ooto@math.tsukuba.ac.jp



p進数の分類について

57 大音 智弘

Definition 2.1. 整数 n ≥ 1，p進数 ξ ∈ Qp に対して，

wn(ξ) := sup
{
w ∈ R

∣∣0 < |P (ξ)|p < H(P )−w−1 for infinitely many P (X) ∈ Z[X] with degP ≤ n
}

w∗
n(ξ) := sup

{
w ∈ R

∣∣0 < |ξ − α|p < H(α)−w−1 for infinitely many α ∈ Qp with degα ≤ n
}

w(ξ) := lim sup
n→∞

wn(ξ)

n
, w∗(ξ) := lim sup

n→∞

w∗
n(ξ)

n
.

Mahlerは，関数 wn, wを用いて p進数を以下の 4つのクラスに分類した．

Definition 2.2 (Mahler [7]). p進数 ξ ∈ Qp は，

A-number (w(ξ) = 0のとき),

S-number (0 < w(ξ) < ∞のとき),

T -number (w(ξ) = ∞かつ任意の整数 n ≥ 1に対して， wn(ξ) < ∞のとき),

U -number (w(ξ) = ∞かつある整数 n ≥ 1に対して， wn(ξ) = ∞のとき)

とよばれる．

また，関数 w∗
n, w

∗ を用いて A∗, S∗, T ∗, U∗-numberを同様に定めることができる．この分類の

性質として以下のことが知られている．

Proposition 2.3. p進数 ξ ∈ Qpに対して，ξがA-number (resp. S-,T -,U -number)であることは

A∗-number (resp. S∗-,T ∗-,U∗-number)であることの必要十分条件となる．また，p進数 ξ, η ∈ Qp

がQ上代数的従属ならば，ξ, ηは同じクラスに属する．特に，A-number全体は代数的数全体と一

致する．

Proposition 2.3 により，Mahlerによる分類はQpを代数的数と超越数の 2つに分けるより細か

く分類していることがわかった．細かく分類しても空集合では意味が無いが，A-,S-,T -,U -number

全体はそれぞれ空集合でないことが知られている．中でも T -numberの存在性には，部分空間定理

という主結果の証明でも用いられた強力な道具が用いられている．また，ハール測度に関してほと

んどすべての p進数は S-numberであることが知られている．

関数 wn, w
∗
n の値については次のことが知られている．

Proposition 2.4. p進数 ξ ∈ Qp，整数 n ≥ 1に対して，以下が成立する．

(1) ξが d次の代数的数ならば，wn(ξ) = w∗
n(ξ) = min{d− 1, n}

(2) ξが超越数ならば，wn(ξ) ≥ n, w∗
n(ξ) ≥ (n+ 1)/2

(3) 0 ≤ wn(ξ)− w∗
n(ξ) ≤ n− 1

実数に対しても，整数係数多項式や代数的数での近似の考え方から A-, S-, T -, U -numberが定

義できる．そして， Proposition 2.3, 2.4 の類似も成り立つ．さらに，有限体上のローラン級数体

Fq((T
−1))上にも同じように A-, S-, T -, U -numberが定義できるが，Proposition 2.4 (1) の類似

が成立しないなどいくつか標数 0と異なった現象が起きる．これらの分類のことは，[5, Section

3,4,7,9] にまとめて書いてある．
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3 Automatic数

この節では，本稿で扱う automatic数について例を交えて紹介する．

Definition 3.1. k ≥ 2を整数とする．以下の 6つ組を k-automatonという：

A = (Q,Σk, δ, q0,∆, τ).

ただし，Qは有限集合，Σk = {0, 1, . . . , k − 1}，δ : Q × Σk → Qは写像，q0 ∈ Q，∆は集合，

τ : Q → ∆は写像．

有限語X = x1x2 . . . xn (xi ∈ Σk), q ∈ Qに対して，δ(q,X) = δ(δ(q, x1x2 . . . xn−1), xn)で帰納

的に δ(q,X)を定める．整数n ≥ 1に対して，nの k進展開を
∑r

i=0 wik
iとかき，Wn = w0w1 . . . wr

とおく．ただし，W0 := 0とおく．

Definition 3.2. p進数 ξ =
∑∞

n=0 anp
n ∈ Qpは，整数k ≥ 2とk−automatonA = (Q,Σk, δ, q0,∆, τ)

が存在して，すべての整数 n ≥ 0に対して an = τ(δ(q0,Wn))となるとき automatic数という．

automatic数には，同値な条件がいくつか存在し [4, Section 5,6,12]などに詳しく書いてある．

Example. p進数 ξ :=
∑∞

n=0 p
2n ∈ Qp は automatic数．実際，ξ =

∑∞
n=0 anp

n とおくと以下が

成り立つ．

an =

1 (整数 k ≥ 0が存在して， n = 2k)

0 (otherwise).

p進数 ξは2-automatonA = ({q0, q1, q2},Σ2, δ, q0, {0, 1}, τ)によって生成される．ただし，δ(q0, 0) =
q0, δ(q0, 1) = q1, δ(q1, j) = δ(q2, j) = q2 (j = 0, 1), τ(q0) = τ(q2) = 0, τ(q1) = 1.

4 主結果

automatic数に関して次の結果が知られている．

Theorem 4.1 (Adamczewski-Bugeaud [1]). p進数 ξ ∈ Qp を automatic数とする．このとき，ξ

は有理数か超越数のいずれかになる．

Theorem 4.1 を拡張し，以下の結果を得ることができた．

Theorem 4.2. p進数 ξ ∈ Qpを automatic数とする．このとき，ξは有理数，S-,T -numberのい

ずれかになる．

この定理の証明で必要なのは，p進数 ξを良く近似する有理数列を構成することなので automatic

数より広い範囲に拡張できる．その拡張を述べるのに，数列の複雑度及び Diophantine exponent

を導入する．数列 a = (an)n≥0 と整数m ≥ 1に対して，

pa(m) = Card{aiai+1 . . . ai+m−1 | i ≥ 0}

を aの複雑度関数とよぶ．
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Aを集合とする．A上の語W の長さ (i.e. W の文字数)を |W |とかく．整数 n ≥ 1に対して，

W を n回繰り返したものをWn とかき，実数 x > 0に対して、W x := W ⌊x⌋W ′ と定める．ただ

し，W ′ はW の長さ ⌈(x− ⌊x⌋)|W |⌉の接頭語とする．
数列 aの Diophantine exponentを次を満たす実数 ρの上限とし，Dio(a)で表す: 有限語の数列

(Un)n≥1, (Vn)n≥1 と正の実数列 (wn)n≥1 が存在して，

(a) 任意の整数 n ≥ 1に対して，語 UnV
wn
n は aの接頭語

(b) 任意の整数 n ≥ 1に対して，|UnV
wn
n | ≥ ρ|UnVn|

(c) 数列 (|V wn
n |)n≥1 は狭義単調増加

を満たす．

p 進数 ξ =
∑∞

n=0 anp
n ∈ Qp に対して，a = (an)n≥0 とおく．このとき，ξ の複雑度関数，

Diophantine exponentをそれぞれ pξ(m) := pa(m),Dio(ξ) := Dio(a)で定める．

このとき，次の結果が得られた．

Theorem 4.3. p進数 ξ =
∑∞

n=0 anp
n ∈ Qp が以下を満たすとする:

lim sup
n→∞

pξ(n)

n
, Dio(ξ) < ∞.

このとき，p進数 ξは S-, T -numberのどちらかになる．

Remark. Theorem 4.3 は，[2, Théorème 1.1]の p進類似となっている．また，p進数 ξ ∈ Qp\Q
が automatic数だとすると，Theorem 4.3 の仮定を満たす．この結果により， automatic 数の他

にも primitive morphic 数や Sturm 数などのよく知られた数に対しても S-, T -number のどちら

かになることがわかった．

最後に， Theorem 4.3 の証明の概略を述べる．証明は，以下の 2ステップで行われる:

1. w1(ξ)の有限性

2. 任意の n ≥ 2に対して，wn(ξ)の有限性．

2.の証明には部分空間定理という強力な道具を用いる．紙面の都合上 1.の証明の概略だけ述べる．

a = (an)n≥0 とおく．十分大きい nに対して，pξ(n) = O(n)が成立することから鳩ノ巣論法を

用いると次のことがわかる．有限語の数列 (Un)n≥1, (Vn)n≥1 と正の実数列 (wn)n≥1 が存在して，

(i) 任意の整数 n ≥ 1に対して，語 UnV
wn
n は aの接頭語

(ii) ある A > 1が存在して，任意の整数 n ≥ 1に対して，|UnV
wn
n | ≥ A|UnVn|

(iii) 数列 (|V wn
n |)n≥1 は狭義単調増加

(iv) |Un|, |Vn|に関する不等式をいくつか満たす．

ここで digitが UnVnVn . . .となる p進数を ξn ∈ Qp とし，ηn = p|UnVn| とおく．digitが周期的な

ので，ξn は有理数となる．Dio(ξ)の定義より，正の実数 ε > 0に対して，

η−Dio(ξ)−ε
n ≤ |ξ − ξn|p ≤ η−A

n , H(ξn) ≤ ηn.
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また (iv)を用いることで，ある定数 B ≥ 1と部分列 (ηni)i≥0 が存在して ηni < ηni+1 ≪ ηBni
とな

る．ここで，次の Lemmaを使うことで w1(ξ)の上界を得る．この Lemmaの証明は非常に初等的

であるが，w1(ξ)の上界を得る手段としては非常に強力である．R版や Fq((T
−1))版も存在し，そ

の証明はそれぞれ [3, 6]などに書いてある．

Lemma 4.4. ξを p進数とし，c0 > 0, θ ≥ 1を実数とする．正整数の数列 (βn)n≥1 が任意の整数

n ≥ 1に対して，βn < βn+1 ≤ c0β
θ
nを満たすとする．有理数の数列 (αn)n≥1と実数 δ, ρ, c1, c2, c3 > 0

が存在して，任意の整数 n ≥ 1に対して以下を満たすとする:

c1β
−1−ρ
n ≤ |ξ − αn|p ≤ c2β

−1−δ
n , H(αn) ≤ c3βn.

このとき，次が成り立つ:

w1(ξ) ≤ (1 + ρ)θ/δ − 1.
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概 要

複体とは 2-微分を有する次数付き対象のことで，数学の幅広い分野で応用されている．“2-微
分”であることはどれほど本質的なのだろうか？ 本稿ではこの問に対する１つの解答を与える．
即ち，反復代数 (repetitive algebra)を通じて構成される一般化された複体についても“良い”ホ
モロジー群や導来圏が定義できることを示し，これらと通常の導来圏との関係について述べる．

1 2-複体の導来圏

単位元を有する結合的な環 Rに対して，その導来圏 D(R)とは，環 Rのホモロジー代数的構造

を調べる際の良い枠組みとしてGrothendieckのアイデアに基づき導入されたものである．本節で

はこの導来圏の構成について述べる．

本稿では簡単のため，環 Rとして体 k上の有限次元代数のみを扱うものとする．右R加群の圏

ModRにおける (鎖)複体X• とは，R加群と R準同型の列

X• = (· · · → Xi−1 di−1

−−−→ Xi di

−→ Xi+1 → · · · )

で，全ての i ∈ Zについて di+1di = 0を満たすものを言う．複体X• の第 i次の項を (X•)i = Xi

と表すことにする．各 di を複体X• の微分というが，２つ合成すると 0になることから，本稿で

はしばしば 2-微分と呼ぶことにする．合わせて複体のことも 2-複体と呼ぶ．2-複体及びそれらの

間の射 (chain map)からなる圏を 2-複体の圏と言い C(R)で表す．この 2-複体の圏 C(R)は懸垂と

呼ばれる重要な関手を持つ．

定義 1.1. 2-複体X• に対して 2-複体 ΣX• を，

(ΣX•)i := (X•)i+1, diΣX := −diX

で定義することで，自己同型関手 Σ : C(R) → C(R)を得る．これを懸垂と言う．

懸垂とは，与えられた 2-複体を左に１つずらす操作のことである．逆に，右にずらす操作 Σ−1

を考えることも出来，明らかに Σと Σ−1 は互いに逆射になっている．

2-複体X• 及び任意の整数 i ∈ Zに対して，その (i次)ホモロジー群を

Hi(X•) := Ker di/ Im di−1

∗m11019b@math.nagoya-u.ac.jp
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と定め，本稿ではこのホモロジー群を非常に重要な対象と考えることにする．然らば，2-複体の間

の射 f : X• → Y • に誘導されるホモロジー群の間の射

Hi(f) : Hi(X•) → Hi(Y •)

が全ての iで 0になるのはいつかを考えるのは自然なことであろう．

定義 1.2. (i) 2-複体 P • ∈ C(R)が relative-projectiveであるとは，次の形をした 2-複体 P •
i

の直和
⊕

i∈I P
•
i と同型であることを言う．P

•
i = (· · · → 0 → Pi = Pi → 0 → · · · ).

(ii) 2-複体の間の射 f が null-homotopicであるとは，f がある relative-projectiveな対象 P • ∈
C(R)を経由することを言う．

命題 1.3. 2-複体の間の射 f : X• → Y •が null-homotopicであれば，これに誘導されるホモロジー

群の間の射Hi(f)は，全ての iで 0となる．

これは上記の問に対する十分条件を与えている．ホモロジー群に着目した場合，null-homotopic

な射を最初から 0と見做すことは自然なアイデアであり，これを実現するものがホモトピー圏であ

る．以下のように構成される．2-複体の圏 C(R)において，null-homotopicな射を全て集めるとイ

デアル I を構成し，圏 C(R)をこのイデアル I で割ったものがホモトピー圏 K(R)である．

定義 1.4. ホモトピー圏 K(R)とは，次の対象及び射空間で定義される．

(i) Ob(C(R)) := Ob(K(R)).

(ii) HomK(R)(X
•, Y •) := HomC(R)(X

•, Y •)/I(X•, Y •).

ここで，I(X•, Y •)は null-homotopicな射 f : X• → Y • からなる HomC(R)(X
•, Y •)の部分群で

ある．

次にホモトピー圏の持つ２つの重要な性質について述べる．

命題 1.5. 加群圏ModRからホモトピー圏 K(R)への自然な埋め込み関手 ι : ModR ↪→ K(R)が存

在する．この埋め込みは R加群X に対して，2-複体 ιX := (· · · → 0 → X︸︷︷︸
第 0 次

→ 0 → · · · ) を対応

させるものである．

この埋め込み関手を通じて，任意の R加群を自然に 2-複体と見做すことができる．

定義 1.6. 2-複体の圏 C(R)の懸垂 Σは，ホモトピー圏 K(R)の自己同型関手を誘導する．これも

記号を変えず Σ : K(R) → K(R)で表し，懸垂と呼ぶ．

命題 1.7. 2-複体X• ∈ K(R)について，次の同型が存在する．

Hi(X•) ∼= HomK(R)(R,Σ
iX•).

ここで，R加群 Rを 2-複体と見做している．

次に 2-複体の間の射 f : X• → Y • に誘導される，ホモロジー群の間の射 Hi(f) : Hi(X•) ∼=
Hi(Y •)が各 iで同型になるものを考える．

定義 1.8. ホモトピー圏 K(R) の射 f : X• → Y • が擬同型であるとは，これに誘導される射

Hi(f) : Hi(X•) → Hi(Y •) が各 iで同型になることを言う．
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ホモトピー圏 K(R)において，擬同型を同型と見做した圏を導来圏 D(R)と言う．より精確には，

擬同型射全体のクラス Sを考え，Sによる K(R)のVerdier局所化Q : K(R) → K(R)[S−1] =: D(R)

により定義される．

注 1.9. 可換環 Aとその積閉集合 S が与えられたとき，局所環 R[S−1]が定義できた．R[S−1]に

おいて，S に属する元は全て可逆元であった．実はこの操作を圏に拡張したものが上記の Verdier

局所化である．

次の命題はホモロジー代数を考える際，導来圏が良い枠組みを与えていることを示唆している．

命題 1.10. 2-複体X• ∈ D(R)について，次の同型が存在する．

Hi(X•) ∼= HomD(R)(R,Σ
iX•).

ここで，R加群 Rを 2-複体と見做している．

命題 1.7と同様の同型が導来圏でも成り立つ．つまり，導来圏は複体のホモロジー群の情報を射

空間として有しているのである．

2 N-複体の導来圏

本節では，2-微分の替わりにN -微分を有するN -複体を定義し，通常の 2-複体同様，ホモロジー

群や導来圏が定義できることを述べる．さらに 2-複体の導来圏とN -複体の導来圏の関係について

述べる．

本節を通じN ≥ 2とする．加群圏ModRにおけるN-複体X•とは，対象と射の列で，全ての i

について di−N+1 · · · di+1di = 0を満たすものを言う．N-複体の圏を CN (R)と表す．

定義 2.1. 正数 r < N および i ∈ Zに対して，N -複体X•のホモロジー群Hi
(r)(X

•)を以下で定義

する：

Hi
(r)(X

•) := Ker(di+r−1···di)/ Im(di−1 · · · di−r).

2-複体の場合同様，N -複体の間の射にも null-homotopicが定義でき，これに誘導されるホモロ

ジー群の間の射は 0になる．

定義 2.2. (i) 2-複体 P • ∈ C(R)が relative-projectiveであるとは，次の形をした 2-複体 P •
i

の直和
⊕

i∈I P
•
i と同型であることを言う．

P •
i = (· · · → 0 → Pi = · · · = Pi︸ ︷︷ ︸

N 個

→ 0 → · · · ).

(ii) 2-複体の間の射 f が null-homotopicであるとは，f がある relative-projectiveな対象 P • ∈
C(R)を経由することを言う．

2-複体の場合同様，null-homotopicな射の全体はイデアル I をなし，N -複体のホモトピー圏が

定義できる．N-ホモトピー圏 KN (R)とは，N -複体を対象とし，任意のN -複体X•, Y • に対し射

空間を

HomKN (R)(X
•, Y •) := HomCN (R)(X

•, Y •)/I(X•, Y •)

により定義したものである．
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続いて，2-複体の場合を真似て N -複体の導来圏を定義する．N -ホモトピー圏 KN (R)の射 f :

X• → Y •が擬同型であることを，これに誘導される射Hi
(r)(f) : H

i
(r)(X

•) → Hi
(r)(Y

•) が各 i, rが

で同型になることで定義し，擬同型射全体 SによるVerdier局所化KN (R)[S−1]がN-導来圏DN (R)

である．通常の導来圏と同様，直感的にはN -ホモトピー圏において，擬同型を同型と見做した圏

である．

環 Rに対して，通常の導来圏 D(R)と N -導来圏 DN (R)の関係を調べるのは自然なことであろ

う．次の結果が知られている．

定理 2.3. [IKM] 次の圏同値が存在する 1：DN (R) ≃ D(TN−1(R)). ここで，TN−1(R)は上三角行

列環である．

3 Â-複体の導来圏

定義 3.1. [Hap, HW]標準 k双対をD := Homk(−, k)と表す．有限次元 k代数 Aに対して，その

反復代数 Âとは，ベクトル空間

Â :=

(⊕
i∈Z

A

)
⊕

(⊕
i∈Z

DA

)

に，積 (ai, φi)i∈Z · (bi, ψi)i∈Z := (aibi, ai+1ψi + φibi)i∈Z を定めたものである．

定義 3.2. 反復代数 Âを自然に k線型圏とみなす．k線型圏 ÂからModRへの共変 k線型関手の

圏 Funk(Â,ModR)を，Â-複体の圏といい CÂ(R)で表す．

例 3.3. 反復代数 Âの構造を表す有向グラフの例を見てみる．

(i) 上三角行列環 A = TN−1(k)の反復代数 Âの有向グラフは，

· · · → • d−→ • d−→ • d−→ • → · · · , dN = 0

で与えられる．つまり，圏同値 Funk(Â,ModR) ≃ CN (R)を得る．

(ii) 行列環 A =
(

k k k
0 k k
0 0 k

)
/
(

0 0 k
0 0 0
0 0 0

)
の反復代数 Âを表す有向グラフは，

•
αn−1

��@
@@

@@
@@

______ •
β∗
n−1

��@
@@

@@
@@

______ •
αn+1

��@
@@

@@
@@

______ •

· · · •
βn−1

??�������

α∗
n−1 ��@

@@
@@

@@
______ •

α∗
n

??�������

βn ��@
@@

@@
@@

______ •
βn+1

??�������

α∗
n+1 ��@

@@
@@

@@
· · ·

•

β∗
n−2

??������� ______ •

αn

??������� ______ •

β∗
n

??������� ______ •

及び関係式 βnαn = 0, α∗
nβ

∗
n−1 = 0, αn+1α

∗
n = β∗

nβn により与えられる．

以上の例から分かるように反復代数が与えられれば，それを表現する有向グラフが得られる．こ

の有向グラフに R加群と R準同型を貼り付けたものが Â-複体である．

第１，２節同様，Â-複体に対しても relative-projectiveな対象を定義する．

1より精確には，DN (R) 及び D(TN−1(R)) は三角圏構造を有することが示される．即ち，この圏同値は三角同値であ
る．
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定義 3.4. (i) 射影的な左 Â加群 P 及び R加群 Z に対して，P ⊗k Z を次の方法で CÂ(R)の対

象と見做す．圏 CÂ(R)の対象とは ÂからModRへの関手であるから，

P ⊗k Z : Â
P−→ Modk

−⊗kX−−−−→ ModR.

と考えればよい．P ⊗k X の形で書ける CÂ(R)の対象を relative-projectiveと言う．

(ii) 圏 CÂ(R)の射 f : X• → Y • が null-homotopicであるとは，f がある relative-projective

な対象を経由することを言う．

null-homotopic射全体はイデアル I を成す．Â-ホモトピー KÂ(R)とは CÂ(R) をイデアル I で
割ったもの，つまり射空間を

HomKÂ(R)(X
•, Y •) := HomCÂ(R)(X

•, Y •)/I(X•, Y •)

としたものである．

Â-導来圏を定義するには，ホモロジー群と擬同型を定義する必要がある．2-複体 X• のホモロ

ジー群 Hi(X•)がホモトピー圏上の射空間 HomK(R)(R,Σ
iX•)と同型であることに着目する（命

題 1.7）．

定義 3.5. (i) Â加群A及びR加群Rに対して，Â-複体A⊗k Rを考える．このとき Â-複体X•

の（i次）ホモロジー群を，

Hi(X•) := HomK(R)(A⊗k R,Σ
iX•)

で定める．ここで Σは KÂ(R)の懸垂である
2．

(ii) Â-ホモトピー圏 KÂ(R)の射 f : X• → Y •が擬同型であるとは，これに誘導される射Hi(f) :

Hi(X•) → Hi(Y •)が各 iで同型になることを言う．

(iii) 擬同型全体 Sによる Verdier局所化 KÂ(R)[S
−1]を Â-導来圏 DÂ(R)と言う．

最後に主結果として，Â-導来圏 DÂ(R)も環Rを取り換えることで通常の導来圏として，実現で

きることを述べる．

定理 3.6. 圏同値 DÂ(R) ≃ D(A⊗k R)が存在する．
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22-複体の圏において懸垂とは 2-複体を左にずらす操作であった．しかし，Â-複体の懸垂はこのような簡単な記述にはなら
ない．任意の Â-複体X• に対して，ある relative-projectiveな対象 P ⊗kZ 及び完全列 0 → X• → P ⊗kZ → ΣX• → 0
がいつでも存在することが示される．この Σ が Â-ホモトピー圏と Â-導来圏の懸垂を導くのである．
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Eisenstein級数の定数項と合同加群について

小澤 友美∗

東北大学大学院理学研究科数学専攻，2015年 2月

この度は第 12回城崎新人セミナーに参加して，有意義な時間を過ごすことができました．参加

及び講演の機会を下さった運営委員の皆さんに，この場をお借りして感謝申し上げます．

本稿では合同加群の定義，基本的な例および L 関数の特殊値の研究への応用について，整数論

以外を専門とする方にも大まかな雰囲気が伝わるような紹介を試みます．講演のアブストラクトに

は，総実代数体上定義される Eisenstein級数の定数項の計算を紹介し，時間が許せばその計算の動

機となった太田の合同加群の理論 ([Oh]参照)を紹介すると書きました．しかし実際の講演ではほ

とんどの時間を合同加群の定義と例の紹介に費やし，Eisenstein級数については最後に少し触れる

のみとなりました．もともとご紹介する予定でした Eisenstein級数の定数項の計算は，有理数体

上定義される場合には論文 [Oh]で太田により計算されており，総実代数体の場合も特に新しい手

法を導入することなく計算できます．講演者は定数項の計算そのものよりも，計算の動機となった

背景にある数学のほうが話題として魅力的であると思い，講演の内容を変更しました．

なお，今回の講演及び本稿の執筆にあたり，論説 [H2]を大いに参考に致しました．

1 合同加群の定義と基本的な例

本節の内容は [H1]の第 1節及び [Oh]の第 1章第 1節に基づいている．A を標数 0 の Noether

整域，R と B をそれぞれ A 加群で A 上有限生成かつ平坦なもの，λ : R → B を A 加群の全射

準同型とする．定義から次の A 加群の列は完全である：

0 −−−−→ Ker(λ) −−−−→ R
λ−−−−→ B −−−−→ 0 (1.1)

K を A の商体とする．完全列 (1.1)を K 上に係数拡大して得られる列が完全かつ分裂すると仮

定する：

0 ←−−−− Ker(λ)⊗A K
t←−−−− R⊗A K

s←−−−− B ⊗A K ←−−−− 0 (1.2)

この仮定のもとで，次の写像の合成が考えられる：

ρ : R −−−−→ R⊗A K ∼= (Ker(λ)⊗A K)⊕ (B ⊗A K)
t−−−−→ Ker(λ)⊗A K.

このとき写像 λ⊕ ρ : R→ B ⊕ ρ(R) は単射となることが確かめられる．

定義 1.1. Coker(λ⊕ ρ) を，完全列 (1.1)とその商体上の分裂 (1.2)の組に対する合同加群という．

合同加群は完全列 (1.1)のみならず，その商体上の分裂 (1.2)の取り方にも依存する．そのこと

を次に紹介する例で確認してほしい．
∗sb2m06@math.tohoku.ac.jp
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例 1.2. 次の Z 加群の完全列を考える：

0 −−−−→ Z ι−−−−→ Z2 λ−−−−→ Z −−−−→ 0. (1.3)

ここで ι : Z → Z2 は ι(x) = (2x,−x), λ : Z2 → Z は λ(x, y) = x + 2y でそれぞれ定義される．

i = 1, 2, 3 に対し，完全列 (1.3)の Q 上の分裂 (1.4)i

0 ←−−−− Q ti←−−−− Q2 si←−−−− Q ←−−−− 0

を与え，完全列 (1.3)と分裂 (1.4)i の組に対する合同加群を Ci と表す．次がその一覧である：

s1(x) = (x, 0), t1(x, y) = −y, C1 = {0} ;

s2(x) =
(x
2
,
x

4

)
, t2(x, y) =

x− 2y

4
, C2 = Z/4Z;

s3(x) =

(
x

9
,
4x

9

)
, t3(x, y) =

4x− y
9

, C3 = Z/9Z.

2 L 関数と合同加群：初歩的な例を通して

前節で見たように，合同加群は環論的操作で定義される対象である．本節では合同加群と数論，

特に L 関数とを結び付けたい．L 関数にはさまざまなものがあるが，ここではなるべく話を簡潔

にするため代数体の Dedekindゼータ関数を考える．F を Q の有限次拡大体 (このような体を代

数体と呼ぶ), OF を F の元で整数係数モニック多項式の根であるもの全体の集合 (この集合は F

の加法と乗法について環となり，F の整数環と呼ばれる), I を F から C への体準同型全体の集
合とする．I の元の個数は F/Q の拡大次数に一致する．また，I は次のように表される：

I = {τ0, . . . , τr1−1, τr1 , . . . , τr1+r2−1, c ◦ τr1 , . . . , c ◦ τr1+r2−1} .

ここで r1, r2 は 0 以上の整数で，整数 0 ≤ i ≤ r1 − 1 について τi(F ) は実数体 R に含まれ，
r1 ≤ i ≤ r1 + r2 − 1 について τi(F ) は R に含まれない．c は C 上の複素共役を表す．τ ∈ I によ
る α ∈ F の像を ατ で表す．F+ = {α ∈ F | ατi > 0, ∀i = 0, . . . , r1 − 1} とする．IF (OF ) を F

の分数イデアル全体のなす乗法群とし，その部分群を P+
F (OF ) = {αOF | α ∈ F+} で定める．商

群 Cl+F = IF (OF )/P
+
F (OF ) を F の狭義イデアル類群といい，有限群であることが知られている．

F の Dedekindゼータ関数 ζF (s) は複素関数で，Re(s) > 1 の範囲では無限級数

ζF (s) =
∑
a

NF/Q(a)
−s

で定義される．ただし右辺の和で a は 0 でない OF のイデアルをすべて亙り，NF/Q(a) は剰余環

OF /a の位数である (0 でない a に対しこの位数は常に有限となる). F が有理数体のとき ζQ(s)

は Riemannゼータ関数に一致する．ζF (s) は全平面 C で定義される有理型関数に解析接続され，
s = 1で 1位の極を持つことが知られている．ζF (s)の s = 1での留数は以下のように記述される：

定理 2.1 (類数公式，[Mi] Theorem 3.3.1). w を F に含まれる 1 のべき根の総数，D を F/Q の
判別式，O×

F を OF の単数群，E = O×
F ∩ F+, R を E の単数基準とする (これは 0 でない実数).

U∞ = 2r1(2π)r2 |R|/w
√
|D| とおく．|Cl+F | で Cl+F の位数を表す．このとき次の等式が成り立つ：

Ress=1ζF (s) = |Cl+F | · U∞. (2.1)
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一旦合同加群の話に戻ろう．A, K は前節と同じものを指す．A× を A の乗法に関する可逆元

全体のなす乗法群とする．有限群 G と群準同型 λ : G→ A× が与えられたとする．λ を G の A

上の群環 A[G] = ⊕σ∈GAσ に，対応
∑
σ∈G aσσ 7→

∑
σ∈G aσλ(σ) (aσ ∈ A) により延長することが

できる．この延長を λa : A[G]→ A と書く．λa は定義から全射である．A 加群の完全列

0 −−−−→ Ker(λa) −−−−→ A[G]
λa−−−−→ A −−−−→ 0. (2.2)

の商体上の分裂 s : K → K[G] を s(1) = 1
#G

∑
σ∈G λ(σ)

−1σ で定める．すると完全列 (2.2)と分

裂 s の組に対する合同加群 は A/|G|A となる．特に G = Cl+F で λ : Cl+F → C× が群準同型のと

き，λ の値を含むような代数体 K の整数環 A について，上の合同加群は A/|Cl+F |A となる．

注意 2.2. 専門家向けに注意すると，A[Cl+F ] は F 上の GL1 の保型形式のレベル OF の Hecke環

に同型であり，A 代数の準同型 λa : A[Cl+F ]→ A を与えることはレベル OF の保型形式で Hecke

指標であるものを与えることに相当する．詳細は [H1]の第 2節を参照せよ．

以上の話をやや強引にまとめると，保型形式に関連する文脈で合同加群を考えると，そこに

Dedekindゼータ関数の留数に関する情報が現れるという現象を観察したことになる．

3 モジュラー形式，合同加群と L 関数の特殊値

3.1 楕円モジュラー形式

楕円モジュラー形式と L 関数に関する基本事項は例えば [Mi]にあるので，必要に応じて参照し

てほしい．H = {z ∈ C | Im(z) > 0} を複素上半平面，SL2(Z) を整数係数の 2 次正方行列で行列

式が 1 であるもの全体のなす群とする．SL2(Z) は上半平面 H に 1 次分数変換で作用する：

γz =
az + b

cz + d
for γ =

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z) and z ∈ H.

関数 f : H→ C, 行列 γ =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z), 整数 k に対し，H 上の関数 f |kγ を次で定める：

(f |kγ)(z) = f(γz)(cz + d)−k (z ∈ H).

正の整数 N に対し Γ1(N) =

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣a ≡ d ≡ 1 mod N, c ≡ 0 mod N

}
とおく．

定義 3.1. k を非負整数，N を 1 以上の整数とする．f が重さ k, レベル N の楕円モジュラー形

式 (resp. 楕円尖点形式)であるとは，f が次の条件を満たすことをいう：

(3.1a) f は H 上の複素数値正則関数；

(3.1b) 任意の γ ∈ Γ1(N) に対し f |kγ = f ;

(3.1c) f は各尖点の近傍で有界 (resp. 急減少).

条件 (3.1c)について詳しく述べる．任意の γ ∈ SL2(Z) に対して γ ( 1 N0 1 ) γ−1 ∈ Γ1(N) であるこ

とに注意すると，条件 (3.1b)より各 γ ∈ SL2(Z) に対して (f |kγ)(z + N) = (f |kγ)(z) が成り立
つ．よって (f |kγ)(z) =

∑
n∈Z a

(
n
N , f |kγ

)
q

n
N と Fourier展開される．ただし q = exp(2πiz) とお

いた．このとき f が各尖点の近傍で有界 (resp. 急減少)とは，任意の γ ∈ SL2(Z) と任意の整数
n < 0 (resp. n ≤ 0) に対し a

(
n
N , f |kγ

)
= 0 が成り立つことである．

重さ k,レベル N の楕円モジュラー形式 (resp. 楕円尖点形式)のなす複素ベクトル空間をMk(N)

(resp. Sk(N))と書く．任意の k と N に対し Mk(N) は有限次元複素ベクトル空間である．
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3.2 Eisenstein級数

定義から Sk(N) は Mk(N) の部分空間であるが，尖点形式でないモジュラー形式で特に重要な

のが Eisenstein級数である．簡単のため重さ k は 2 以上とする．η, ψ をそれぞれ導手が u, v であ

る Dirichlet指標で，(ηψ)(−1) = (−1)k を満たすとする．k = 2 のときは更に η と ψ の少なくと

も一方は非自明な指標であると仮定する．N = uv とおく．指標の組 (η, ψ) に付随する重さ k の

Eisenstein級数 Ek(η, ψ) は

Ek(η, ψ)(z) =
vk(k − 1)!

2(2πi)kτ(ψ−1)

u∑
a1=1

N∑
a2=1

η(a1)ψ
−1(a2) lim

s→0
Gk(z, s, a1v, a2, N) (3.1)

で定義される．ここで整数 a1, a2, 複素変数 s に対し

Gk(z, s, a1, a2, N) =
∑

(a,b)∈Z2, (a,b) ̸=(0,0),
a≡a1 mod N, b≡a2 mod N

1

(az + b)k|az + b|2s
,

τ(ψ−1) =
v∑
j=1

ψ−1(j) exp

(
2πi

j

v

)

である．上の無限和は Re(k + 2s) > 2 で絶対収束し，Gk(z, s, a1, a2, N) は s について全平面 C
で定義される有理型関数に解析接続され，s = 0 で正則であることが知られている (k ≥ 3 のとき

は上の無限和で s = 0 としたものが絶対収束し lims→0Gk(z, s, a1, a2, N) に一致する). Ek(η, ψ)

は重さ k, レベル N の楕円モジュラー形式になっている．(3.1)式の右辺を Fourier展開すると

Ek(η, ψ)(z) = δη,12
−1L(ψ, 1− k) +

∞∑
n=1

 ∑
0<d|n

η
(n
d

)
ψ(d)dk−1

 qn

となる．ここで δη,1 は η が自明な指標のとき 1,それ以外は 0で，L(ψ, s)は ψ に付随するDirichlet

L 関数である．右辺の和で d は n の正の約数を全て亙る．太田は [Oh]で各 γ ∈ SL2(Z) に対し
て Ek(η, ψ)|kγ の Fourier展開の定数項の値を求めた：

命題 3.2 ([Oh] Proposition 2.5.5). γ =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) に対し，a(0, Ek(η, ψ)|kγ) の値は c が v

の倍数でないとき 0 で，c が v の倍数のときは以下に一致する：

2−1 τ(ηψ
−1)

τ(ψ−1)
η
(
− c
v

)
ψ−1(a)

(
v

cond(ηψ−1)

)k ∏
l|N,

l∤cond(ηψ−1)

(1− (ηψ−1)(l)l−k)L(η−1ψ, 1− k).

ここで cond(ηψ−1) は ηψ−1 の導手で，積の l は N を割り cond(ηψ−1) を割らない素数を亙る．

注意 3.3. 楕円モジュラー形式の一つの一般化としてHilbertモジュラー形式がある．志村はEisen-

stein級数 Ek(η, ψ) を Hilbertモジュラー形式の場合に一般化した ([Sh]第 3節参照). 講演者はこ

の Hilbert Eisenstein級数の定数項を命題 3.2に倣って計算した (arXiv:1410.7440に論文がある).

3.3 Eisenstein級数，合同加群と L 関数の特殊値

この節では簡単のためレベル N は 1, 重さ k は 4 以上の偶数とする．5 以上の素数 p を

k ̸≡ 0 mod (p− 1) となるように取る．Z を p 進距離で完備化して得られる整域を Zp, その商体を
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Qp とする．Q (resp. Qp)の代数閉包 Q (resp. Qp)と体準同型 Q→ C, Q→ Qp をそれぞれ固定
する．このとき次の平坦 Zp 加群の完全列がある：

0 −−−−→ Sk(1,Zp) −−−−→ Mk(1,Zp)
λ−−−−→ Zp −−−−→ 0. (3.2)

ただし Mk(1,Zp) = Mk(1,Z) ⊗Z Zp, Mk(1,Z) = {f(z) =
∑∞
n=0 a(n, f)q

n | a(n, f) ∈ Z,∀n ≥ 0}
で，Sk(1,Zp) も同様に定義する．λ は λ(f) = a(0, f) で与えられる．前節で定義した Eisenstein

級数 Ek(1, 1) を単に Ek と書く．Ek は

Ek(z) = 2−1ζQ(1− k) +
∞∑
n=1

 ∑
0<d|n

dk−1

 qn

と Fourier展開される．k と p に関する仮定から ζQ(1 − k) は 0 でない Zp の元なので，Ek は
Mk(1,Zp) に属する．(3.2)の Qp 上の分裂 s : Qp →Mk(1,Qp) を s(1) = 2ζQ(1− k)−1Ek で与え

ると，完全列 (3.2)と分裂 s の組に付随する合同加群は Zp/ζQ(1− k)Zp となる．よってこの合同
加群の位数を知ることは ζQ(1 − k) の分子が p で何回割れるかを知ることと同等である．太田は

[Oh]においてより一般の設定でこのようにモジュラー形式に伴う短完全列と分裂を考え，それに

付随する合同加群が命題 3.2で求めた Eisenstein級数の定数項を用いて計算できることを示した．

3.4 合同加群の周辺の研究と今後の展望

数論において L 関数の特殊値の研究は重要だが，今回のように敢えて合同加群を用いて間接的

に L 関数の特殊値を捉えることに意味はあるのだろうか．合同加群の理論については太田自身が

[Oh]で，有理数体上の岩澤主予想を見通し良く再証明するのに応用しているほか，[H3]など岩澤理

論におけるいくつかの重要な論文で用いられている．既に見たように，上のような合同加群を考え

るにはモジュラー形式の空間の構造に関する情報が必要となる．L 関数の特殊値を Eisenstein級

数というモジュラー形式の定数項と思うことにより，合同加群という L 関数の特殊値よりも多く

の情報を含むと思われる対象が定義でき，L 関数の特殊値の研究に新たな道が開ける——合同加

群を応用している研究の背景にはそのような考え方があるように思えてならない．Hilbertモジュ

ラー形式についても同様の研究ができれば総実代数体の岩澤理論の進展につながるだろう．
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1 問題設定

Ω を開区間 (0, 1), S1 を単位円とし, 次の微分積分方程式を考える:

− sin θ
∂

∂x
I(x, ξ)−(µa + µs)I(x, ξ) + µs

∫
S1

p(ξ, ξ′)I(x, ξ′) dσξ′ = 0, (x, ξ) ∈ Ω× S1. (1)

ただし, θ は ξ = (cos θ, sin θ) を満たす (−π, π] の元であり, 以下この関係により S1 と (−π, π] を

同一視する.また, dσ は S1上の線素とする.ここで, µa および µs は非負の定数, p は S1 × S1 上

の連続関数であることを仮定する. 本稿では, 方程式 (1)を１次元定常輸送方程式と呼ぶ.

定常輸送方程式 (1)には, 通常次の境界条件が課される:

I(x, ξ) = I0(x, ξ), (x, ξ) ∈ Γ−. (2)

ただし,

Γ− := {(0, ξ)|0 < θ < π} ∪ {(1, ξ)| − π < θ < 0}

とする.

最後に, 定常輸送方程式の境界値問題の解を次のように定義する. ただし, Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
は (Ω× S1) ∪ Γ− 上の有界連続関数全体からなるベクトル空間とし,

∥I∥∞ := sup
(x,ξ)∈(Ω×S1)∪Γ−

|I(x, ξ)|

で定義されるノルム ∥ · ∥∞ により Banach空間となる.

定義 1 I ∈ Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
が次の積分方程式を満たすとき, I は定常輸送方程式の境界値問

題 (1)-(2)の解であるという.

x ∈ [0, 1), θ ∈ (0, π) のとき,

I(x, ξ) = exp

(
−µa + µs

sin θ
x

)
I0(0, ξ) +

µs

sin θ

∫ x

0

exp

(
−µa + µs

sin θ
(x− t)

)∫
S1

p(ξ, ξ′)I(t, ξ′) dσξ′dt. (3)

x ∈ (0, 1], θ ∈ (−π, 0) のとき,

I(x, ξ) = exp

(
µa + µs

sin θ
(1− x)

)
I0(1, ξ)−

µs

sin θ

∫ 1

x

exp

(
µa + µs

sin θ
(t− x)

)∫
S1

p(ξ, ξ′)I(t, ξ′) dσξ′dt.

(4)

本稿では, この境界値問題の存在と一意性,さらに境界値の滑らかさと解の滑らかさとの関係に

ついて述べる.
∗d.kawagoe@acs.i.kyoto-u.ac.jp
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2 主結果

定理 1 I0 ∈ Cb(Γ−) かつ µa > 0 と仮定する. このとき, 境界値問題 (1) - (2) はただ１つの解 I

をもつ.

定理 2 定理 1 と同じ仮定のとき,
∂I

∂x
が存在して C(Ω× S1) に属する. さらに, 解 I は Ω× S1

において x について無限回微分可能である.

定理 3 定理 1 の仮定に加えて, p が C1 級でかつ
∂I0
∂θ
が Cb(Γ−) に属すると仮定する. このと

き,
∂I

∂θ
が存在して C(Ω× S1) に属する.

3 定理１の証明

まずは一意性を示す. I1, I2 を解とし, その差を I とおく. すなわち, I := I1 − I2. このとき, 解

の定義から I は Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
に属し, 次の積分方程式を満たすことが分かる:

x ∈ [0, 1), θ ∈ (0, π) のとき,

I(x, ξ) =
µs

sin θ

∫ x

0

exp

(
−µa + µs

sin θ
(x− t)

)∫
S1

p(ξ, ξ′)I(t, ξ′) dσξ′dt. (5)

x ∈ (0, 1], θ ∈ (−π, 0) のとき,

I(x, ξ) = − µs

sin θ

∫ 1

x

exp

(
µa + µs

sin θ
(t− x)

)∫
S1

p(ξ, ξ′)I(t, ξ′) dσξ′dt. (6)

(5), (6) を評価することで, 不等式 ∥I∥∞ ≤ µs

µa + µs
∥I∥∞ を得る. この不等式からただちに, I = 0

すなわち I1 = I2 がしたがう.

次に, 解の存在を構成によって示す. 関数列 {I(n)}n≥0 を次のように帰納的に定義する. I(0) を

• x ∈ [0, 1), θ ∈ (0, π) のとき, I(0)(x, ξ) := exp

(
−µa + µs

sin θ
x

)
I0(0, ξ).

• x ∈ (0, 1], θ ∈ (−π, 0) のとき, I(0)(x, ξ) := exp

(
µa + µs

sin θ
(1− x)

)
I0(1, ξ).

• x ∈ (0, 1), θ ∈ {0, π} のとき, I(0)(x, ξ) := 0.

で定義する. I(n) まで定義できたとして, I(n+1) を

• x ∈ [0, 1), θ ∈ (0, π) のとき,

I(n+1)(x, ξ) :=
µs

sin θ

∫ x

0

exp

(
−µa + µs

sin θ
(x− t)

)∫
S1

p(ξ, ξ′)I(n)(t, ξ′) dσξ′dt.

• x ∈ (0, 1], θ ∈ (−π, 0) のとき,

I(n+1)(x, ξ) := − µs

sin θ

∫ 1

x

exp

(
µa + µs

sin θ
(t− x)

)∫
S1

p(ξ, ξ′)I(n)(t, ξ′) dσξ′dt.
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• x ∈ (0, 1), θ ∈ {0, π} のとき,

I(n+1)(x, ξ) :=
µs

µa + µs

∫
S1

p(ξ, ξ′)I(n)(x, ξ′) dσξ′ .

で定義する. このとき,  次の２つが簡単な計算により分かる.

補題 1 I(n) ∈ Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
と仮定する. このとき, 次の評価が成り立つ.

∥I(n+1)∥∞ ≤ µs

µa + µs
∥I(n)∥∞.

命題 1 I0 ∈ Cb(Γ−) ならば, すべての n ≥ 0 に対して, I(n) ∈ Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
が成り立つ.

補題 1と命題 1から, I(x, ξ) :=
∞∑

n=0

I(n)(x, ξ)が (Ω×S1)∪Γ−上絶対一様収束し, Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
に属することが分かる. また, この I(x, ξ) が解となっていることも級数の計算により確認できる.

以上より, 解の存在が示された.

4 定理２の証明

証明の概略を述べる前に, 次の２つに言及しておく. 1 つ目は, 定常輸送方程式 (1) の形から,

I(x, ξ) が θ /∈ {0, π} のとき x について連続的微分可能であることは自明である, ということであ

る. したがって, θ ∈ {0, π} の場合について微分可能性を議論することになる. ところが, 元の方程

式からこの場合の微分可能性を議論することができない. そのため, 前節で得られた級数解を項別

微分し, その級数の収束を確認することを本節の目標とする. ２つ目の言及点は, １階導関数は一

般に非有界になることが知られている, ということである [A] . この事情から, 先ほどと同様の一

様収束評価をただちに用いることができない. そこで, 本稿では開区間 (0, 1) の内部にコンパクト

集合 K をとり, K × S1 上での導関数の一様収束を示す. 以上の点をふまえて, 本節では次の２つ

の命題を示す.

命題 2 K を Ω のコンパクト部分集合とする. このとき, 任意の n ≥ 0 に対して,
∂I(n)

∂x
は K×S1

上連続 (したがって有界 )である.

命題 3
∞∑

n=0

∂I(n)

∂x
(x, ξ) は K × S1 上絶対一様収束する.

ここで, K として閉区間 [δ, 1− δ], 0 < δ < 1/2 のみを考える. この場合のみ議論すれば十分で

ある. このようにとった K に対して,
∞∑

n=0

δn = δ

を満たす正数列 {δn}n≥0 をとる. さらに, {δn}n≥0 に対応する閉区間の列 {Kn}n≥0 を

Kn :=

[
n∑

m=0

δm, 1−
n∑

m=0

δm

]

で定義する. K × S1, Kn × S1 上の連続関数の最大値ノルムをそれぞれ ∥ · ∥K , ∥ · ∥n で表すこと
にする. このとき, 次の補題が成立する.
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補題 2
∂I(n)

∂x
が Kn × S1 上連続ならば,

∂I(n+1)

∂x
は Kn+1 × S1 上連続でかつ次の不等式を満

たす. ∥∥∥∥∂I(n+1)

∂x

∥∥∥∥
n+1

≤ 2µs

eδn+1(µa + µs)
∥I(n)∥∞ +

µs

µa + µs

∥∥∥∥∂I(n)∂x

∥∥∥∥
n

.

定義より任意の n ≥ 0 に対して K ⊂ Kn が成り立つから, 補題 2 から命題 2 が成立することが

分かる. また, 特に µ̃a :=
µa

2
, δ0 :=

µ̃a

µ̃a + µs
δ, δn+1 :=

µs

µ̃a + µs
δn ととれば, 次の評価が成り立つ

ことが分かる.∥∥∥∥∂I∂x
∥∥∥∥
K

≤
∞∑

n=0

∥∥∥∥∂I(n)∂x

∥∥∥∥
n

≤
∥∥∥∥∂I(0)∂x

∥∥∥∥
0

∞∑
n=0

(
µs

µa + µs

)n

+
2∥I0∥Γ−

eδ0

∞∑
n=0

n

(
µ̃a + µs

µa + µs

)n

.

ただし, ∥ · ∥Γ− は Γ− 上の最大値ノルムを表す. 右辺は有限確定するから, 命題 3 が示された.

一般の m 階導関数については, 次が成り立つ.

補題 3 任意のm,n ≥ 0 に対して,
∂mI(n)

∂xm
が Kn × S1 上連続ならば,

∂mI(n+1)

∂xm
は Kn+1 × S1

上連続でかつ次の不等式を満たす.∥∥∥∥∂mI(n+1)

∂xm

∥∥∥∥
n+1

≤ µs

µa + µs

∥∥∥∥∂mI(n)

∂xm

∥∥∥∥
n

+
µs

µa + µs

m−1∑
k=1

(
m− k

eδn+1

)m−k ∥∥∥∥∂kI(n)

∂xk

∥∥∥∥
n

+
2µs

e(µa + µs)

(
m

eδn+1

)m

∥I(n)∥∞.

{δn}n≥0 として, δ0 = δ
(m)
0 :=

(
1−

(
µs

µ̃a + µs

) 1
m

)
δ, δn+1 = δ

(m)
n+1 :=

(
µs

µ̃a + µs

) 1
m

δ
(m)
n をと

れば, 級数
∞∑

n=0

∂mI(n)

∂xm
が K × S1 上絶対一様収束することを示すことができる.

5 定理３の証明

定理 3の証明の方針は, 定理 2と同様である. ただし, x方向の微分可能性とは異なり, θ ∈ {0, π}
の場合の θ 方向微分可能性は少し複雑な計算を要する.

命題 4 x ∈ (0, 1), θ ∈ {0, π} のとき,

∂I(0)

∂θ
(x, ξ) =0,

∂I(n+1)

∂θ
(x, ξ) =

µs

µa + µs

∫
S1

∂p

∂θ
(ξ, ξ′)I(n)(x, ξ′) dσξ′

− µs

(µa + µs)2

∫
S1

p(ξ, ξ′)
∂I(n)

∂x
(x, ξ′) dσξ′ .

補題 2 に対応して, θ 偏導関数に対して次の補題が成り立つ.
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補題 4
∂I(n)

∂x
が Kn × S1 上連続ならば,

∂I(n+1)

∂θ
は Kn+1 × S1 上連続でかつ次の不等式を満

たす. ∥∥∥∥∂I(n+1)

∂θ

∥∥∥∥
n+1

≤C
µs

(µa + µs)2δn+1
∥I(n)∥∞ +

µs

(µa + µs)2

∥∥∥∥∂I(n)∂x

∥∥∥∥
n

+
2πµs

µa + µs

∥∥∥∥∂p∂θ
∥∥∥∥
∞

∥I(n)∥∞.

ただし, C > 0 は n と δ によらない定数.

補題 4 から次の評価が成り立つことが分かる.

∞∑
n=0

∥∥∥∥∂I(n)∂θ

∥∥∥∥
K

≤
∞∑

n=0

∥∥∥∥∂I(n)∂θ

∥∥∥∥
n

≤
∥∥∥∥∂I(0)∂θ

∥∥∥∥
0

+
2πµs

µa + µs

∥∥∥∥∂p∂θ
∥∥∥∥
∞

∞∑
n=0

∥I(n)∥∞

+ C
µs

(µa + µs)2e

∞∑
n=0

1

δn+1
∥I(n)∥∞+

µs

(µa + µs)2

∞∑
n=0

∥∥∥∥∂I(n)∂x

∥∥∥∥
n

.

{δn}n≥0 = {δ(1)n }n≥0 ととれば, 右辺が有限確定し, 級数
∞∑

n=0

∂I(n)

∂θ
が K × S1 上絶対一様収束す

ることが分かる.
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慈悲ふかく慈悲あまねきハミルトン力学系の御名において……

0 導入

ハミルトン・イソトピーの周期軌道の存在問題, ｎ on-displaceability, 非圧縮性などハミルトン
力学系に特有の”制約”はしばしば”シンプレティック剛性”と呼ばれる. 概正則曲線やフレアー
理論を用いて個別の” シンプレクティック剛性” を研究することはグロモフの著名な業績以来継
続的に行われ 数々の豊穣な理論を提供してきたのであるが, 筆者の関心はそこから関心を少しず
らして別個の”シンプレクティック剛性”の間を”関連付ける”ことにある. 本稿においては non-
displaceability(displaceability)と周期軌道の存在問題を関連付ける.

1 基本的な記法と定義

本章においては本稿で用いる基本的記法・定義を整理する.
本稿においてはシンプレクティック多様体 (M1, ω1)と (M2, ω2)があった場合には多様体 M1 ×M2

にはシンプレクティック形式 ω1 + ω2 が入ると考えて話を進めるとする.
(M, ω)をシンプレクティック多様体とする. このとき、ハミルトン函数 H : M → Rに対して、そ
のハミルトン・ベクトル場 XH を

任意 V ∈ X(M)に対してω(XH ,V) = −dH(V),

によって定義する.
本稿で S 1と書いた場合には R/Zを指すとする. このとき,時間依存するハミルトン函数 H : S 1 ×

M → R(本稿においてはハミルトン函数は常にコンパクト台を持つとする)に対して、そのハミル
トン・イソトピー {ϕt

H}t∈R を ϕ0
H = id, d

dtϕ
t
H(x) = (XHt )ϕt

H (x) という常微分方程式により定義する. ま
た,　時刻 1での微分同相写像 ϕ1

H を ϕH と書く.
シンプレクティック多様体 (M, ω)の閉部分集合 Xが displaceableというのは,あるハミルトン函
数 H : S 1 × M → Rが存在して, X ∩ ϕ(X) = ∅となることである. そうでない場合 non-displaceable

という.
Mの部分集合 Xについて,その displacement energyを

E(X) = inf{
∫ 1

0
||Ht ||C0 dt; H ∈ C∞c (S 1 × M), X̄ ∩ ϕ1

H(X) = ∅},

∗cawasaki@ms.u-tokyo.ac.jp
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によって定義する (Xが non-displaceableの場合は E(X) = ∞とする).
Mの自由ループ空間 C∞(S 1,M)を LMと書く. 自由ループ類 αに対し, αを代表する自由ループ

の集合 {z ∈ LM; [x] = α}を LαMと書く.

2 スペクトル不変量と重い部分集合

本稿の主定理を述べるには”重い部分集合”(heavy subset)’([?, ?])を定義する必要がある. その定
義にはハミルトン・フレアー理論から来るスペクトル不変量を用いる必要があり,本章ではこれら
の導入を行う.
閉シンプレクティック多様対 (M, ω)に対し, アーベル群 Γ = π2(M)/Ker(c1) ∩ Ker([ω]) を考え,

(M, ω)のノヴィコフ環 Λを

Λ =

∑
A∈Γ

aAA; aA ∈ Z2, #任意の実数 Rに対して {A; aA , 0,
∫

A
ω < R} < ∞

 ,
によって定義する.
このとき, (M, ω)の量子ホモロジー QH∗(M, ω)はΛ-加群 H∗(M;Z2)⊗Z2 Λとして定義されるが,量
子積 ∗という自然な積構造を持つ ([?]). 量子積はグロモフ・ウィッテン不変量を用いて定義される
が,本稿では詳説しない.
このとき,スペクトル不変量 c(a, F)は量子ホモロジーの 0でない元 a,ハミルトン函数 F : S 1×M →
Rに対して定義される実数である. 上述の量子ホモロジーはハミルトン・フレアーホモロジーとの
間に PSS同型と呼ばれる標準的な同型写像を持ち,これを用いてスペクトル不変量は定義される.
量子ホモロジーの冪等元 a(a ∗ a = a)に対し,汎函数 ζa : C∞(M) → Rをスペクトル不変量 c(a, ·)
の安定化

ζa(H) = lim
l→∞

c(a, lH)
l
,

として定義する.

定義 2.1 ([?]) (M, ω)を閉シンプレクティック多様体, aを量子ホモロジーの冪等元とする. Mの閉

集合 Xが a-heavyというのは

任意の H ∈ C∞(M)に対してζa(H) ≥ inf
X

H,

となることである. X が heavy(重い)というのは X がある冪等元 aについて a-heavyであることで

ある.

エントフとポルテロヴィッチは重い部分集合が non-displaceable であることを示している ([?]
Theorem 1.4).

例 2.2 (CPn, ωFS )をフビニ・スタディ形式を持った複素射影空間とする. そのクリフォード・トー

ラス C = {[z0 : . . . : zn] ∈ CPn; |z0| = · · · = |zn|} ⊂ CPn は重い ([?] Lemma 5.1, [?] Theorem 1.8). 特に

二次元球面の赤道は重い.

また,標準的なシンプレクティック形式の入った二次元トーラスの罫線と緯線も重い ([?] Example

1.18, Corollary 6.4).
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3 相対的シンプレクティック容量と主定理

ハミルトン流の非可縮軌道の存在問題がハミルトン函数の C0ノルムに制御される現象が多く知

られている ([?],[?],[?], [?])が,その主張はしばしば相対的シンプレクティック容量の言葉で書かれ
る. 本稿においても主定理を新たに導入する相対的シンプレクティック容量の言葉で書く.
最初にビラン・ポルテロヴィッチ・サラモン [?]による相対的シンプレクティック容量を導入す
る. (N, ω)を開シンプレクティック多様体とし, Y を N のコンパクト部分集合とする. このとき,相
対的なシンプレクティック容量 C(N,Y;α)を

C(N,Y;α) = inf{K > 0;∀H ∈ HK(N,Y),P(H;α) , ∅},

によって定義する. ただし,HK(N,Y) = {H ∈ C∞c (S 1 × N); infS 1×Y H ≥ K}である.
次に C(N,Y;α) を用いて本稿で用いる相対的シンプレクティック容量を導入する. (M, ω) を連
結なシンプレクティック多様体, X を M のコンパクト部分集合とする. e = (e1, . . . , en) ∈ Zn と

R = (R1, . . . ,Rn) ∈ (R>0)n に対し,相対的シンプレクティック容量 Ĉ(M, X,R; e)を以下のように定義
する.

Ĉ(M, X,R; e) = C(M × B∗T n(R), X × T n; (cM , e)).

ここで,余接束内の開集合 B∗T n(R) = {(p, q) ∈ T ∗(R/Z)n; |pi| < Ri}には標準的なシンプレクティック
形式 ω0 = dp1 ∧ dq1 + · · · + dpn ∧ dqnが入るものとする. また, T n = {(p, q) ∈ B∗T n(R); p = 0}は 0切
断とし, cM は M内の可縮なループの代表する自由ループ類とする.
シンプレクティック多様体 (M, ω)が λ-単純であるとは,実数 λについて ω = λc1となることであ

る. ここで c1 は ω(に適合する概複素構造)に対する第一チゃーン類である.
このとき,本稿における主定理は以下である.

定理 3.1 (M, ω)を m次元連結閉 λ-単純シンプレクティック多様体, Xを Mの重い部分集合とする.

このとき,任意の e = (e1, . . . , en) ∈ Zn と R = (R1, . . . ,Rn) ∈ (R>0)n.に対して,

Ĉ(M, X,R; e) ≤ 2
n∑

i=1

Ri · |ei| +max{0,−λ(m + n)}.

注意 3.2 講演時に書いた主張には単純性の仮定と補正項max{0,−λ(m+ n)}がなかった. 講演ののち

に証明にミスが判明し訂正されたのが上の主張である. この場を借りて訂正申し上げる.

定理 ??の証明はスペクトル不変量に関するある不等式を示すことによって得られるこの不等式は
入江 [?]と Seyfaddini[?]の手法を組み合わせることにより得られる.
また,上の Xが displaceableのときには以下がいえる.

命題 3.3 (M, ω)を連結シンプレクティック多様体, Xを displaceableな Mのコンパクト部分集合と

する. ある kに対して |ek | · Rk > E(X)となる e = (e1, . . . , en) ∈ Znと R = (R1, . . . ,Rn) ∈ (R>0)nに対し

て, Ĉ(M, X,R; e) = ∞となる.

定理 ??と命題 ??を比べれば分かるように, Xが non-displaceableであるか否かによりハミルトン
力学系の周期点の性質が著しく異なるのである. これをより鮮明に見せるために以下の初等的な例
を挙げる.

例 3.4 二次元球面 S 2 = {(x, y, z) ∈ R; x2 + y2 + z2 = 1}に標準的な面積形式 ω0を入れる (二次元なの

で面積形式はシンプレクティック形式とみなせる). 函数 h : S 2 → Rを h(x, y, z) = zにより定義し,
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Cz = h−1(z)とおく. このとき, z , 0に対し E(Cz) ≤ πとなる (回転を生成するハミルトン函数を考

えればよい)一方で C0 は例 ??より重い部分集合であり,特に non-displaceableである. したがって

定理 ??と命題 ??から以下が従う. 任意の R > πについて

Ĉ(S 2,Cz,R; 1)

≤ 4π (z = 0),

= ∞ (z , 0).
(1)

4 “C0-ノルムがC1-ノルムを支配する”
??章冒頭において「ハミルトン流の非可縮軌道の存在問題がハミルトン函数の C0ノルムに制御

される」と書いたが, これは実はかなり意外な現象である. というのも, 定義を見て分かるように,
ハミルトン・イソトピーはハミルトン函数の C1-ノルム的な情報により決定されるものであり,そ
の周期軌道の問題が C0-ノルムに制御 (支配)されてしまうのは実に奇妙な現象である.
本稿の主結果とは直接関係ないものの,この思想 “C0-ノルムが C1-ノルムを支配する”がよく現
れている例として,ポアソン積の C0-剛性なるものが知られている.
ハミルトン函数 F,G : M → Rのポアソン積 {F,G} : M → Rは {F,G} = ω(XG, XF)により定義され
る. ダルブー座標での表示 {F,G} = ∑i( ∂F∂qi

∂G
∂pi
− ∂F
∂pi

∂G
∂qi

)からも分かるように,ハミルトン函数のC1-ノ
ルム的な情報から決まるものである. このとき,任意のシンプレクティック多様体 (M, ω)上の任意
のハミルトン函数 F,G : M → Rに対し,

定理 4.1 [?, ?, ?, ?]

lim inf
F,G

C0
→F,G

||{F,G}||C0 = ||{F,G}||C0

となる. 見て分かるように C1-ノルムで決定されるはずのポアソン積が C0-ノルムでの収束につい
て剛性を持っているという主張であり, “C0-ノルムがC1-ノルムを支配する”という思想を体現して
いるのがお分かりいただけるように思う.

5 エネルギー不等式

ハミルトン流の周期軌道の存在問題と displaceabilityの関係といえば, 古典的なものとしてエネ
ルギー不等式というものが知られている. この古典的なテーマについて概説し,本稿主定理と比較
して筆を置くこととしたい.
ホーファー・ゼンダー容量 CHZ を以下のように定義する.

CHZ(M) = inf{K > 0;∀H ∈ HK(M), ϕt
Hは周期 1以下の非自明な周期軌道を持つ }.

ただし HK(M) = {H ∈ C∞c (M);∃U,V : open subset of M s.t. HU = 0 and HV = K.} としている. 　
HK(M)の定義において時間変化しないハミルトン函数のみを考えていることに注意してほしい.
このとき,以下の不等式が成立し,これをエネルギー不等式という.

定理 5.1 (エネルギー不等式) [?, ?, ?] (N, ω)を閉シンプレクティック多様体,もしくは凸で π2(N) = 0
な開シンプレクティック多様体とする. Mは N の開部分集合とする. このとき

CHZ(M) ≤ E(M).

定理 ??は displaceableな部分集合が周期軌道を生み出すという主張なのに対して,定理??は non-
displaceableな部分集合が周期軌道を生み出すという主張であり,対照的である.
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以下 Gを群とする. また, xy で xの yによる共役 yxy−1 を表すものとする.

1 共役不変ノルムとBurago-Ivanov-Polterovichの問題

Burago-Ivanov-Polterovich は [3] において共役不変ノルムの概念を導入した.

定義 1.1 ([3]) 群G上の函数 ν : G → Rが共役不変ノルム (conjugation-invariant norm)であると

は, 次の (i)～(v)を充たすことである.

(i) ν(1) = 0 (1は Gの単位元)

(ii) ν(f) = ν(f−1) (∀f ∈ G)

(iii) ν(fg) ≤ ν(f) + ν(g) (∀f, ∀g ∈ G)

(iv) ν(f) = ν(gfg−1) (∀f, ∀g ∈ G)

(v) ν(f) > 0 (∀f ̸= 1 ∈ G)

例 1.2 交換子長 cl(g) = min
{
l
∣∣ g = [a1, b1] · · · [al, bl], ∃ai,

∃bi ∈ G
}
は [G,G]上の共役不変ノル

ムである.

上の例のような共役不変ノルムを一般的な形で定義する.

定義 1.3 ([3]) 群 Gが部分集合 K ⊂ Gが Gを正規生成しているとする. このとき G上の函数

qK : G → Rを
qK(f) = min{l | f = kg11 · · · kgll , ∃ki ∈ K, ∃gi ∈ G}

により定める. qK を共役生成ノルム (conjugation-generated norm, c-generated norm)という. qK

は G上の共役不変ノルムである.

共役不変ノルムは双不変距離 (biinvariant metric)とよばれる群の上の「良い」距離と 1対 1対

応する. 群がどのような双不変距離を許容するか, すなわちどのような共役不変ノルムを許容する

かは, 群の幾何学的性質を反映していると考えられる.

ここで共役不変ノルムの安定 (非)有界性の概念を導入する.

∗mkimura@ms.u-tokyo.ac.jp
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定義 1.4 共役不変ノルムν : G → Rが安定有界 (stably bounded)であるとは, ν̄(g) := limn→∞
ν(gn)

n

で定まる ν の安定化 ν̄ が恒等的に 0となることである. そうでないとき (すなわち, ν̄(f) > 0なる

f ∈ Gが存在するとき) 安定非有界 (stably unbounded)という.

任意の群に対し安定有界なノルムは常に存在するので, 安定非有界なノルムを許容するか否かを

群の性質と思うことにする. 安定非有界なノルムを許容する典型的な状況は, 交換子長が安定非有

界 (安定交換子長が正)である場合である. そこで次の問いがなされた.

問題 1.5 ([3]) H1(G) = G/[G,G]が有限である群 Gであって, [G,G]上で交換子長は安定有界で

あるが, 安定非有界な G上の共役不変ノルムを許容するものが存在するか?

この問題は, 川崎 [5] および Brandenbursky-Kȩdra [2] により独立に解決された. 川崎は Euclid

空間のシンプレクティック微分同相群の Calabi準同型の核において, Brandenbursky-Kȩdra は無

限ブレイド群の交換子部分群において, 安定非有界なノルムの存在を示している.

今回, 川崎の方法を応用することにより, 無限ブレイド群の交換子部分群上に安定非有界なノル

ムを構成し, 特に問題 1.5の別解を与えたので, 以下その構成について述べる.

2 Bavardの双対と川崎の方法

まず Bavardの双対について説明する. Bavardの双対は, 交換子長と擬準同型の間の関係を記述

するものである. 擬準同型の定義を述べる.

定義 2.1 群 G上の実函数 ϕ : G → Rが擬準同型 (quasi-morphism)であるとは, ある定数 C が存

在して, 任意の g, h ∈ Gに対し

|ϕ(gh)− ϕ(g)− ϕ(h)| ≤ C

が成り立つことである. この不等式を充たす最小の C を ϕの defectとよび, D(ϕ)で表す.

また, 擬準同型 ϕが斉次 (homogeneous)とは, 任意の g ∈ Gおよび n ∈ Zに対し ϕ(gn) = nϕ(g)

が成り立つことをいう.

Bavardの双対定理の主張は以下の通りである.

定理 2.2 (Bavardの双対定理 [1])

Gを群とし, g ∈ [G,G]とする. このとき,

scl(g) = sup
ϕ

|ϕ(g)|
2D(ϕ)

が成り立つ. ここで ϕは (準同型でない)斉次擬準同型全体を動く.

ただし sclは交換子長 clの安定化で, 安定交換子長 (stable commutator length)とよばれる. こ

れから得られる系として, 群が非自明な擬準同型を許容することと, 交換子長が安定非有界である

ことが同値であることが分かる.

川崎は, この関係の “norm controlled version”を観察した. 交換子長および擬準同型の類似にあ

たる概念をそれぞれ定義する.
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定義 2.3 ν を G 上の共役不変ノルムとし, p, q > 0 とする. G の部分群 [G,G]ν,p,q を, 交換子

[f, g] ∈ Gであって, ν(f) ≤ p, ν(g) ≤ qをみたす元たちで生成される群と定め, (ν, p, q)-交換子部

分群とよぶ. このとき, clν,p,q : [G,G]ν,p,q → R≥0 を

clν,p,q(h) = min

{
k

∣∣∣∣∣ h = [f1, g1] · · · [fk, gk],
∃fi,

∃gi ∈ G, (i = 1, . . . , k)

ν(fi) ≤ p, ν(gi) ≤ q

}

で定め, clν,p,q(h)を hの (ν, p, q)-交換子長とよぶ.

定義 2.4 ν を G上の共役不変ノルムとする. 群 G上の函数 ϕ : G → Rが ν に関する相対的擬準

同型 (quasi-morphism relative to ν)であるとは, ある定数 C > 0が存在して,

|ϕ(fg)− ϕ(f)− ϕ(g)| ≤ C ·min{ν(f), ν(g)}

が任意の f, g ∈ Gに対し成り立つことをいう.

これらの間の関係について以下のことが成り立つ.

命題 2.5 ([5], Proposition 2.4.)

ϕを共役不変ノルム ν に関する相対的擬準同型, p, q > 0とする. このとき, limn→∞
ϕ(hn

0 )
n > 0

となるような h0 ∈ [G,G]ν,p,q が存在するならば, clν,p,q は [G,G]ν,p,q 上の安定非有界な共役不変ノ

ルムである.

つまり, 群が非自明な相対的擬準同型を許容すれば, (ν, p, q)-交換子長は安定非有界となる. 従っ

て, 群が安定非有界なノルムを許容することを示す方法として, 相対的擬準同型をみつければよい

ことが分かる.

3 ブレイドの符号数 (signature of braids)

nブレイド (n-braid)とは, 上から下にはしる n本の紐の組のアイソトピー類である (図 1). nブ

レイド全体のなす集合を Bn とかく. nブレイドを上下に繋ぐ操作により Bn は群をなす. これを

ブレイド群 (braid group)とよぶ. ブレイド αの紐の上下を繋ぐことにより得られる絡み目を αの

閉包 (closure)とよび, α̂で表す (図 1).

“自明な紐”を 1本加える操作に対応する標準的な単射 ιn : Bn → Bn+1 により, 包含関係の列

B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Bn ⊂ · · · が得られる. この列の和集合
∪∞

i=1 Bnを無限ブレイド群 (infinite braid

group)とよび, B∞ で表す.

まず, 有限ブレイド群には非自明な擬準同型が存在することをみる. ブレイド α ∈ Bnに対し, そ

の閉包 α̂に絡み目の不変量の一つである符号数 (signature) σ(α̂)を対応させる函数をブレイドの

符号数 (signature of braids)とよび, これも σ(α)で表すことにする.

命題 3.1 有限ブレイドの符号数 σ : B∞ → Rは擬準同型である.

証明. α, β ∈ Bn とする. 符号数の性質より σ(α̂ ⊔ β̂) = σ(α̂) + σ(β̂)が成り立つ. また, 絡み目に

対し saddle moveとよばれる操作 (図 2)を施すことによって, 符号数は高々1しか変化しないこと

が知られている [7]. いま, α̂ ⊔ β̂ に n回 saddle moveを施すことで α̂βが得られることから (図 3),

|σ(αβ)− σ(α)− σ(β)| = |σ(αβ)− σ(α̂ ⊔ β̂)| ≤ nが成り立つ. □
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符号数 σは標準的な単射 ιnと compatibleであるので, 無限ブレイド上でも well-definedである.

しかし, defectが紐の本数に依存するので, 無限ブレイドにおいては符号数が擬準同型であること

は従わない. 実際, B∞ 上の非自明な擬準同型は存在しないことが Kotschickによって示されてお

り, 交換子長は安定有界である [6].

図 1: a braid and its closure

図 2: saddle move
図 3

安定非有界なノルムの構成の為に, 相対的擬準同型の存在をみればよいのであった. 我々の戦略

は, 有限ブレイドにおいて擬準同型であった符号数を無限ブレイドにおいて考え, それが (擬準同型

ではないが)相対的擬準同型とならないかを考えるというものである.

4 主結果

まず相対的擬準同型であることを示す際に有用な (必要)充分条件を与える. これは [4]に表れる

議論を一般化したものである.

補題 4.1 ([4], Lemma 7.3.) 群 Gが K ⊂ Gで正規生成されているとする. ϕ : G → Rを G上の

函数とする. このとき, ある定数 C > 0が存在して, 任意の g ∈ G, および qK(h) = 1なる任意の

h ∈ Gに対し, |ϕ(gh) − ϕ(g) − ϕ(h)| ≤ C をみたすならば, ϕは共役生成ノルム qK に関する相対

的擬準同型である.

定理 4.2 符号数 σ : B∞ → R は共役生成ノルム qBn に関して相対的擬準同型である.

証明. α, β ∈ B∞ とし, qBn(β) = 1 を仮定する. この仮定の下で |σ(αβ)− σ(α)− σ(β)| ≤ nが成

り立つことを示す. これが示されれば補題 4.1より主張が従う.

仮定より, βγ ∈ Bn ⊂ B∞ を充たす γ ∈ B∞ が存在する. このとき αγ ∈ Bm (m > n) であると

する. 符号数の共役不変性より,

|σ(αβ)− σ(α)− σ(β)| = |σ(αγβγ)− σ(αγ)− σ(βγ)|.
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α̂γ ⊔ β̂γ にm回 saddle moveを施すことで α̂γβγ を得るが, βγ の n + 1番目以降の紐は自明であ

るので, β̂γ は m− n 個の自明な結び目成分をもち, これらに連結和を施しても符号数は変わらな

い (図 4). 従って, m回の saddle moveで符号数は高々nしか変化しないので,

|σ(αγβγ)− σ(αγ)− σ(βγ)| ≤ n. □

図 4

符号数 σ : B∞ → Rについて命題 2.5の条件をチェックすることにより, 以下の系を得る.

系 4.3 clqBn ,p,q は無限ブレイド群の交換子部分群 [B∞, B∞]上の安定非有界なノルムである. 特

に [B∞, B∞] は安定非有界な共役不変ノルムを許容する.
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1 研究の背景
Navier-Stokes方程式の粘性ゼロ極限と一様等方乱流には深い関係があり, 特に二次元において
乱流状態を維持するには, その粘性極限において流体のエンストロフィーと呼ばれる量が散逸する
ことが重要であるとされている [4, 8]. よって, 非粘性流体の運動を記述する Euler方程式につい
て, 正則な解はエネルギーを保存するので, 正則でない解が乱流に関係していると思われる. ただ
し, Euler方程式の解については, 初期渦度がRadon測度の空間に入っていない限り, このような散
逸が起こり得ないことが数学的に示されている [2, 3]. しかし, そのような初期値に対しては Euler

方程式が可解性を持たないため, Euler方程式の散逸的弱解を直接構成するには数学解析的に困難
が伴う. そこで, Euler方程式においてスケール α以下の情報を平均化して繰り込むことで得られ
る, Euler-α方程式について考える. これは Euler方程式の正則化方程式であり, 乱流現象との関係
も深い. 例えば, 粘性項を加えた Navier-Stokes-α方程式の数値計算による研究では, αが小さいと
きにはその解が乱流と同様の性質を持つことが示されている [1]. 加えて, 二次元では初期渦度を
Radon測度とした場合でも時間大域的な弱解の一意存在がわかっている [7]. よって, Euler-α方程
式の解の αゼロ極限として Euler方程式の散逸的弱解を構成できる可能性がある.

このような背景の下, αゼロ極限でエンストロフィーを散逸するような Euler-α方程式の解の構
成について研究をしている. 具体的には, 二次元 Euler方程式について, 点渦初期値, つまりデルタ
関数を初期値として形式的に導かれる点渦系と, 同様の初期値に対して Euler-α方程式から導かれ
る α点渦系を研究しており, α点渦系の力学とその αゼロ極限における解のエンストロフィーの
散逸の有無と, 対応する点渦系の挙動との関係に特に興味を持っている. 三個の点渦系については
可積分系であることから多くの結果が知られており (例えば [5] を参照), αゼロ極限でエンストロ
フィーが散逸すよるような解が具体的に構成されている [9], これは点渦系における自己相似衝突
解に対応しており, エンストロフィー散逸と渦の衝突には深い関係があることわかる.

2 Euler-α方程式
二次元 Euler-α方程式は次で与えられる.

{
(1− α2∆)∂tu+ u ·∇(1− α2∆)u− α2(∇u)T ·∆u = −∇p,

∇ · u = 0, u(x, 0) = u0(x).

∗gotoda@math.kyoto-u.ac.jp
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渦の時間発展を調べるために, 渦度に対する方程式を導く. 渦度を q = (1− α2∆)∇⊥ · u として与
えると次の α渦度方程式を得る.

{
∂tq + (u ·∇)q = 0,

u = Kα ∗ q.
(2.1)

初期条件は q(x, 0) = (1− α2∆)∇⊥ · u0 で与えられる. ここで, Kα(x) は

Kα = ∇⊥Gα, −∆Gα(x) =
1

2πα2
K0

(
|x|
α

)

で定義され, K0(x) は第二種変形 Bessel関数を表している. また, Lagrangian flow map を次で定
義する. ⎧

⎨

⎩

d

dt
ηα(x, t) = u(ηα(x, t), t),

ηα(x, 0) = x.
(2.2)

α渦度方程式において初期渦度をRadon測度, M (R2)で与えた場合の初期値問題については Oliver

と Shkoller によって弱解の時間大域的な一意存在が示されており, さらに, 有界で可積分な初期値
に対しては Euler-α方程式の解は Euler方程式の解に収束することが知られている [7].

定理 2.1. (Oliver and Shkoller [7])

q(x, 0) ∈ M (R2) に対して, (2.1), (2.2) の弱解が時間大域的に一意存在して,

ηα ∈ C1(R;G ), u ∈ C(R;C(R2,R2)), q ∈ C(R;M (R2)),

が成立する. ただし, G は R2 上の Lebesgue測度を保存する同相写像全体の集合を表す.

3 α点渦系とエンストロフィー変動
次に, 点渦初期値について考える. つまり, δ を Dirac のデルタ関数とし, 初期時刻における N

個の点渦の配置を {x0
n}Nn=1 ⊂ R2, 各点渦の強さを Γn で与えたとき, 次のような初期値を考える.

q(x, 0) =
N∑

n=1

Γnδ(x− x0
n).　 (3.1)

このとき, 次の命題が成立する.

命題 3.1. (3.1) を初期値とする (2.1) の弱解は

q(x, t) =
N∑

n=1

Γnδ(x− ηα(x0
n, t)). (3.2)

となる. さらに, α点渦系では点渦の衝突は起こらない.

証明. 定理 2.1より, Euler-α方程式における Lagrangian flow map の時間大域的な一意存在がわ
かっているので,

q(x, t) = q(ηα(x,−t), 0) =
N∑

n=1

Γnδ(η
α(x,−t)− x0

n)
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となる. もし, ηα(x,−t) = x0
n ならば x = ηα(x0

n, t) が成立し, そうでなければ x ̸= ηα(x0
n, t) が成

り立つ. これは
δ(ηα(x,−t)− x0

n) = δ(x− ηα(x0
n, t))

を意味している. さらに, flow map の一意性から, n ̸= m なら ηα(x0
n, t) ̸= ηα(x0

m, t) が任意の
t > 0 に対して成立する. つまり, 衝突は起こらない.

命題 3.1より, Euler-α方程式においては点渦 (デルタ関数)は点渦のまま時間発展することがわ
かる. この場合, Euler-α方程式 (2.1)に (3.2)を代入し, ηα(x0

n, t) = xα
n(t) とおくことで, α点渦系

と呼ばれる次の常微分方程式系に帰着される.
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

d

dt
xα
n(t) =

1

2π

N∑

m ̸=n

Γm
(xα

n(t)− xα
m(t))⊥

lαnm(t)2
BK

(
lαnm(t)

α

)
,

xα
n(0) = x0

n.

(3.3)

ここで, lαnm = |xn − xm|, BK(x) = 1− xK1(x) であり, K1(x)も第二種変形 Bessel関数の一つで
ある. Bessel関数の性質から, BK(x) → 1, x → ∞ と BK(x) → 0, x → 0 が従う. よって, α点渦
系において二つの点渦の距離がゼロになったとき, 速度場がゼロに収束することから, 方程式の右
辺はゼロとなる. 一方で, Euler方程式から導かれる点渦系,

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

d

dt
xn(t) =

1

2π

N∑

m ̸=n

Γm
(xn(t)− xm(t))⊥

lnm(t)2
,

xn(0) = x0
n

(3.4)

については, 二つの点渦の距離 lnm = |xn − xm| がゼロに近づくと速度場が発散することがわか
る. これより, 点渦系においては点渦の衝突が起こりうる (常微分方程式系における解の爆発). 命
題 3.1から α点渦系では衝突は起こりえず, BK(x) のおかげで正則化されていることがわかる.

注意 3.2. α点渦系 (3.3)については Euler-α方程式 (2.1)に (3.2)を代入することで数学的に厳密
に導かれるのに対して, 点渦系 (3.4)は Euler方程式から形式的な議論によって導かれることに注
意する. この違いは速度場を定義する際の積分核の特異性の有無に起因する. α点渦系 (3.3)にお
いて形式的に α = 0とすると点渦系 (3.4)に一致する.

次に α点渦系のエネルギー変動とエンストロフィー変動を定義する. Novikov による, 点渦系の
エネルギーの導出方法 [6] と同様の方法で計算すると, エネルギー変動とエンストロフィー変動は
それぞれ次のようになる.

Eα(t) = − 1

2π

N∑

n=1

N∑

m=n+1

ΓnΓm

[
log lαmn +K0

(
lαmn

α

)
+

lαmn

2α
K1

(
lαmn

α

)]
,

Z α(t) =
1

4πα2

N∑

n=1

N∑

m=n+1

ΓnΓm
lαnm
α

K1

(
lαnm
α

)
.

定理 3.3. 区間 t ∈ I 対して, あるゼロでない定数 Cmn(t) ̸= 0 が存在して,

lim
α→0

sup
t∈I

|lαmn(t)− Cmn(t)| = 0, m ̸= n = 1, ..., N, (3.5)
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が成立していると仮定する. このとき, エネルギー変動は点渦系のハミルトニアンエネルギー H(t)

に収束し, エンストロフィー変動はゼロに収束する. すなわち,

lim
α→0

sup
t∈I

|Eα(t)−H(t)| = 0, lim
α→0

sup
t∈I

|Z α(t)| = 0.

証明. α点渦系, 点渦系ともにハミルトン系であり, そのハミルトニアンはそれぞれ,

Hα(t) = − 1

2π

N∑

n=1

N∑

m=n+1

ΓnΓm log lαnm(t)− 1

2π

N∑

n=1

N∑

m=n+1

ΓnΓmK0

(
lαnm(t)

α

)
,

H(t) = − 1

2π

N∑

n=1

N∑

m=n+1

ΓnΓm log lnm(t)

であることに注意する. まず, エネルギー変動の収束を証明する.

|Eα −H| ≤ |Hα −H|+ 1

2π

∑∑
|ΓnΓm| l

α
mn

2α
K1

(
lαmn

α

)
. (3.6)

ハミルトニアン Hα(t) は時間不変量であることから

− 1

2π

∑∑
ΓnΓm log lαnm(t)− 1

2π

∑∑
ΓnΓmK0

(
lαnm(t)

α

)

= − 1

2π

∑∑
ΓnΓm log |x0

n − x0
m|− 1

2π

∑∑
ΓnΓmK0

(
|x0

n − x0
m|

α

)
.

が成り立つ. 従って, α → 0 とすると

− 1

2π

∑∑
ΓnΓm logCmn(t) = − 1

2π

∑∑
ΓnΓm log |x0

n − x0
m| (3.7)

を得る. 一方, H(t) もまた時間不変量であることから

− 1

2π

∑∑
ΓnΓm log lnm(t) = − 1

2π

∑∑
ΓnΓm log |x0

n − x0
m|

であり, 結果として次の等式を得る.

− 1

2π

∑∑
ΓnΓm logCmn(t) = − 1

2π

∑∑
ΓnΓm log lnm(t).

よって, (3.6) の右辺第一項は αゼロ極限でゼロに収束する. 第二項については, K1(x) ∼ e−x as

x → ∞ であることからゼロに収束することがわかる. エンストロフィー変動の収束については, 仮
定 (3.5)より

lαmn

α
→ ∞ as α → 0.

となるので, K1 の性質から結果を得る.

系 3.4. ある時刻 tc において, α → 0でエンストロフィー Z α(tc)が変動するならば, lαmn(t) −→ 0

as α → 0 が成り立つ.

エンストロフィーの変動が起こるのはどのような場合かを考える上で, Cmn(t) が満たす性質を
考察することは重要である. 証明中の (3.7)は点渦系におけるハミルトニアンの保存則と同様の
等式であることから, Cmn(t) は lmn(t) に対応していると考えられる. ただし, この二つが任意の
m ̸= n = 1, ..., N で等しいことまでは示せていないことに注意する. 系 3.4と合わせて, エンスト
ロフィー散逸と点渦系における渦の衝突には深い関係があると推測できる. この点については現在
研究中である.
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4 まとめと今後の課題
本研究は乱流現象の数学的な解析を最終的な目標としている. そこで, 高レイノルズ数状態にお
ける流体のエンストフィーの散逸が重要であることから, Euler-α方程式の解で, αゼロ極限でエン
ストロフィーが散逸しているようなものが乱流現象を記述しているのではないかという前提のもと
で研究を行っている. 注意すべき点は, 必ずしも Euler方程式の散逸的弱解が乱流を記述している
とは限らず, 本研究においても αゼロ極限において Euler方程式の解への収束を目標としているわ
けではなく, エンストロフィー散逸の有無に最大の関心を持っている (Euler方程式の弱解への収束
も数学的には重要な問題であり, 研究は進めていく予定である).

現在は α点渦系について αゼロ極限とエンストロフィー散逸の関係を研究している. 結果とし
ては, 仮定 (3.5)の下では極限においてエンストロフィーが散逸しないことが証明された. 今後の
課題としてはエンストロフィーの散逸と点渦系の衝突解との関係性を明らかにすることである. 三
個の点渦の場合にはエンストロフィーを散逸する解が具体例が構成されていることから, まずは三
個の点渦力学を含む可積分系について数学的に明確にしていきたいと考えている. また一般の N

点渦系についても数値計算などを利用することで研究をしていきたい.
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Hardy inequality with remainder terms in a limiting case

佐野 めぐみ ∗

大阪市立大学 理学研究科 数物系専攻 前期博士課程 2年，2015年 2月

1 研究の動機と導入

本研究は大阪市立大学の高橋太教授との共同研究である.

Ω ⊂ RN を滑らかな有界領域, 0 ∈ Ω, N ≥ 2, 1 < p < N とする. 古典的な Hardy不等式(
N − p

p

)p ∫
Ω

|u(x)|p

|x|p
dx ≤

∫
Ω

|∇u(x)|p dx (∀u ∈ W 1,p
0 (Ω)) (1)

において, 定数
(

N−p
p

)p
は最良であり, 達成されないことが知られている. すなわち不等式 (1)

の等号が成立する W 1,p
0 (Ω) 関数は存在しない. (Sobolev 空間 W 1,p

0 (Ω) の定義は [8] を参照して

頂きたい.) この事実は, 不等式 (1) の左辺に剰余項を加えることができる可能性を示唆してお

り, 実際にさまざまな剰余項が求められている (see [1], [3], [4], [5] etc.). 例えば p = 2 の場合,

Chaudhuri-Ramaswamy[4]により, 任意の 0 ≤ β < 2と 1 < q < 2∗β := 2(N−β)
N−2 に対して, ある定数

C = C(N, β, q,Ω) > 0が存在し, 次の不等式が成立することが証明されている.(
N − 2

2

)2 ∫
Ω

|u(x)|2

|x|2
dx+ C

(∫
Ω

|u(x)|q

|x|β
dx

) 2
q

≤
∫
Ω

|∇u(x)|2 dx (∀u ∈ W 1,2
0 (Ω)). (2)

さらに Vázquez-Zuazua[12]は, (1)の剰余項を用いて, 特異性があるポテンシャルをもつような放

物型偏微分方程式の解の時間大域的挙動について研究を行った. このように剰余項を研究すること

は, 不等式自体の興味もさることながら, 方程式への応用の観点からも重要であると言える.

一方で p = N の場合, 通常の Hardy不等式 (1)は成立せず, 対数補正項を付けた臨界 Hardy不

等式 (3)が成立することが知られている.(
N − 1

N

)N ∫
Ω

|u(x)|N

|x|N (log R̃e
|x| )

N
dx ≤

∫
Ω

|∇u(x)|Ndx (∀u ∈ W 1,N
0 (Ω), R̃ := sup

x∈Ω
|x| ). (3)

定数
(
N−1
N

)N
は一般の有界領域において最良で ([2], [10]), 達成されないことが知られている ([6]).

我々は臨界 Hardy不等式 (3)における剰余項について研究を行った.

注意 1 Adimurthi-Chaudhuri-Ramaswamy [1]によって以下が示されている.

T > 0, BT (0) ⊂ R2, R = ee
·e(k-times)

T とする (i.e. k = k(R)は 0 < log(k) R
T を満たす. ただ

し log(1)(·) := log(·), log(k)(·) := log
(
log(k−1)(·)

)
(k ≥ 2)とする) このとき以下の不等式が成立

∗m13saM0311@st.osaka-cu.ac.jp
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する.

1

4

k∑
j=1

∫
BT (0)

|h(x)|2(
|x|
∏j

i=1 log
(i) R

|x|

)2 dx ≤
∫
BT (0)

|∇h(x)|2dx (∀h ∈ W 1,2
0 (BT (0))) (4)

一見上記の不等式 (4)は, (3)の剰余項を得たように見える. しかしながら仮定 R = ee
·e(k-times)

T

により, “本当の意味”で (3)の剰余項を得たとは言えない (我々が得たいのは R = eT の場合であ

るので, k = 1となってしまう).

また Adimurthi-Sandeep[2]らは上述の結果を述べた論文 [1]を引用することにより, 以下の不等

式を証明なしで記述している.(
N − 1

N

)N ∫
Ω

|u(x)|N

|x|N (log R
|x| )

N
dx+ C

∫
Ω

|u(x)|N

|x|N
(
log R

|x|

)N (
log(2) R1

|x|

)N dx ≤
∫
Ω

|∇u(x)|Ndx

(∀u ∈ W 1,N
0 (Ω)). ただし R ≥ e supx∈Ω |x|, R1 ≥ (ee)

2
N supx∈Ω |x|とする.

このように今まで (3)の剰余項は曖昧にされてきたように思える. しかしながら今回得られた主

結果はその曖昧な部分を明らかにしたと言える.

2 主結果

定理 1 [[10]M.Sano-F.Takahashi] N ≥ 2,Ω ⊂ RN は境界が滑らかな有界領域, R > 0 は

|BR(0)| = |Ω|を満たす数, R̃ := supx∈Ω |x|, 0 < q < N とL > −1はα∗ < α := N−1
N q+L+2 ≤ N

を満たす数とする. このとき任意の u ∈ W 1,N
0 (Ω)に対して, 以下の不等式が成立する.∫

Ω

|∇u(x)|Ndx ≥
(
N − 1

N

)N ∫
Ω

|u(x)|N

|x|N (log R̃e
|x| )

N
dx

+ ω
1−N

q

N C(L,N, q)
N
q

∫
Ω

|u(x)|q

|x|N
(
log R̃e

|x|

)α dx
N

q

. (5)

ただし C(L,N, q) := (L+1)−(1+
N−1
N q)Γ

(
N−1
N q + 1

)
, Γ(·)はガンマ関数, α∗ := N−1

N q+1とする.

不等式 (5)の剰余項に登場する α∗は最良であることがわかっている. そして証明を少し変えると,

不等式 (5)の他にも様々な剰余項を求めることができる. また主定理の方程式への応用として, 異

なる重みを持った次の楕円型N−ラプラス方程式の弱解の存在・非存在を考えることができる (以

上の 3点は本稿では割愛する).

(P )λµ


−∆Nu = µ |u|N−2u(

|x| log R̃e
|x|

)N + λ|u|q−2uf(x) in Ω

u = 0 on ∂Ω

ただし µ, λ > 0,∆Nu := div(|∇u|N−2∇u), uは u(x)の略とする.
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3 証明の概略と新しいアイディア

臨界Hardy不等式 (3)の剰余項を求める際にも, 古典的なHardy不等式 (1)の場合と同様に重要

であると思われるのは, Brezis-Vazquez[3]によるアイデアと球対称再配列の議論の組み合わせであ

る. 端的に述べると,

・Brezis-Vazquezのアイディア · · · (3)の等号を満たす“形式的な”関数
(
log Re

|x|

)N−1
N

(
W 1,N (BR(0))

関数に入っていないことに注意する
)
と u(x)の違いを見るために,変換 v(x) =

(
log Re

|x|

)−N−1
N

u(x)

を行い, 新しい関数 vに対しての評価を行う. (Sobolev空間W 1,N (BR(0))の定義は [8]を参照して

頂きたい.)

・球対称再配列の議論 · · · 球対称減少な関数 u = u(|x|)に関してのみ証明すればよく, “問題を一次

元化できる”というメリットをもつ. 特にPólya-Szegöの不等式やRiesz’s rearrangement inequality

を用いる (詳しくは [7], [9]を参照).

しかしながら, 臨界 Hardy不等式の場合にはその 2つだけでは上手くいかない (正確には “嫌な”

重み付きの Poincaré不等式を考察しなければいけなくなり, 上手く証明できない). 新しいスケー

ル変換 (6)も同時に組み合わせたことが証明の鍵となっている. 主結果に必要な補題を一つ準備し,

主結果の証明に入る.

補題 1 [[5] Lemma 1] p ≥ 2, ξ, η ∈ R s.t. ξ ≥ 0, ξ − η ≥ 0とする. このとき以下の評価が成立

する.

(ξ − η)p + pξp−1η − ξp ≥ max{(p− 1)η2ξp−2, |η|p}

定理 1の証明 [Step 1] まず Ω = BR(0) ( i.e. R = R̃)で, r = |x|に関して単調減少な球対称関
数 u ∈ C∞

0 (BR(0))に関して結論の不等式 (5)を示す. 次の変換を導入する.

v(s) =

(
log

Re

r

)−N−1
N

u(r) where s = s(r) =

(
log

Re

r

)−1

, s′(r) =
s(r)

r log Re
r

≥ 0, v ∈ C1
0 ([0, 1))

(6)

したがって,

I :=

∫
BR(0)

|∇u(x)|Ndx−
(
N − 1

N

)N ∫
BR(0)

|u(x)|N

|x|N (log Re
|x| )

N
dx

= ωN

∫ R

0

|u′(r)|NrN−1dr −
(
N − 1

N

)N

ωN

∫ R

0

|u(r)|N

r(log Re
r )N

dr

= ωN

∫ R

0

(
N − 1

N

(
log

Re

r

)− 1
N v(s(r))

r
−
(
log

Re

r

)N−1
N

v′(s(r))s′(r)

)N

rN−1dr

−
(
N − 1

N

)N

ωN

∫ R

0

|u(r)|N

r(log Re
r )N

dr (u′(r) ≤ 0より従う) (7)
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が成立する. ここで補題 1の ξと ηを, ξ = N−1
N

(
log Re

r

)− 1
N v(s(r))

r , η =
(
log Re

r

)N−1
N v′(s(r))s′(r)

として適応すると,

I ≥ −ωNN

(
N − 1

N

)N−1 ∫ R

0

v(s(r))N−1v′(s(r))s′(r)dr

+ ωN

∫ R

0

|v′(s(r))|N (s′(r))
N
(
r log

Re

r

)N−1

dr

= −ωNN

(
N − 1

N

)N−1 ∫ 1

0

v(s)N−1v′(s)ds+ ωN

∫ 1

0

|v′(s)|NsN−1ds

= ωN

∫ 1

0

|v′(s)|NsN−1ds (8)

となる. 一方で任意の 0 ≤ s ≤ 1に対して,

|v(s)| =
∣∣∣∣∫ 1

s

v′(t)dt

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫ 1

s

v′(t)t
N−1
N −N−1

N dt

∣∣∣∣
≤
(∫ 1

0

|v′|N tN−1 dt

) 1
N
(
log

1

s

)N−1
N

(Hölder inequalityより従う)

が成立するので,∫ 1

0

|v(s)|qsL ds ≤
(∫ 1

0

|v′(s)|NsN−1 ds

) q
N
∫ 1

0

sL
(
log

1

s

)N−1
N q

ds

となり, 以下の評価を得る.

C(L,N, q)
N
q

(∫ 1

0

|v(s)|qsL ds

)N
q

≤
∫ 1

0

|v′(s)|NsN−1 ds. (9)

したがって, (8)と (9)より,

I ≥ ωNC(L,N, q)
N
q

(∫ 1

0

|v(s)|qsL ds

)N
q

= ωNC(L,N, q)
N
q

(∫ R

0

|u(r)|q

r
(
log Re

r

)α dr
)N

q

= ωN
1−N

q C(L,N, q)
N
q

∫
BR(0)

|u(x)|q

|x|N
(
log Re

|x|

)α dx
N

q

となり, 結論の不等式を得ることが出来る.

[Step 2] 稠密性の議論 ([8]を参照)と球対称再配列関数の議論 (Pólya-Szegöの不等式とRiesz’s

rearrangement inequalityを適用する)より, 一般のW 1,N
0 (Ω)関数に対しても結論の不等式 (5)が

証明できる (本稿では割愛する). 以上より定理 1が証明された.

4 今後の課題

実は本稿で扱った臨界Hardy不等式よりもより厳しい不等式であるシャープな臨界Hardy不等式(
N − 1

N

)N ∫
Ω

|u(x)|N

|x|N (log R
|x| )

N
dx ≤

∫
Ω

|∇u(x)|Ndx (∀u ∈ W 1,N
0 (Ω), R := sup

x∈Ω
|x| ) (10)
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が成立することが知られている. このシャープな臨界 Hardy不等式 (10)は (3)とは違い, ポテン

シャル (|x| log R
|x| )

−N は原点だけではなく, 境界にも特異性をもっているという点が一つの大きな

特徴であり, 興味深い点である. 近年, Ioku-Ishiwata[6] により, 領域 Ω がボールの場合に, 定数(
N−1
N

)N
は最良であり, 達成されないことが証明された. したがって不等式 (10)にも剰余項の存在

が期待できる. 最近, Sano-Takahashi[11]により, (領域がボールの場合に)シャープな臨界 Hardy

不等式の剰余項が発見された. 今後の課題としては, さまざまな一般有界領域 (円環領域や原点が

境界上にある場合など)における臨界Hardy不等式 (10)の最良定数の値や達成可能性, 剰余項につ

いて明らかにし, それに関連する方程式への応用, また達成不可能となるメカニズムの解明 (最小化

列の挙動の解析)などが挙げられる.
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混合Frobenius多様体と混合 trTLEP構造

社本　陽太 ∗

京都大学数理解析研究所　修士 2年，2015年 2月

概 要

本稿では, 筆者の修士論文の結果について, 講演内容に沿ってより詳しい解説をします. 講演
で話した主な結果は二つでした. 二つはどちらも局所ミラー対称性における混合 Frobenius多様
体の構成定理であり, どちらも混合 trTLEP 構造から混合 Frobenius 多様体を得る一般論に基
づいています. 本稿では特にこの一般論の説明に重点をおいて解説します.

1 研究の背景

まず, 研究の背景について説明します. 筆者の結果は局所ミラー対称性予想に関するものですが,

局所ミラー対称性はミラー対称性予想の一つの variantにあたるものです. そこで, まずミラー対

称性について解説したあと, 局所ミラー対称性における研究背景に入ります.

1.1 ミラー対称性とFrobenius多様体

ミラー対称性予想という物理学の弦理論に端を発する予想があります. これは, Aモデルと Bモ

デルと呼ばれる二つのモデルの等価性を主張するもです. この等価性に基づいて, Aモデル側の射

影的 Carabi-Yau多様体 X の有理曲線の数え上げ (Gromov-Witten不変量の計算)問題を Bモデ

ル側のCarabi-Yau多様体 X̂ における Picard-Fuchs型の微分方程式 (Hodge構造の変動)を用いて

計算するという結果が示されて, 数学者に衝撃を与えました.

この結果は, 有理曲線の数え上げ問題という未解決の難問が (ある場合に)解決されたというだけ

でなく, 次の二つの点で非自明であったと言えます.

1. 多様体X の性質が異なる多様体 X̂ の性質を用いて記述される点.

2. シンプレクッティック幾何学的性質が複素幾何学性質を用いて記述される点.

この非自明な対応に数学的な説明を与えることがミラー対称性において重要な問題となります.

そのために, ミラー対称性予想は様々な形で定式化され, 多くの例について予想が正しいことが証

明されています. しかし, 一般的な形での定式化や証明からは遠く, また, 様々な定式化たちの間の

関係も未解決のものが数多くあります.

これら様々な定式化のうちの一つに, Frobenius多様体による定式化があります. まず, Aモデル,

Bモデルのそれぞれにおいて, Frobenius多様体FA,FB を構成します. このとき, Aモデルにおい

てはX のシンプレクッティック幾何学的性質 (Gromov-Witten不変量)を用いて, Bモデルにおい

ては, X̂ の複素幾何学的性質 (Hodge構造の変動)を用いて, Frobenius多様体を構成します. そし
∗shamoto@kurims.kyoto-u.ac.jp
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て, ミラー対称性予想を, Frobenius多様体の同型FA ≃ FB として定式化します. 二つの異なる幾

何学から同じ種類の構造を取り出し, その構造の間の同型として予想が定式化されたことに注目し

てください.

Frobenius多様体によって定式化されたミラー対称性予想についても, 弱 Fanoトーリック多様

体の場合など多くの場合に予想が証明されています ([8]).

1.2 局所ミラー対称性と混合Frobenius多様体

局所ミラー対称性は, ミラー対称性の「非コンパクト版」にあたります. つまり, Aモデルに現

れる Carabi-Yau多様体 X が (局所 Carabi-Yauと呼ばれる)非コンパクトな多様体である場合の

ミラー対称性が局所ミラー対称性です.

局所ミラー対称性については, Chiang-Klemm-Yau-Zaslow[2]が, 数学的な解釈とそれを用いた

計算例を与えました. 通常のミラー対称性と同様, 計算の背景にある構造を求めることが次の目標

になります.

Konishi-Minabeは, [7]において局所 Bモデルの計算の背後に相対コホモロジーの定める混合

Hodge構造の変動があることを見抜きました. この観察に基づいて, 彼らは Frobenius多様体を一

般化した混合 Frobenius多様体を導入し, 局所ミラー対称性は混合 Frobenius多様体の同型として

定式化できるだろうと予想しました ([5]).

実際, Konishi-Minabeは [5, 6]において, 局所 Gromov-Witten不変量を用いて局所 Aモデルに

おける混合 Frobenius多様体を構成しました. 一方で, 局所 Bモデルにおける混合 Frobenius多様

体の構成はなされていませんでした.

したがって, 次の課題は局所 Bモデルにおける混合 Frobenius多様体の構成, 及び (構成された

ものとして) 二つの混合 Frobenius多様体の同型を証明することになります.

2 主結果

筆者の修士論文における主な結果の一つは, 局所 Bモデルにおける混合 Frobeniu多様体を (あ

るデータを加味することで) 構成したことです (定理 2.6).

概要でも述べたように, この結果は一般に混合 trTLEP構造という構造から混合 Frobenius多様

体を構成する定理 (定理 2.4. 以下, これを構成定理と呼びます.)を局所 Bモデルの場合に適用す

ることで得られます. 以下では, まず, 混合 Frobenius多様体とこの混合 trTLEP構造の定義を述

べ, 構成定理の主張を与えます. その後, 構成定理をどのように局所 Bモデルに適用するかを説明

します.

講演では, 局所 Aモデルにおける Konishi-Minabeの構成した混合 Frobenius多様体を, この構

成定理を用いて再構成する結果についても話しました. この結果の説明は紙数の関係でここでは割

愛します.

2.1 混合Frobenius多様体の構成定理

まず, 混合 Frobenius多様体の定義を説明します. 複素多様体M に対して, OM をM 上の正則

関数のなす層, ΘM を正則接ベクトル束, Ω1
M を正則余接束とします. また, ベクトル束とそれが定

義する OM 局所自由層を同一視します.
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定義 2.1 ([5, 6]). 複素多様体M上の混合Frobenius構造とは,次の以下の組F = (◦, e,∇, E,W, g)

であって, いくつかの条件をみたすものである.

• M の正則接ベクトル束 ΘM 上の可換な積 ◦とその単位元切断 e ∈ Γ(M,ΘM ),

• 捩れのない (torsion free)平坦接続∇ : ΘM → ΘM ⊗ Ω1
M ,

• 正則ベクトル場 E ∈ Γ(M,ΘM ) (Eulerベクトル場と呼ばれる),

• 可換OM 代数 (ΘM , ◦)のイデアルからなる部分ベクトル束のなす増大列W = (Wk | k ∈ Z),

• 部分商 GrWk ΘM = Wk/Wk−1 上の非退化対称形式の列 g = (gk | k ∈ Z).

複素多様体M とその上の混合 Frobenius構造の組 (M,F )を混合 Frobenius多様体と呼ぶ. (組

(M,F )も単にF と書く.)

混合 Frobenius多様体の定義は, W が自明なフィルターのとき, Frobenius多様体の定義に対応

しています. 混合 Frobenius構造のみたすべき条件のうち, 後の説明に必要な部分を説明します.

P1
λを複素射影直線, λを非斉次座標とします. また, p : P1

λ ×M → M を自然な射影とします. 引

き戻し p∗ΘM 上の有理型接続 ∇̂を次のように定義します.

∇̂ := ∇+
1

λ
C −

( 1

λ
CE +∇•E

)dλ
λ
. (2.1)

ここで, C は Cxy := −x ◦ y (x, y ∈ ΘM )で定まる ΘM 上の Higgs場で, 右辺では pによる引き戻

しを省略しています.

混合 Frobenius構造の条件の一つは, 式 (2.1)で定義される接続 ∇̂が平坦であることです.

次に, 混合 trTLEP構造の定義を説明します.

定義 2.2. 複素多様体M 上の混合 trTLEP構造とは, 次の組 T = (H, ∇̃, W̃ , P )であって, いくつ

かの条件をみたすものである.

• P1
λ ×M 上の正則ベクトル束H であって, 随伴射 p∗p∗H → H が同型であるもの,

• H 上の有理型平坦接続 ∇̃であって, {0,∞}×M にのみ, ある種の特異性を持つもの,

• H 上の ∇̃不変な部分束からなる増大列 W̃ = (W̃k | k ∈ Z),

• GrW̃k H 上の (−1)k 対称なペアリングの列 P = (Pk | k ∈ Z).

ここで, 正則写像 f : M0 → M1 にと, M1 上の混合 trTLEP構造に対して引き戻し f∗T が定義
できることに注意しておきます. 次の補題は, 比較的容易に証明できます.

補題 2.3. F を混合 Frobenius多様体とする. このとき, 混合 trTLEP構造 T (F )が自然に誘導さ

れる.

特に, T (F ) = (H, ∇̃, . . . )と書いたとき, H := p∗ΘM , ∇̃ = ∇̂(式 2.1参照)です.

一方で, この逆は一般には成り立ちません. つまり, 複素多様体M 上の任意の混合 trTLEP構

造から, M 上の混合 Frobenius構造が構成できるわけではありません. 例えば, 混合 trTLEP構造

T = (H,∇, . . . )で, H の階数がM の次元と一致していないときなどが自明な反例となります. ま

た, 補題 2.3で実は混合 Frobenius多様体の単位元切断 eの情報が落ちていることも注意しておき

ます.
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混合 Frobenius多様体の構成定理とは, H の階数がM の次元より高い場合に, 単位元 eにあたる

情報を付加することで, M を (局所的に)「開折」した多様体 M̃ 上に混合 Frobenius構造が構成で

きることを主張する定理です.

定理 2.4. 1 複素多様体の芽 (M, 0)上の混合 trTLEP構造 T = (H,∇,W, P )に対して, H の大域

切断 ξが「ある条件」をみたすとする. このとき, 次の組 (F , ι, i)が同型を除いて一意的に存在する.

1) 混合 Frobenius多様体 (の芽)F = ((M̃, 0), ◦, e,∇, E),

2) 埋め込み ι : (M, 0) ↪→ (M̃, 0),

3) 混合 trTLEP構造の同型 i : T ∼−→ ι∗T (F )であって, ξが eに対応するもの.

条件 3より, H の階数が (M̃, 0)の次元と一致すること, したがって (条件 2より)(M, 0)の次元

より大きいことがわかります. また, ξが単位元にあたる情報になっています.

2.2 局所Bモデルへの応用

次に, 定理 2.4の局所 Bモデルへの応用について説明します. まず, 複素多様体の芽 (M, 0)上の

次数付き偏極可能な混合 Hodge構造の変動H = (VQ, F,W )を考えます. ここで, VQは Q上の局
所系, F は Hodgeフィルター, W はウェイトフィルターを表します. このとき, 次の補題が成り立

ちます.

補題 2.5. H = (VQ, F,W )を上で定義した混合 Hodge構造の変動, U を F に対する相反フィル

ター (opposite filtration), 次数付き偏極 S = (Sk | k ∈ Z) を固定するごとに, 混合 trTLEP構造

T (H , U, S)が自然に構成される.

構成は Rees constructionと呼ばれる構成法でなされます. また, T (H , U, S)に対する定理 2.4

の「ある条件」を, H に対する条件として書き直すことができます.

さて, 局所 Bモデルの設定に入ります. (ここでは, 2次元の場合に限りますが, 適切な仮定のも

とで一般の次元にも拡張できます.) ∆を 2次元反射的整多面体とします. (C∗)2 の∆によって定

まるある種のアフィン超曲面のなすモジュライ空間をM(∆)とします. (M(∆)の構成法は, [1]参

照.) また, 各点 [F ] ∈ M(∆) に対し, VF ⊂ (C∗)2 を対応するアフィン超曲面とします.

M(∆)の安定でなめらかな点 [F0]を固定すると,相対コホモロジーH2((C∗)2, VF ), ([F ] ∈ M(∆))

に定まる混合Hodge構造から, 芽 (M(∆), [F0])上に混合Hodge構造の変動H∆が定まります. 補

題 2.5と構成定理 2.4によって混合 Frobenius多様体が得られます.

定理 2.6. H∆の次数付き偏極 S, 相反フィルター U および「ある条件」をみたす切断 ξを固定す

る. このとき, 次の組 (F , ι, i)が同型を除いて一意的に定まる.

1) 混合 Frobenius多様体F = ((M̃, 0), ◦, e,∇, E,W, g),

2) 埋め込み ι : (M(∆), [F0]) ↪→ (M̃, 0),

3) 混合 trTLEP構造の同型 i : T (H∆, S, U)
∼−→ ι∗T (F )で, ξが eに対応するもの.

定理の「ある条件」をみたす ξが存在することは, H∆の組み合わせ論的表示 ([1], [7]) からわか

ります. 定理の中の相反フィルター U や次数付き偏極 Sを, 局所ミラー対称性の状況で適切に定め

ることが次の課題です.
1この定理は, Hertling-Manin[3] の Theorem 4.5 の混合 Frobenius 多様体への拡張となっています. 有理型平坦接続

の開折 (unfolding)の概念は, この論文 [3]で定義されました. この概念は混合 trTLEP構造の場合に自然に拡張されます.
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この度は，第 12 回城崎新人セミナーに参加させていただきありがとうございました．様々な分

野の方々と議論や交流をすることができ，たいへん貴重な経験になりました．このような場を設け

てくださった運営委員の方々，そして参加者の皆様に感謝申し上げます．

1 トーリック幾何とは

トーリック幾何学は，代数幾何と組合せ論の間の架け橋である．Toric variety とよばれる，代数

的トーラス (C∗)n の作用をもつ特別な代数多様体は，扇とよばれる組合せ論的な対象と 1 対 1 に

対応する．これにより，toric variety の幾何的な性質を扇の言葉で特徴づけたり，逆に組合せ論の

問題を幾何を用いて解いたりすることができる．

複素 n 次元の toric variety とは，C 上の正規代数多様体 X であって，(C∗)n を稠密な開集合

として含み，(C∗)n の自分自身への自然な作用を X 全体への作用に拡張するものをいう．Rn の

有理強凸多面錐とは，Zn の有限個のベクトルではられる錐体 σ であって，Rn の 0 でないいかな

る線形部分空間も含まないものをいう．Rn の扇とは，有理強凸多面錐からなる空でない有限集合

であって，次の条件を満たすものをいう．

1. σ ∈ ∆ ならば，σ の各面もまた ∆ に属する．

2. σ, τ ∈ ∆ ならば，σ ∩ τ はそれぞれの面である．

トーリック幾何の基本定理より，複素 n 次元の toric varieties の同型類と，Rn の扇は 1 対 1

に対応する．Toric varieties と，対応する扇の例を図 1 に示す．

図 1: Toric varieties と扇の例．

∗yusuke.suyama.rp30@gmail.com
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Zn の基底の一部ではられる錐体を非特異な錐体という．扇 ∆ が非特異であるとは，∆ の各

錐体が非特異であることをいう．∆ が完備であるとは，∆ の錐体たちが Rn を覆うことをいう：∪
σ∈∆ σ = Rn. Toric varieties と扇の間には，表 1 のような関係がある．

toric varieties 扇

複素 n 次元 Rn の扇

滑らか 非特異

コンパクト 完備

オイラー標数 n 次元の錐体の数

表 1: Toric varieties と扇の対応．

たとえば，図 1 の扇はすべて非特異かつ完備であり，対応する toric varieties は確かに滑らかで

コンパクトである．本書では，滑らかでコンパクトな toric varitey を toric manifold とよぶ．

他にも，toric varieties の基本群やコホモロジー環（滑らかでコンパクトのとき）も扇の言葉で

記述できることが知られている．

2 主結果

X を複素 n 次元の toric manifold とする．代数的トーラス (C∗)n の作用を n 次元トーラス

(S1)n の作用に制限すると，一般に軌道空間 X/(S1)n は角付き多様体になり，すべての面は可縮

で，面たちの空でない共通部分は連結となる．

多面体の余次元 1 の面をファセットとよぶ．n 次元多面体が単純であるとは，各頂点に n 個の

ファセットが集まっていることをいう．X が射影的または n ≤ 3 ならば，X/(S1)n は単純な多面

体に角付き多様体として同相になる．これに対し，次の定理を証明した．

定理 2.1 (Suyama [S]). 各 n ≥ 4 に対し，複素 n 次元の toric manifolds X で，X/(S1)n がいか

なる単純な多面体とも角付き多様体として同相にならないものが無限に存在する．

必ずしも代数多様体でない，より広いクラスの多様体を扱うトーリックトポロジーにおいて，toric

manifolds の位相幾何的な一般化を求めることは基本的な問題である．そのようなクラスであると

考えられていたものに quasitoric manifolds がある．

定義 2.2 (Davis-Januszkiewicz [DJ]). 実 2n 次元可微分閉多様体 X が quasitoric manifold で

あるとは，X が (S1)n の可微分な作用をもち，次を満たすことをいう．

1. (S1)n の作用は locally standard である．すなわち，X は局所的に (S1)n の忠実な複素 n

次元表現と同変同相である．

2. 軌道空間 X/(S1)n はある単純な多面体に角付き多様体として同相である．

注意 2.3. Davis-Januszkiewicz は，定義 2.2 の多様体を toric manifold とよんでいるが，本書で

は滑らかでコンパクトな toric variety を toric manifold とよんでいるため，衝突を避けるため前

者を quasitoric manifold とよぶことにする．

X が toric manifold ならば，(C∗)n の作用を (S1)n に制限したものは locally standard である．

したがって，複素 n次元の toric manifold X は，射影的または n ≤ 3ならば quasitoric manifoldで
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ある．Toric manifold でない quasitoric manifold の例として，複素構造を持たない CP 2#CP 2 が

ある．一方，quasitoric manifold でない toric manifold の存在性は，2002 年に Buchstaber-Panov

の本 [BP] で未解決問題として取り上げられて以来，これまで例が知られていなかった．定理 2.1

より，quasitoric manifold でない toric manifold が無限に存在する．これは，そのような多様体

の初めての例を与える．すなわち，quasitoric manifolds は toric manifolds の一般化ではなかった

ことになる（図 2）．

図 2: Toric manifolds と quasitoric manifolds の関係．

注意 2.4. Toric manifolds と quasitoric manifolds を真に含む topological toric manifolds と

いうクラスがある [IFM]．Topological toric manifolds は，非特異で完備な位相的扇とよばれる組

合せ論的な対象との 1 対 1 対応がある．これは，toric manifolds と非特異で完備な扇の 1 対 1 対

応を自然に拡張するものであり，これこそが toric manifolds の正しい位相幾何的な一般化と考え

られる．

3 証明の方針

∆をm本の edge vectors v1. . . . , vmではられる非特異な扇とする．∆の underlying simplicial

complex K∆ を

{I ⊂ {1, . . . ,m} | {vi | i ∈ I} は ∆ の錐体をはる }

で定める．n− 1 次元球面 Sn−1 の三角形分割を単体的 n− 1 球面とよぶ．∆ が Rn の非特異で

完備な扇ならば，K∆ は単体的 n− 1 球面になる（図 3）．

Toric varieties と扇の対応である表 1 に付け加わるものとして，次の命題がある．

命題 3.1. ∆ を Rn の非特異で完備な扇とする．このとき，対応する toric manifold の軌道空間

X(∆)/(S1)n が単純な多面体であるための必要十分条件は，K∆ がある n 次元多面体の境界とし

て実現できることである．

これにより，定理 2.1を示すには，非特異で完備な扇であって，その underlying simplicial complex

が多面体の境界として実現できないものを構成すればよいことになる．いいかえれば，多面体の境

界にならない単体的球面の各頂点にベクトルを対応させ，非特異で完備な扇が得られればよい．

任意の単体的 1 球面および単体的 2 球面は多面体の境界になる．単体的 3 球面では，頂点数が

7 以下ならば多面体の境界になる．頂点数 8 で初めて多面体の境界にならないものが存在する．そ
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図 3: 扇とその underlying simplicial complexes.

れには Brückner 球面，Barnette 球面 [B] の 2 種類があるが，f ベクトル（各次元の面の数，こ

こでは頂点，辺，三角形，四面体の数を並べたもの）はそれぞれ (8, 28, 40, 20), (8, 27, 38, 19) であ

り，面の数が少ない Barnette 球面を用いることにする．

図 4: Barnette 球面．

命題 3.1 により，Barnette 球面の各頂点にベクトルを対応させ，非特異で完備な扇が得られれ

ば，複素 4 次元の，軌道空間が単純な多面体にならない toric manifold が得られたことになるが，

実は，そのようにベクトルをとることはできないことがわかっている．

命題 3.2 (Ishida-Fukukawa-Masuda [IFM]). Barnette球面は R4の非特異で完備な扇の underlying

simplicial complex になり得ない．

以上の事実を踏まえて，次のような方針を採る．

Step 1. とりあえず，R4 の特異で完備な扇 ∆ であって，その underlying simplicial complex K∆

が Barnette 球面であるものを 1 つ構成する．

Step 2. ∆ の錐体のうち，特異なものをすべて細分して非特異な扇 ∆′ を得る．対応する toric

variety X(∆′) は複素 4 次元の toric manifold である（この操作はブローアップによる特異

点解消に対応している）．
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Step 3. Barnette 球面K∆ の細分もまた多面体の境界にならないかどうかは一般にはわからない

ので，改めて K∆′ が多面体の境界にならないことを示す．したがって，X(∆′)/(S1)4 は単

純な多面体ではない．

Step 4. 多面体の境界にならないという性質は，単体的球面の「局所的な」状況で決まる．すな

わち，特定の構造の部分複体を含んでいると，多面体の境界にならなくなるのである．ゆえ

に，そこから離れた面に対応する錐体を更に細分することで，求める多様体が複素 4 次元で

無限に得られる．

Step 5. 多面体の境界にならないという性質は懸垂で保たれる．ゆえに，Step 4 で無限に得られ

た扇の underlying simplicial complex の懸垂をとることで，求める多様体が高次元でも無限

に得られ，定理 2.1 の証明が完成する（この操作は CP 1 を直積することに対応している）．

証明の要は，Step 1において，以下に述べるような性質のよい扇 ∆を見つけることである．Step

3 の証明であるが，Barnette 球面がそうであることの証明 [E, 5.3 Theorem, Chapter III] と同様

の議論で示したい．そのためには，Barnette 球面 K∆ が含む，Step 4 で述べたような部分複体の

構造を，Step 2 で変えないようにしなければならない．すると，Step 1 の ∆ として，その部分複

体に対応する錐体が非特異であるようなもの，特に，19 個の 4 次元錐体のうち「大部分が」非特

異であるようなものをとってくる必要がある．

各 4 次元錐体ごとに，Barnette 球面の 8 頂点に対応させたベクトルの成分に関する方程式が定

まる．上の問題は，この 19 個の方程式のうち大部分を満たすものを求めるという問題に帰着する

が，これを手計算で求めるのは困難であった．そこで，コンピュータでベクトルをランダム生成す

ることにより，19 個の 4 次元錐体のうち 14 個が非特異である扇 ∆ が得られた．これを細分する

と f ベクトルが (18, 73, 110, 55) の非特異扇 ∆′ が得られ，Step 3 も問題なく進み，定理 2.1 の証

明が完成した．
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有限多重ゼータ値と有限多重ポリログ

関 真一朗∗

大阪大学大学院理学研究科数学専攻 ，2015年 2月

本研究は佐久川憲児氏との共同研究である ([SS]).

1 準備

集合 I を

I :=
∐

m∈Z>0

(Z>0 × · · · × Z>0︸ ︷︷ ︸
m

),

と定義し, I の元をインデックスとよぶ. k = (k1, . . . , km) ∈ I に対し, wt(k) := k1 + · · ·+ kmを k
の重さとよび, dep(k) := mを kの深さとよぶ. {1}m = (1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸

m

と略記する.

定義 1.1 (Hoffman双対). 正の整数wに対して Iw = {k ∈ I | wt(k) = w}とし, P({1, 2, . . . w−
1})を {1, 2, . . . , w− 1}のべき集合とする. このとき, 全単射 ψ : Iw

∼−→ P({1, 2, . . . , w− 1})が対応

k = (k1, . . . , km) 7→ {k1, k1 + k2, · · · , k1 + · · · + km−1}

によって定まる. この全単射を用いて, k ∈ Iw に対してその Hoffman双対 k∗ を

k∗ := ψ−1({1, 2, . . . , w − 1} \ ψ(k))

によって定義する. wt(k∗) = wt(k), dep(k) + dep(k∗) = wt(k) + 1が成り立つ.

例 1.2.

m∗ = {1}m, (k1, k2)∗ = ({1}k1−1, 2, {1}k2−1), (k1, k2, k3)∗ = ({1}k1−1, 2, {1}k2−2, 2, {1}k3−1),

(k1, {1}k2−1)∗ = ({1}k1−1, k2).

m, k1, k2, k3 は正の整数であり, 三つ目の等号は k2 ≥ 2のときに成立する.

定義より k∗∗ = kが任意のインデックス kに対して成り立つ. k = (k1, . . . , km) ∈ I に対して

k := (km, . . . , k1)とするとき (k)∗ = (k∗)が成り立つので, これを k∗
と書くことにする.

定義 1.3. 正の整数 nに対して Q代数 An, An,Z[t] をそれぞれ

An :=

(∏
p

Z/pnZ

) /(⊕
p

Z/pnZ

)
,

∗shinchan.prime@gmail.com
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An,Z[t] =

(∏
p

Z/pnZ[t]

)/(⊕
p

Z/pnZ[t]

)
と定義する. 以下では, A1 = A, A1,Z[t] = AZ[t] と略記する1.

各有理数毎に自然な代入写像An,Z[t] → Anがある. また, p ∈ Anを p := (p mod pn)p, Bp−kを

Bp−k := (Bp−k mod pn)pと定義する. ただし, kは 3以上の整数で, Bp−kは p−k番目のBernoulli
数を表す (nが文脈上明らかである場合はこの定義のように明記しないものとする).

2 有限多重ゼータ値とHoffmanの双対定理

有限多重ゼータ値を次のように定義する ([KZ]).

定義 2.1. nを正の整数, k = (k1, . . . , km)をインデックスとする. このとき, 有限多重ゼータ値
ζAn(k)を

ζAn(k) :=

( ∑
p>n1>···>nm>0

1
nk1

1 · · ·nkm
m

mod pn

)
p

∈ An

により定義し, 等号付有限多重ゼータ値 ζ?
An

(k)を

ζ?
An

(k) :=

( ∑
p−1≥n1≥···≥nm≥1

1
nk1

1 · · ·nkm
m

mod pn

)
p

∈ An

により定義する2.

有限多重ゼータ値の値の計算や関係式については既に多数の結果が知られている. また, [KZ]
において有限多重ゼータ値のなす Q線形空間の構造に関する予想が定式化されている. ここでは,
Hoffmanによって示された等号付有限多重ゼータ値の双対性を紹介する3.

定理 2.2 (Hoffmanの双対定理 [H]). 任意のインデックス kに対して

ζ?
A(k) = −ζ?

A(k∗).

が成立する.

なお, 予想としては非零元はいくらでも存在するが, 有限多重ゼータ値で値が 0でない (ことが証
明されている)例は一つも知られていない. 一方, 次の節で定義する有限多重ポリログについては
abc予想の仮定の下で値が 0ではないような特殊値の存在を示すことができる.

3 有限多重ポリログと関数等式

1変数有限多重ポリログを次のように定義する4.

1A の元として有限多重ゼータ値を定義することは Zagier によって提唱された [KZ]. AZ[t] は [OY] における B に等
しい. 添え字に Z[t] が現れる理由については [SS] を見よ. AZ[t] 6= A[t] に注意.

2和の不等号の向きが逆の定義を採用している文献もあるので読む際には注意が必要である. ζA(|) := ζA(|) と A の
位置によって区別することもある.

3これは通常の多重ゼータ値に関する双対性定理の類似物と考えることが出来るが, 有限多重ゼータ値の世界では等号付
の場合にこのような簡明な双対性が成立していることは興味深い.

4小野-山本 [OY] による有限多重ポリログとは定義が異なる. 彼らの定義との間の関係については [SS] を見よ.
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定義 3.1. 正の整数nおよびインデックスk = (k1, . . . , km)に対して£An,k(t), £?
An,k(t), £̃An,k(t),

£̃?
An,k(t)をそれぞれ

£An,k(t) :=

( ∑
p>n1>···>nm>0

tn1

nk1
1 · · ·nkm

m

mod pn

)
p

∈ An,Z[t],

£?
An,k(t) :=

( ∑
p−1≥n1≥···≥nm≥1

tn1

nk1
1 · · ·nkm

m

mod pn

)
p

∈ An,Z[t],

£̃An,k(t) :=

( ∑
p>n1>···>nm>0

tnm

nk1
1 · · ·nkm

m

mod pn

)
p

∈ An,Z[t],

£̃?
An,k(t) :=

( ∑
p−1≥n1≥···≥nm≥1

tnm

nk1
1 · · ·nkm

m

mod pn

)
p

∈ An,Z[t]

と定義する.

定義より明らかに

£An,k(1) = £̃An,k(1) = ζAn(k), £?
An,k(1) = £̃?

An,k(1) = ζ?
An

(k).

が成り立つ. この意味で有限多重ポリログは有限多重ゼータ値の自然な拡張概念と言える5.
有限多重ポリログに関して以下の関数等式が成り立つことを証明した:

定理 3.2. 任意のインデックス k ∈ I に対し,

£̃?
A,k(t) = £̃?

A,k∗(1 − t) − ζ?
A(k∗). (1)

がAZ[t]において成立する. 更に, 任意の正の整数mに対して次のA2,Z[t]における関数等式が成立

する:
£̃?

A2,{1}m(1 − t) − ζ?
A2

({1}m) = £A2,m(t) − £?
A2,(m,1)(t)p.

(1)は Hoffmanの双対定理の一般化を与えている. 上記関数等式は等号付有限多重ポリログに関
するものであるが, 等号無についても以下の関数等式が得られた:

定理 3.3. 任意のインデックス k ∈ I に対し,

£A2,k(t) −
(
£A2,(k1,...,km,1)(t) + £A2,(k1,...,km+1)(t)

)
p

= (−1)m−1
(
£̃?

A2,k∗(1 − t) − ζ?
A2

(k∗
)
)

+
m−1∑
j=1

(−1)m−jζ?
A2

((km, . . . , kj+1)∗)£A2,(k1,...,kj)(t).

が A2,Z[t] で成立する. 特に, AZ[t] で以下の関数等式が成り立つ:

£̃?
A,k∗(1 − t) + (−1)m£A,k(t) =

m−1∑
j=0

(−1)j−1ζ?
A(km, . . . , kj+1)£A,(k1,...,kj)(t).

ここで, j = 0のときは £A,(k1,...,kj)(t)を £A,∅(t) = 1と定義する.

5一方で, Elbaz-Vincent と Gangl による有限ポリログの拡張にもなっている ([EG]). 記号 £ の使用は彼らの定義に
基づいている.
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4 有限多重ポリログの特殊値

有限多重ポリログの関数等式を応用することにより, Tauraso-Zhao等による交代多重調和和に
関する結果 ([TZ])を用いて有限多重ポリログの特殊値をいくつか計算することが出来る. [SS]で
は現在計算可能な全ての特殊値を掲載しているが, ここでは次の定理を紹介する:

定理 4.1. mを正の整数とするとき, 次の A2 における等号を得る:

£̃?
A2,{1}m(2) = −£A2,{1}m(2) =

(
m + 2 − m + 1

2m

)
Bp−m−1

m + 1
p,

£?
A2,{1}m(1/2) = −£̃A2,{1}m(1/2) =

2m+1 − 1
2m+1

Bp−m−1

m + 1
p.

これは例えば Sun-Zhaoによる次の結果の一般化を与えている ([SZ]):

定理 4.2.
p−1∑
k=1

Hk

k2k
≡ 7

24
pBp−3 (mod p2)

が 7以上の素数 pに対して成立する. ここで, Hk =
∑k

j=1 1/j は調和数である.

5 Eulerの恒等式の一般化

N は正の整数とする. Eulerが発見した恒等式

N∑
n=1

(−1)n−1

(
N

n

)
1
n

=
N∑

n=1

1
n

,

の一般化を与え, 二項係数を modp (または modp2)還元することによって有限多重ポリログの関
数等式が証明される. 前節の関数等式を証明するために必要となる恒等式は以下の二つである:

定理 5.1. N を正の整数, k = (k1, . . . , km) をインデックスとし, k∗ = (k′
1, . . . , k

′
m′) を k の

Hoffman双対とする. このとき, 多項式の恒等式∑
N≥n1≥···≥nm≥1

(−1)n1

(
N

n1

)
tnm

nk1
1 · · ·nkm

m

=
∑

N≥n1≥···≥nm′≥1

(1 − t)nm′ − 1

n
k′
1

1 · · ·nk′
m′

m′

(2)

が成立する.

(2)はDilcherの恒等式, Hernándezの恒等式, Hoffmanの恒等式, Tauraso-Zhaoの恒等式等を含
んでいる.

定理 5.2. N を正の整数, k = (k1, . . . , km) をインデックスとし, k∗ = (k′
1, . . . , k

′
m′) を k の

Hoffman双対とする. このとき, 多項式の恒等式∑
N+1>n1>···>nm>0

(−1)nm

(
N

nm

)
tn1

nk1
1 · · ·nkm

m

= (−1)m−1
∑

N≥n1≥···≥nm′≥1

(1 − t)nm′ − 1

n
k′
1

1 · · ·nk′
m′

m′

+
m−1∑
j=1

(−1)m−jS(km,...,kj+1)∗(N)
∑

N+1>n1···>nj>0

tn1

nk1
1 · · ·nkj

j
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が成立する. ここで, Sk(N)はインデックス kに対する等号付多重調和和であり, 以下のように定
義される:

Sk(N) :=
∑

N≥n1≥n2≥···≥nm≥1

1
nk1

1 · · ·nkm
m

.

どちらの恒等式もいくつかの形式的積分作用素を導入して, 数学的帰納法によって証明する. ペー
ジ数の都合上, Dilcherの恒等式 (定理 5.1の t = 1かつ k = m (mは正の整数)の場合)の 1つの証
明を紹介するに留める:

証明. N に関する数学的帰納法で証明する. N = 1のときは明らか. N − 1のときに成り立つと仮
定して, N の場合にmに関する数学的帰納法で示す (二重帰納法). m = 1の場合は Eulerの恒等
式である.

S{1}m(N) = S{1}m(N − 1) +
1
N

S{1}m−1(N)

が成り立つので, 帰納法の仮定により

S{1}m(N) =

N−1
X

n=1

 

N − 1

n

!

(−1)n−1

nm
+

1

N

N
X

n=1

 

N

n

!

(−1)n−1

nm−1

=

N−1
X

n=1

( 

N − 1

n

!

+
n

N

 

N

n

!)

(−1)n−1

nm
+

1

N

(−1)N−1

Nm−1

=

N−1
X

n=1

( 

N − 1

n

!

+

 

N − 1

n − 1

!)

(−1)n−1

nm
+

(−1)N−1

Nm
=

N
X

n=1

 

N

n

!

(−1)n−1

nm

を得る.

なお, [SS]では等号付多変数有限多重ポリログに対する関数等式を与えている. また, 有限エター
ルポリログと有限 (多重)ポリログの関係についても論じている.
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1 主定理の背景
本稿の内容は，筆者の論文 [高田]の内容の一部を，コンパクト Lie群の Caran-Weyl理論の無限
次元版と見なし解説したものである．このセクションでは，論文全体の内容の概要と，その背景
（FHT同型）について述べる．

FHT同型とは，[FHT2]で証明されている定理で，コンパクト Lie群Gの Loop群 LGの表現論
と，GのG同変ねじれK 理論を結びつけた定理である．ねじれK 理論（twisted K-theory）の詳
しい定義などは [AS]等に譲る．さて，彼らの定理の主張を，Gがトーラスである場合に述べよう．

定理 1.1 ([FHT2]). T をトーラスとし，τ を許容的で正値な LT の中心拡大とする．このとき，次
の同型が存在する．

FHTT : Rτ (LT ) → K
τ+dim(T )
T (T )

Rτ (LT )は，LT のレベル τ の表現群と呼ばれるものである．詳しくは本文参照．
この定理の証明の概略を述べよう．
まず，別の群 char(T, τ)を用意し，次の二つの同型を記述する．

l.w.T : Rτ (LT ) → char(T, τ),M.d.T : K
τ+dim(T )
T (T ) → char(T, τ)

これらを記述することで，
FHTT = (M.d.T )

−1 ◦ l.w.T

を示し，同型どうしの合成は同型であることから主張を得る．
同型の構成には，Loop群上の「指数理論」を用いる美しく自然なものである．そこで次の問題
を考える．

問題 1.2. f : T ′ → T を Lie群の準同型とする．このとき，Loop群の準同型 Lf : LT ′ → LT が自
然に定義できる．そこで次の図式を考えることができ，可換になるか？

R(LT )
(Lf)∗−−−−→ R(LT ′)

FHTT

y yFHTT ′

K
τ+dim(T )
T (T )

f∗

−−−−→ K
f∗τ+dim(T ′)
T ′ (T ′)

この問題の答えは，Noである．理由は二つあって，表現論側の問題としては，正エネルギー表
現が無限次元であるため，表現を引き戻すと有限可約性がくずれることがあるという問題がある．
K 理論側の問題としては，ねじれK 理論は一般コホモロジー論であり，引き戻しが定義されてい

∗d.takata@math.kyoto-u.ac.jp
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るが，それは群の次数を変えないため，上で書いた f∗ は，次元が等しくない限り定義されない．
そこで次の問題に取り組むことにした．

問題 1.3. Lie 群の準同型 f : T ′ → T に対し，f# : K
τ+dim(T )
T (T ) → K

f∗τ+dim(T ′)
T ′ (T ′) と

f ! : Rτ (LT ) → Rf∗τ (LT ′)を，以下の可換図式が成り立つように，それぞれ表現論，K 理論の言
葉を使って定義せよ．

Rτ (LT )
f !

−−−−→ Rf∗τ (LT ′)

FHTT

y FHTT ′

y
K

τ+dim(T )
T (T )

f#

−−−−→ K
f∗τ+dim(T ′)
T ′ (T ′)

私はこの問題を，df が単射である場合に解決した．しかしそれは，次の二つの定理の系にすぎ
ない．その二つの定理を述べる前に，一つ記号を用意しよう，補題の形で述べる．この補題は以下
でも扱う．
補題 1.4. f : T ′ → T を Lie群の準同型とすると，以下の準同型が定義できる．

char(f) : char(T, τ) → char(T ′, f∗τ)

定理 1.5. 補題と同じ状況の時，f ! : Rτ (LT ) → Rf∗τ (LT ′)と f# : K
τ+dim(T )
T (T ) → K

f∗τ+dim(T ′)
T ′ (T ′)

が定義でき，次の図式がともに可換になる．

Rτ (LT )
f !

−−−−→ Rf∗τ (LT ′)

l.w.T

y l.w.T ′

y
char(T, τ)

char(f)−−−−−→ char(T ′, f∗τ)

K
τ+dim(T )
T (T )　 f#

−−−−→ K
f∗τ+dim(T ′)
T ′ (T ′)

M.d.T

y M.d.T ′

y
char(T, τ)

char(f)−−−−−→ char(T ′, f∗τ)

この二つの定理と Freedたちの証明から，上の主定理を導くのは，diagram chasingの演習問題
である．
以下の内容は，上の定理 1.5の表現論側の主張を，コンパクト Lie群のCartan-Weyl理論のアナ
ロジーとみなすことができるということを解説したものである．

2 Cartan-Weyl理論
この節では，Cartan-Weyl理論を大雑把に記述する．Gを連結コンパクト Lie群，i : T ↪→ Gを
その極大トーラスとする．T の次元をGの階数と呼ぶのであった．Gの表現は T への制限で完全
に決定することが知られている．Gと T が与えられると，Weyl群と呼ばれる有限群W (G)が定義
され，T に作用する．T の表現がGの表現の制限から得られるとき，その表現はW (G)の対称性
がある．では逆に，T の表現であってW (G)不変なものが与えられたとき，Gの表現の制限とし
て実現されるか？　この自然な問いに答えるのが Cartan-Weyl理論である．表現環の形で定理を
述べよう．
定理 2.1. i∗ : R(G) → R(T ) の像は不変部分環 R(T )W (G) に一致する．

以下の可換図式を考えよう．i : S ↪→ H と k : T ↪→ Gはそれぞれ極大トーラスである．表現環
の関手性から，以下の可換図式が誘導される．

R(G)
f∗

−−−−→ R(H)

k∗

y i∗
y

R(T )
f |∗S−−−−→ R(S)
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f |∗S は環準同型であることから，生成元の行先ですべての値が決まる．これは，f |∗S(Xj)を具体的
に計算することで表示できる．
これを以下の議論との対応が分かりやすいように書き直しておこう．以下，表現環の環構造を忘
れ，ただの Z上の自由加群と思うことにする．このとき，それは既約表現の同値類の集合で生成
される Z上の自由加群である．つまり，

ΠT := ker(exp : t → T ),ΠS := ker(exp : s → S)

ΛT := Hom(T,U(1)) ∼= Hom(ΠT ,Z),ΛS := Hom(S,U(1)) ∼= Hom(ΠS ,Z)

とおくと，R(T ) ∼= Z[ΛT ], R(S) ∼= Z[ΛS ]という同型が成り立つ．ここで，Z[X]は，集合Xで生成
される自由加群を表す．ΛT，ΛS に離散位相を入れることで，これらは標準的に，コンパクト台を
持つK群K(ΛT )，K(ΛS)に同型である．この同一視のもと，表現のひき戻し f |∗S : R(T ) → R(S)

は，1次元表現のなす集合を ΛT = Hom(ΠT ,Z) ⊆ t∗，ΛS = Hom(ΠS ,Z) ⊆ s∗ とみなしたとき，

td(f |S) : ΛT ⊆ t∗ → s∗ ⊇ ΛS

に対応する．表現環の間の写像 f |∗S とは，1次元表現のなす集合の間の写像 f |∗S : ΛT → ΛS を線
形に拡張したものであるから，K 群間の写像では，push-forward写像

td(f |S)! : K(ΛT ) → K(ΛS)

に対応する．また，この書き換えによって，R(G) ∼= Z[ΛT /W (G)] ∼= K(ΛT /W (G))という同型が
成り立ち，f∗も上の同型と可換図式を通じて，表現環のレベルでは td(f |S)!によって計算できる．

3 正エネルギー表現の分類と主定理
3.1 正エネルギー表現の分類
下で定義する正エネルギー表現は自明でない限り射影的で（[PS]），LT 自身でなくそれを中心
拡大した群の表現を考える必要があるが，ここでは射影表現の形で定義する．

定義 3.1 (正エネルギー表現). 連続準同型 ρ : LT ⋊ S1 → PU(H)c.o. がレベル τ の正エネルギー
表現であるとは，次を満たす時をいう．
ρを，S1の表現と思い，普通のユニタリ表現に持ち上げる．S1の表現の完全可約性からウェイ
ト分解H = ⊕n∈ZVnが定義できる（ここで Vnには S1が重み nで作用する）．このとき，各 nに
対し Vn は有限次元であり，V0 ̸= 0，Vn = 0（n < 0）を満たす．
射影表現があると，群の中心拡大 LT τ が定義でき，中心拡大の同型類をレベルという．有限可
約なレベル τ の表現のなす半群のGrothendieck構成をRτ (LT )と書き，レベル τ の表現群と呼ぶ．
レベル τ は，準同型 κτ : ΠT → ΛT を定める（[FHT2]）．

レベル τ の既約正エネルギー表現の分類定理が知られている．LT の中心拡大の定数ループの集
合 T への制限は，T の中心拡大を定める．T τ の 1次元表現 (ρ, V )であって，ρ ◦ i(eiθ) = eiθidV

となるものを τ -twisted表現と呼ぶ．その同値類の集合を，Λτ
T と書く．表現のテンソル積によっ

て，ΛT は Λτ
T に作用する．この作用と κτ : ΠT → ΛT を通じて，ΠT も Λτ

T に作用する．

定理 3.2 ([PS]). レベル τ の既約正エネルギー表現の同値類は，商空間 Λτ
T /κ

τ (ΠT )の点と一対一
に対応する．つまり，同型

l.w.T : Rτ (LT ) → Z[Λτ
T /κ

τ (ΠT )]

が存在する．ここで，右辺は，集合 Λτ
T /κ

τ (ΠT )で生成される Z上の自由加群である．
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この定理によって，各軌道 [λ]T に対し，既約表現V[λ]が定義できる．このとき，l.w.T (V[λ]) = [λ]T

である．この定理については，[PS]，[FHT2]，[高田]に解説がある．
さて，LT τ ⋊ S1 の極大連結可換部分群として T τ × S1 が取れることに注意して，Weyl群を計
算しよう．半直積が普通の直積になっているのは S1 の T τ への作用が自明だからである．l ∈ LT

の共役作用が T × S1 を保つとする．このとき，

(l, 0)(0T , θ0)(l
−1, 0)(θ) = (l(θ)l(θ − θ0)

−1, 0)

が θによらない定数ループであるとすると，写像 θ 7→ l(θ)l(0)−1が準同型になる．実際に，t(θ) :=

l(θ)l(0)−1 = l(θ + θ′)l(θ′)−1 と置くと，

t(θ1 + θ2) = l(θ1 + θ2)l(0)
−1 = l(θ1 + θ2)l(θ1)

−1l(θ1)l(0)
−1 = t(θ2)t(θ1).

よって，これに対応するループ全体の集合は T ×ΠT に同型で，簡単な議論によって lの持ち上げ
は T τ × S1 を保つので T τ × S1 の正規化群は (T × ΠT )

τ に同型である．したがって，LT τ ⋊ S1

のWeyl群は ΠT に同型で，定理 3.2は，Cartan-Weyl理論のアナロジーであるとみなすことがで
きる．
f : T ′ → T を，接写像が単射である連続な群準同型とする．同型R(T ) ∼= Z[ΛT ]の右辺のアナロ
ジーで，char(T, τ) := Z[Λτ

T /κ
τ (ΠT )]，char(T ′, f∗τ) := Z[Λf∗τ

T ′ /κf∗τ (ΠT ′)]とおく．「引き戻し」

char(f) : char(T, τ) → char(T ′, f∗τ)

を，トーラスの表現環の間の準同型のアナロジーで，ΠT -orbit[λ]T に対し，Λf∗τ
T ′ の部分集合 tdf(λ+

κτ (ΠT ))を ΠT ′ -orbitの有限和
⨿N

i=1(µi + κf∗τ (ΠT ′))で書き直し，char(f)([λ]T )を，
∑N

i=1[µi]T ′

と定義することによって定める．計算によって次がわかる．
補題 3.3 ([高田]). （１）i1 : T1 → T = T1 × T2 を直積への自然な埋め込みとすると，

char(i1)([λ]T ) = [tdi1(λ)]T1 .

（２）q : T ′ → T を有限被覆とすると，

char(q)([λ]T ) =
∑

m∈ΠT /dq(ΠT ′ )

[tdq(λ) + tdq(κτ (m))]T ′ .

mは商空間 ΠT /dq(ΠT ′)の各要素の代表元である．[·]T ′ は代表元のとり方によらない．

3.2 主定理
主定理を述べる．f : T ′ → T を，接写像が単射である連続な群準同型であるとする．このとき，

f ! : Rτ (LT ) → Rf∗τ (LT ′)

が定義できて，以下の定理が成り立つ．
定理 3.4 (T.). 以下の可換図式が成り立つ．

Rτ (LT )
f !

−−−−→ Rf∗τ (LT ′)

l.w.T

y l.w.T ′

y
char(T, τ)

char(f)−−−−−→ char(T ′, f∗τ)

f が直積の第一成分への埋め込みであるときと，有限被覆であるときだけを扱う．一般の場合は，
中心拡大が正値であることから，直積への埋め込みと有限被覆の合成で標準的に書き直すことがで
きるため，理論的にもこれで十分である．
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3.2.1 直積の場合

T = T1 × T2，τ = p∗1τ1 + p∗2τ2 とする．つまり，

LT τ ∼= LT τ1
1 ⊗ LT τ2

2
∼= LT τ1

1 ×U(1) LT
τ2
2 .

i1 : T1 → T を自然な埋め込みとする．上の具体的な表現の構成を用いて，i∗1 が well-definedでな
いことを証明しよう．

命題 3.5.
V[λ]

∼= V[tdi1(λ)] ⊗ V[tdi2(λ)]

V[tdi2(λ)]は無限次元であるため，i∗1V[λ]は有限可約でない．よって，表現の引き戻しを考えてい
ては，表現環の間の写像は定義できない．そこで，次の定義を考えると定理が成り立つ．

定義 3.6.

i!1V :=
∑

[λ2]∈Λ
τ2
T2

/κτ2 (ΠT2
)

HomLT
τ2
2
(V[λ2], i

∗
2V )

命題 3.7.
i!1(V[λ]) ∼= V[tdi1(λ)]

この命題と補題 3.3（１）より，定理を得る．

3.2.2 有限被覆の場合
命題 3.8.

q∗V[λ] =
⊕

m∈ΠT /dq(ΠT ′ )

V[tdq(λ)+tdq(κτ (m))]

補題 3.3（２）により，q! を q∗ と定義することで主定理の可換図式が成り立つことがわかる．
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主対角和モデルに関するトーリック環の性質について

武田 裕康 ∗

北海道大学大学院理学院数学専攻博士課程，2015年 2月

1 導入

n× n自然数行列M = (mij)1≤i,j≤nから行和、列和、主対角成分の和からなる 2n+1-次元自然

数ベクトルをとる写像

πdiag : Mn(N) → N2n+1 M 7→ (r1(M), . . . , rn(M), c1(M), . . . , cn(M), d(M))

を考える。ただし、

ri(M) = mi1 + · · ·+min

cj(M) = m1j + · · ·+mnj

d(M) = m11 + · · ·+mnn

である。この写像の像 Im(πdiag)は (i, j)-行列単位 Eij の像 ei,j = πdiag(Eij)から生成される半群

である。つまり、An = {ei,j |1 ≤ i, j ≤ n}とすると、Im(πdiag) = NAnが成り立つ。(講演で話し

た『配置行列』Anとは、列ベクトル ei,j を (1, 1), (1, 2), . . . , (1, n), (2, 1), . . . , (n, n− 1), (n, n)

の順に並べたものである。) このように、自然数行列から行和、列和、主対角和をとることを『主

対角和モデル』と呼ぶ。今回はこの主対角和モデルに関するトーリック環Rn := C[NAn]とその正

規化との差について考察した。

一般に L ⊂ {(i, j) | i = 1, · · · .m, j = 1, · · · , n}をm × nを自然数行列の成分の部分集合とす

る。上と同様にm× n自然数行列の行和、列和、Lに含まれる成分の和から半群 NAL を定義し、

RL = C[NAL]を半群環、IL を AL から定まるトーリックイデアルとしたとき、次が成り立つ。

Theorem 1.1 (大杉-日比 (2009)[1]) 次は同値である。

(i) IL は quadraticな二項式で生成される。

(ii) IL は squarefreeなイニシャルイデアルを持つ。

(iii) IL は quadraticな Gröbner基底を持つ。

(iv) RL は normalである。

(v) RL は Koszulである。
∗tkd.i-0-u@math.sci.hokudai.ac.jp
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(vi) Lは 2× 2 block diagonal であるか、triangularのいずれかである。

ただし、L ⊂ {(i, j) | i = 1, · · · .m, j = 1, · · · , n}に対して、

• Lが 2× 2 block diagonalとは、ある自然数 r, cが存在して、

L = {(i, j) | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ c} ∪ {(i, j) | r + 1 ≤ i ≤ m, c+ 1 ≤ j ≤ n}

となるときにいう。

• Lが triangularとは、

(i, j) ∈ L ⇐任意の 1 ≤ i′ ≤ i, 1 ≤ j′ ≤ j に対して (i′, j′) ∈ L

を満たすときにいう。

定理 1.1で (iv)と (vi)が同値になるのが今回のポイントである。以上から主対角和モデルのとき

にはトーリック環が正規でないということがわかる。

2 準備

上の問題を考察する際、「半群環における正規化との差」と「半群における正規化との差」は一

対一に対応する。そして、半群環より半群における正規化との差を計算する方が簡単である。よっ

て、半群での正規化との差について計算する。ここではそのために必要な道具を定義する。

d, nを正の整数、A := {a1, · · · ,an} ⊂ Zdとする。S := NAをAから生成される半群、C := R≤0A

を Aから生成される coneとする。

半群 Sの正規化を S̃ := C ∩ ZAと定義する。これは、「cone C 内の Aによって生成される格子

点全体」のことである。S = S̃ を満たす時、半群 S は正規であるという。(S が正規であることと

半群環 C[S]が正規であるということは同値である。)S が正規でないとき、Holes(S̃) := S̃\S を
(S̃ の)Holesという。

Holes(S̃)について考える際、まず次の Hilbert Basisという集合を求める。

Definition 2.1 半群 S が正規でない時、次を満たす {0} ̸= H ⊂ S̃ が存在する。

S̃ = ∪h∈H(h+ S)

これを満たす Hのうち、包含関係に関して極小となるものを (S̃ の)Hilbert Basisと呼ぶ。

この Hilbert Basisを計算するときに、C の facetを求めると便利である。

Definition 2.2 τ を C の facet(余次元 1の面)とするとき、次の条件

(1) fτ (C) ≥ 0

(2) fτ (τ) = 0

(3) fτ (ZA) = Z

を満たす線形形式 fτ を τ の primitive integral support functionという。
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この primitive integral support functionは任意の facetに対して一意に定まる。

Example 2.3

A = (a1,a2,a3) =

(
1 1 1

0 2 3

)
とおく。このとき、R≥0Aの facetは

{τ1 = R≥0a1, τ3 = R≥0a3}

であり、各 facetに対応する primitive integral support functionは s = (s1, s2)として

fτ1(s) = s2, fτ3(s) = 3s1 − s2

である。また、(R≥0A ∩ ZA) \ NA = {(n, 1) |n ∈ Z, n ≥ 1}となるので、R≥0Aの Hilbert Basis

はH = {0, (1, 1)}である。

3 主結果

以下では、講演内で話すことのできなかった証明に至る流れを含めて書く。以下、n ≥ 3, Sn :=

NAn, Cn = R≥0An, S̃n := Cn ∩ ZSn とする。

3.1 facetの計算

まず n = 2のときは容易に計算できて、Cnの primitive integral support functionは次のように

なる。

F2 := {r1 − c2 + d, r2 − c1 + d, r1 + c2 − d, r2 + c1 − d}

この結果から、次の集合が Cn の primitive integral support functionであると推測した。

Fn =

rk, ck, d,
∑
i∈I

ri +
∑
i/∈I

ci − d,
∑
i̸=k

ri − ck + d

∣∣∣∣∣ I ⊊ {1, . . . , n}, I ̸= ∅,
k = 1, . . . , n


これは以下のとおり正しい。

Theorem 3.1 f ∈ Fn ⇔ f は Cn の primitive integral support function.

証明の際、次の補題が重要な役割をする。

Lemma 3.2 F ij
n := {f ∈ Fn|f(ei,j) > 0}とおき、e ∈ Cnに対してαi,j(e) := min

{
f(e)

f(ei,j)
|f ∈ F ij

n

}
とおく。

このとき、 
αn,n(e) = 0

αn,i(e) = 0 (i = 1, . . . , n− 1)

αi,n(e) = 0 (i = 1, . . . , n− 1)

⇔ rn(e) = cn(e) = 0

が成り立つ。
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証明のアウトラインは次のとおりである：n × n 正方行列から第 n 行、第 n 列を取り除く操

作をしたとき、その前後で S の形が主対角成分で保たれることを用いて、帰納法によって示す。

∀f ∈ Fn, f(e0) ≥ 0を満たす e0 ∈ R2n+1 に対して、e1 = e0−αn,n(e0), e2 = e1−αn,n−1(e1), · · ·
と帰納的に定めると、en は αn,i(en) = 0 (i = 1, . . . , n) を満たす。よって、補題から rn(en) =

0 となる。さらに、en+1 = en − αn−1,n(en), en+2 = en+1 − αn,n−2(en+1), · · · と帰納的に定
めると、e2n+1 は αi,n(e2n+1) = αn,i(e2n+1) = 0 (i = 1, . . . , n) を満たす。よって、補題から

rn(e2n+1) = cn(e2n+1) = 0 となる。このことから e2n+1 を R2n−1 の元とみなせる。さらに、

∀f ∈ Fn−1, f(e2n+1) ≥ 0を満たすことも示せる。以上から、n = 2のときに帰着される。

3.2 Hilbert Basisの計算

次に Hilbert Basisの計算をする。Hn の定義から、

Hn =

{
e ∈ ZSn

∣∣∣ f(e) ≥ 0 (∀f ∈ Fn),

∀i, j, ∃f ∈ Fn, s.t. f(e− ei,j) < 0

}

となる。

Theorem 3.3 n ≥ 3のとき、ai,j ∈ S̃n (i < j)を
rk(ai,j) = ck(ai,j) = 1 (k = i, j)

rk(ai,j) = ck(ai,j) = 0 (k ̸= i, j)

d(ai,j) = 1

として定める。このとき、

Hn = {ai,j | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {0}

である。

ai,j ∈ Hnは直接計算して示す。これ以外にHilbert Basisがないことを示すときには ai,j各 facet

上、及び Cn の内部に ∀i, j, ∃f ∈ Fn, s.t. f(e − ei,j) < 0を満たす点が存在しないことを計算し

て示した。

3.3 Holesの計算

最後に Holesを計算する。ei,j , ai,j について

2ai,j ∈ Sn, ai,j + ei′,j′ ∈ Sn (i′ ̸= j′, (i′, j′) ̸= (i, j), (j, i))

が成り立つ。このことから、Holesは

Fij = R≥0ei,i + R≥0ej,j + R≥0ei,j + R≥0ej,i,

Fdiag =
n∑

k=1

R≥0ek,k

とするとき、
∑

1≤i<j≤n(aij + (Fij ∩ZAn)) + (aij + (Fdiag ∩ZAn))に含まれることがわかる。さ

らに、次が示せる。
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Theorem 3.4

Holes(S̃n) =
∑

1≤i<j≤n

(aij + (Fij ∩ ZAn)) + (aij + (Fdiag ∩ ZAn))

が成り立つ。

4 concluding remarks

講演内でも話したが、facetの計算の証明法は「第 n行、第 n列を取り除く操作をした際、形が

保たれる」L ⊂ {(i, j) | i = 1, · · · .m, j = 1, · · · , n}に対しても同様に使えることが予測される。
特に補題 3.2は証明の鍵になるだけでなく、さらに一般の Lでも似たような形で成り立つのではな

いか…というのが私の予想である。また、Hilbert Basisの計算方法も同じように拡張ができそう

だと考えられる。

紙面の都合で書くことができなかったが、今回の結果の応用として facetや Hilbert Basisを用

いて超幾何多項式

ΦAn,β(x) :=
∑

u∈Nn,Anu=β

1

u!
xu

(ただし u! = u1! · · ·ud!)の生成微分作用素を計算したり、Holesを用いてRnの局所コホモロジーに

ついて調べることができる。前者については [2]に詳しく書かれているので、こちらを読むとよい。
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この度は第 12回城崎新人セミナーに参加させていただき、そして講演の機会をいただきました

ことを深く感謝申し上げます。

1 導入

空間 Rdの点 (α1, α2, . . . , αd)は αi ∈ Z, 1 ≤ i ≤ dのとき整数点と呼ばれる。凸多面体が整であ

るとはその任意の頂点が整数点であるときにいう。P ⊂ Rd を d 次元整凸多面体とする。任意の正

整数 n について、

nP := {nα|α ∈ P}

と置く。nP に含まれる整数点の個数を i(P, n)と表す。つまり

i(P, n) := |nP ∩ Zd|

である。

この時、次のようなことが知られている。

• i(P, n) は、n に関する d 次多項式であり、定数項は常に１である。

• i(P, n)の nd における係数は vol(P)、nd−1 における係数は vol(∂P)
2 と一致する。

この多項式 i(P, n) を P の Ehrhart多項式と呼ぶ。

例 1. 空間 R3 の点

(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)

を頂点とする立方体 P の Ehrhart多項式は

i(P, n) = (n+ 1)3

= n3 + 3n2 + 3n+ 1

である。

Ehrhart多項式については [1]に詳しく書かれている。

∗a-tsuchiya@cr.math.sci.osaka-u.ac.jp
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2 Ehrhart多項式の係数における下限

整数 iと変数 zに対して定義された多項式

ci(z) = (z + i)(z + i− 1) · · · (z + i− (d− 1)) = d!

(
z + i

d

)
の r次の係数を Cd

r,i で表す。さらに d ≥ 3に対して、

Mr,d = min{Cd
r,i : 1 ≤ i ≤ d− 2}

とする。

Ehrhart多項式 i(P, n)の r次の係数を gr(P)とする。r = 1, . . . , d− 1に対して、gr(P)の下限

が P の体積 vol(P)を用いて与えられた ([2])。

定理 2 (M. Henk and M.Tagami, 2009). d ≥ 3とし、P ⊂ Rd を d次元整凸多面体とする。この

とき r = 1, . . . , d− 1に対して、

gr(P) ≥ 1

d!

(
(−1)d−rstirl(d+ 1, r + 1) + (d!vol(P)− 1)Mr,d

)
となる。ここで、stirl(d, i)は

∏d−1
i=0 (z − i) =

∑d
i=1 stirl(d, i) z

i で定義される、第一種スターリン

グ数である。

この下限についてさらに次のことが知られている。

• r ∈ {1, 2, d− 2}のとき、任意の体積において best possibleである。

• r = d− 1のとき、任意の体積おいて best possibleとは限らない。ただし他によい下限が与

えられている。

他の次数においては何も知られていない。そこで次の問題を考えた。

問題 3. r = 3, . . . , d− 3において定理 2の下限は best possibleか。そうでなければ best possible

な下限が与えられるか。

この問題に対する部分的解決が、本原稿の主定理である。

3 主定理

d ≥ 3に対して、

Nr,d = min{Cd
r,i : ⌈(d− 1)/2⌉ ≤ i ≤ d− 2}

とする。このときNr,d ≥ Mr,d である。

次の定理が本原稿の主定理である ([3])。

定理 4. d ≥ 3とし P ⊂ Rd を d次元整凸多面体とする。r ∈ {1, 2, 3, d− 3, d− 2}または d− rが

偶数であるとする。このとき

gr(P) ≥ 1

d!

(
(−1)d−rstirl(d+ 1, r + 1) + (d!vol(P)− 1)Nr,d

)
となる。特に、この下限は任意の体積において best possibleである。
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d ≥ 7, r = d− 3のとき、Mr,d < Nr,d である。よってこのとき、この下限は定理 2 の下限より

真に大きくなる。

下限が best possibeであるということは、その下限となる整凸多面体が存在する。実際にどのよ

うな整凸多面体が下限になるのか例をあげておく。

例 5. d = 7, r = d− 3 = 4とする。このとき

N4,7 = Cd
4,4 = −35

M4,7 = Cd
4,1 = −140

となり、N4,7 > M4,7である。また stirl(8, 5) = −1960であるので定理 4で与えられている下限は

g4(P) ≥ 1

7!
(1960− 35(7!vol(P)− 1))

となる。

実際にこの下限を与える整凸多面体は以下の通りである。e1, . . . , e7を R7の標準基底とする。2

以上の任意の正の整数 vに対して 8個の整数点を以下で定義する。

vi =


(0, . . . , 0) i = 0,

ei i = 1, . . . , 6

(0, 1, 1, 1, v − 1, v − 1, v) i = 7

これらを用いて単体

P = conv({v0, . . . , v7})

を定義する。このとき d!vol(P) = vであり、

g4(P) =
1

7!
(1960− 35(v − 1))

となる。実際 v = 100の時の Ehrhart多項式は

i(P, n) =
5

252
n7 +

103

720
n6 +

29

144
n5 −

43

144
n4 +

35

144
n3 +

142

45
n2 +

99

28
n+ 1

となる。

4 Ehrhart多項式の係数におけるbest possibleな下限の予想

定理 4により、次の予想が自然に考えられる。

予想 6. d ≥ 3とし P ⊂ Rd を d次元整凸多面体とする。このとき r = 1, . . . , d− 2に対して、

gr(P) ≥ 1

d!

(
(−1)d−rstirl(d+ 1, r + 1) + (d!vol(P)− 1)Nr,d

)
となる。特に、この下限は任意の体積において best possibleである。

Cr,d = (Cd
r,⌈ d−1

2 ⌉, . . . , C
d
r,d−1)とする。予想 6を証明するためには、次の命題が重要となってく

るであろう。
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命題 7. d ≥ 3とし P ⊂ Rd を d次元整凸多面体とする。d− rが奇数であり、Cr,d が次の条件を

満たしていると仮定する。

条件「ある正の整数 t ∈ {i ∈ Z : ⌈d−1
2 ⌉ + 1 ≤ t ≤ d − 1}で t ≤ i ≤ d − 1 ⇒ Cd

r,i ≥ Cd
r,i−1 かつ

Nr,d = min{Cd
r,i : ⌊d−1

2 ⌋ ≤ i ≤ t − 1} = min{−|Cd
r,i| : ⌊d−1

2 ⌋ ≤ i ≤ t − 1} を満たすものが存在
する。」

このとき

gr(P) ≥ 1

d!

(
(−1)d−rstirl(d+ 1, r + 1) + (d!vol(P)− 1)Nr,d

)
となる。特に、この下限は任意の体積において best possibleである。

一般的に、任意の次元 d及び次数 rにおいて Cr,d の性質を調べることは難しい。しかし、低次

元においては実際に Cr,d を計算することで、それが命題 7の条件を満たすかどうかを判定するこ

とができる。

最後に現在までの計算実験の結果を系として紹介する。

系 8. 3 ≤ d ≤ 1000ならば Cr,d は命題 7の条件を満たす。特にこのとき、予想 6は正しい。
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曲面結び目のカンドルコサイクル不変量の多重化公式

成瀬 透 ∗

京都大学 数理解析研究所 M2，2015年 2月

1 序文

曲面結び目（surface knot）とは，連結な有向閉曲面の 4次元 Euclid空間への滑らかな埋め込

みの像のことをいう．1次元結び目（1次元球面 S1の 3次元 Euclid空間への滑らかな埋め込みの

像）の場合と同様に，曲面結び目の不変量として補空間の基本群や Alexander多項式を定義する

ことができる．1990年代に（1次元結び目や）曲面結び目のカンドルコサイクル不変量（quandle

cocycle invariant）が定義された（[CJKLS99, CJKLS03]）．曲面結び目のカンドルコサイクル不

変量は，最小三重点数の評価を与えるなど曲面結び目理論に様々な応用をもたらす有益な不変量で

ある（[SS]）．本稿では曲面結び目のカンドルコサイクル不変量の多重化公式を概説する．

2 準備

この節ではカンドル（ラック）や曲面結び目のカンドルコサイクル不変量を復習する．

集合X とその二項演算 ∗ : X ×X → X が

(R1) 任意の y, z ∈ X に対して，x ∗ y = zを満たす x ∈ X が唯一つ存在する．

(R2) 任意の x, y, z ∈ X に対して，(x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)である．

を満たすとき，(X, ∗)をラック（rack）という．更に次の

(Q) 任意の x ∈ X に対して，x ∗ x = xである．

を満たすときカンドル（quandle）という．特にX が有限集合のときは有限ラック，有限カンドル

という．

詳細は省くが，(Q),(R1),(R2)は 1次元結び目の Reidemeister移動 I,II,IIIとそれぞれ対応して

いる．ここで Reidemeister移動とは，同値な 1次元結び目を表すダイアグラムの局所移動である．

また，枠つき 1次元結び目（アニュラスの R3への滑らかな埋め込みの像）のReidemeister移動は

3つの Reidemeister移動の内 Reidemeister移動 Iをある別の局所移動で置き換えたものとして得

られるが，この別の局所移動は (R1),(R2)で対応づけすることができる．（詳しくは結び目の教科

書を参考のこと．）つまり，カンドルは結び目理論と相性が良く，ラックは枠つき結び目理論と相

性が良いのである．

一般に群 Gが与えられたとき，x ∗ y := y−1xy (x, y ∈ G)と定めることにより (G, ∗)はカンド
ルであることが直ちに分かる．つまりカンドルとは，群演算を忘れる代わりに「共役をとる」と

いう演算を残した代数と思える．例えば，位数 2nの二面体群Dnの正 n角形の反転を表す元から

なる共役類や正四面体群（∼= 4次の交代群）の元の数が 4であるような共役類は先の演算を入れ

ることによりカンドルであるが，それぞれ二面体カンドル（dihedral quandle），四面体カンドル
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（tetrahedral quandle）という．Z/nZ (nは正の整数)に二項演算 ∗を x ∗ y = x+ 1と定義したも

のはラックであるが，これを巡回ラック（cyclic rack）という．

紙面の都合上，カンドルコサイクル不変量は簡単に説明するだけにとどめておく．曲面結び目の

カンドルコサイクル不変量は，曲面結び目のダイアグラムを用いて定義される状態和不変量であ

る．状態和のウエイトに有限カンドルのコホモロジーの 3コサイクルが用いられる．ダイアグラ

ムの取り方に依らないことは，1次元結び目でいうところの Reidemeisterの定理に相当する曲面

結び目の Rosemanの定理を用いて示される．因みにカンドルコサイクル不変量の値は，コホモロ

ジー類の代表元（カンドル 3コサイクル）の取り方に依らないことが知られている．

3 枠つき曲面結び目の線つきダイアグラムとラックコサイクル不

変量

カンドルコサイクル不変量の多重化公式を与えるためには，曲面結び目の多重化を厳密に定義す

る必要がある．そこで曲面結び目の多重化を厳密に扱うために枠つき曲面結び目を導入する．第 2

節でカンドルと結び目理論が，ラックと枠つき結び目理論が相性が良いことを簡単に述べた．そこ

で枠つき結び目理論と相性の良いラックを用いることにより，カンドルコサイクル不変量の “枠つ

き結び目版”である枠つき曲面結び目の不変量（ラックコサイクル不変量）を定義する．カンドル

コサイクル不変量と同様に定義するために枠つき曲面結び目の図式である線つきダイアグラムを導

入する．

まず，枠つき曲面結び目について説明しよう．F ⊂ R4を曲面結び目とする．F の単位法バンド

ル νF の切断 s : F → νF を F の枠（framing）という．νF は自明バンドルであることが知られ

ているため，F にはいつでも枠は存在する．曲面結び目と枠の組 F = (F, s)を枠つき曲面結び目

（framed surface knot）という．1次元結び目の枠はH1(S1;Z)の元と特徴づけられているが，曲
面結び目の枠にも同様にH1(F ;Z)の元と特徴づけることができる．枠を指定することによって曲
面結び目の多重化の “方向”を決めることができるのである．

図 3.1: 線つきダイアグラムの例

次に，線つきダイアグラムについて説明しよう．線つきダイアグラム（diagram with arcs）と

は，曲面結び目ダイアグラムとそのダイアグラム上の曲線の組であってある条件を満たすものであ

る．図 3.1は線つきダイアグラムの例である．実は任意の枠つき曲面結び目が線つきダイアグラム

をもち，線つきダイアグラムが枠つき曲面結び目を表している（[N]参照のこと）．このことから

線つきダイアグラムを簡単に述べるとすると，曲面結び目ダイアグラム上に枠の情報を「線」とし

て付随させたものといえよう．曲面結び目には 1次元結び目でいうところの Reidemeisterの定理

に相当する Rosemanの定理がある．著者はその Rosemanの定理に相当する次の枠つき曲面結び

目の定理を証明した．（証明は [N]を参照のこと．）

定理 3.1 ([N] 参照). (D1, L1), (D2, L2) をそれぞれ枠つき曲面結び目 (F1, s1), (F2, s2) の線つき

ダイアグラムとする．(F1, s1), (F2, s2)が同値な枠つき曲面結び目であることの必要十分条件は，
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図 3.2: 「線」のかき換え（最上段）と線つきダイアグラムの局所変形（2段目以降）．ただし，シー

トの上下の情報，「線」の向きは省略している．

(D1, L1), (D2, L2)が図 3.2の局所変形とシートのアンビエントイソトピーと「線」のかき換え，R3

のアンビエントイソトピーの有限の列で互いに移りあうことである．

枠つき曲面結び目のラックコサイクル不変量（rack cocycle invariant）の定義の概略を説明する．

（詳細は [N]を参照のこと．）枠つき曲面結び目のラックコサイクル不変量は，カンドルコサイクル

不変量と同様状態和の形で定義される．カンドルコサイクル不変量との主な相違点は，カンドル 3

コサイクルの代わりに有限ラックのラック 3コサイクルを用いている点とウエイトを乗せる点がカ

ンドルコサイクル不変量の場合と比べて多い点が挙げられる．ラックコサイクル不変量の不変性の

証明には定理 3.1を用いて示す．カンドルコサイクル不変量と同様，ラックコサイクル不変量の値

はラックコホモロジー類の代表元の取り方に依らない．

曲面結び目 F（枠つき曲面結び目 F）のカンドル彩色数（ラック彩色数）を col(F )（col(F)）と

かき，カンドル（ラック）コサイクル不変量を Φf (F )（Φf (F)）とかくことにする．ただし，f は

カンドル 3コサイクル（ラック 3コサイクル）とする．特にカンドル 3コサイクル（ラック 3コサ

イクル）f が自明なものであるとき，カンドルコサイクル不変量（ラックコサイクル不変量）はカ

ンドル彩色数（ラック彩色数）と一致することが知られている．これより，カンドルコサイクル不

変量（ラックコサイクル不変量）はカンドル彩色数（ラック彩色数）の改良版であるといえる．

4 カンドルコサイクル不変量の多重化公式

この節では，まず一般の有限カンドルを用いた場合のカンドルコサイクル不変量の多重化公式

（定理 4.1）を述べる．特に有限カンドルとして奇素数 p位数の二面体カンドル Rp の場合（定理

4.3），四面体カンドル Q4 の場合（定理 4.4）について得られた結果を説明する．

曲面結び目の一般の有限カンドルを用いたカンドルコサイクル不変量の多重化公式は次のとおり

である．
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定理 4.1 ([N]). F = (F, s)を枠つき曲面結び目とし，F (n)を枠 sに沿って n重化して得られる曲

面絡み目とする．X を有限カンドル，f をX のカンドル 3コサイクルとする．このとき

colX(F (n)) = cn,1 · colY1(F) + · · · cn,m · colYm(F)

Φf (F (n)) =

cn,1∑
in,1=1

Φf̃in,1
(F) + · · ·+

cn,m∑
in,m=1

Φf̃in,m
(F)

である．ここで，Xn は通常の積集合に入れる演算とは別の演算を入れたラックであり，Xn =

cn,1Y1 ⊔ · · · ⊔ cn,mYmと軌道分解されているとする（注意 4.2参照）．f̃ は f を用いて定義される

Xnのラック 3コサイクルである．また f̃in,k
は，Xnの連結ラックへの分解に現れる cn,k 個の Yk

と同型なラックに番号を定めたときの f̃ の in,k 番目の Yk への制限としている (in,k = 1, ..., cn,k)．

注意 4.2. 実はXn のラック演算の定義から，Xn の内部自己同型群 Inn(Xn)はX の内部自己同

型群 Inn(X)の部分群となる．この事実とX の有限性から，Xn (n = 1, 2, ...)を連結ラックに分解

したときに現れる連結ラックは有限種類しか存在しないことが分かる．即ちある Y1, ..., Ymが存在

して，Xn を連結ラックへの分解がXn ∼= cn,1 · Y1 ⊔ · · · ⊔ cn,m · Ym と表せる．詳細は [N]を参照

のこと．

この定理は，F (n) のカンドルコサイクル不変量の値が nに依らない有限種類のラックを用いた

F のラックコサイクル不変量で記述されることを意味している．つまり定理 4.1は，Xnの軌道分

解を決定することがカンドルコサイクル不変量の多重化公式を求める上で重要であることを示唆し

ている．

次に奇素数 p位数の二面体カンドルRp及び四面体カンドルQ4について得られた結果を述べる．

まず，Rp の場合について述べる．証明は [N]を参照されたい．

定理 4.3 ([N]). F = (F, s)を枠つき曲面結び目とし，φを望月 3コサイクルとする．（[Mo]）

(1) nが奇数のとき，

colRp(F (n)) =

{
pn−1colRp(F ) (枠 sがH1(F ;Z)の中で 2で割り切れるとき)

colRp(F ) (枠 sがH1(F ;Z)の中で 2で割り切れないとき)

である．

nが偶数のとき，

colRp(F (n)) =

{
pn (枠 sがH1(F ;Z)の中で pで割り切れるとき)

pn−1 (枠 sがH1(F ;Z)の中で pで割り切れないとき)

である．

(2) nが奇数であるとき，

Φφ(F (n)) =

{
pn−1Φφ(F )|v 7→vn (枠 sがH1(F ;Z)の中で 2で割り切れるとき)

Φφ(F )|v 7→vn (枠 sがH1(F ;Z)の中で 2で割り切れないとき)

である．
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定理 4.3より，Rp 彩色数の多重化公式については完全に決定できた．また，望月 3コサイクル

がH3
Q(Rp;Z/pZ) ∼= Z/pZの生成元であること（[Mo]）に注意すると，カンドルコサイクル不変量

の奇数重化公式については完全に決定できた．

次に，Q4 の場合に述べる．Q4 彩色数の多重化公式は次の通りである．証明は [N]を参照され

たい．

定理 4.4 ([N]). F = (F, s)を枠つき曲面結び目とする．このとき，

nが 3で割り切れないとき，

colQ4(F (n)) = colQ4(F ) +
4n−1 − 1

3
· colZ(F) (nが 3で割り切れないとき)

である．ここで Z は {(x, y) ∈ Q2
4|x ̸= y}にラック演算を (x, y) ∗ (a, b) := (x ∗ a, y ∗ a)と定

義した位数 12の連結ラックである．

nが 3で割り切れるとき，

colQ4(F (n)) =

{
4n−1 (sがH1(F ;Z)の中で 2で割り切れないとき)

4n (sがH1(F ;Z)の中で 2で割り切れないとき)

である．
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0 はじめに
本講演では，未知関数の導値がその過去の値にも依存する微分方程式である「遅延微分方程式」
の紹介と，その定数解の漸近安定性を決定する「特性方程式」の解析について話した．この文書は
上記についての報告である．

1 「遅れ」と微分方程式
「遅れ」をもつ微分方程式である「遅延微分方程式」のダイナミクスは通常の微分方程式のそれ
とは決定的に異なる．この意味で，「微分方程式とは何か」という問いを再考することには意味が
ある．

1.1 微分方程式

関数のある点における微分とは，その点における無限小変化に対してその関数がどのように無限
小変化をするかという対応を表す線形作用素である．したがって，（通常の）微分方程式とは，あ
えて数学的に厳密な言い方をしなければ，ある変数を内包する未知の量がどのように無限小変化を
するかというルールを記述するものである．微分方程式は変数が１つの実変数のときは常微分方
程式 (ordinary differential equations; ODEs)，複数個の実変数のときは偏微分方程式とよばれる．
内包された独立変数に対してその量である従属変数を対応させることにより未知関数が生じる．こ
の意味で微分方程式は数学的には未知関数の偏導関数を含む関数方程式であると言える．
ここでは，未知の量を１つの実の独立変数 ξ の関数 ξ 7→ u(ξ) として考えることに意味がある
という状況を考える．たとえば，自然法則や現実のモデルを微分方程式によって記述するときには
「時間」という変数 t が含まれる．このような場合に興味のあることは，時間 t の変化で未知の量
がどのように変化するかということである．これは，数学的には微分方程式の解が t の関数として
どのような関数であるかという問いに答えることに他ならない．このようにして，抽象空間 X と
未知関数 ξ 7→ u(ξ) ∈ X に対して

u′(ξ) = f(ξ, u(ξ)) (f : R×X →「X のベクトル空間」)

という ODE を得る．ただし，u′(ξ) は関数 ξ 7→ u(ξ) ∈ X の ξ における導値である．

∗j-nishi@math.kyoto-u.ac.jp
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1.2 関数微分方程式

n 次元実 Euclid 空間 Rn における自励系の ODE は典型的である．このような方程式はスカ
ラー量やそれらの結合系，またはベクトル量の無限小変化を記述するときに現れる．
Rn 上の開集合上で定義されたベクトル場 f が定める ODE u′(ξ) = f(u(ξ)) は，初期条件

u(0) = x ∈ En を考えることにより Rn 上の力学系を定める．関数微分方程式はこのような力学系
理論の進展の中で認識されたものである．

定義 1 (cf. Hale & Verduyn Lunel [1]). τ を正の数とする．関数 F : C([−τ, 0],Rn) → Rn に対し
て，関数 u(·) : R → Rn を未知関数とする微分方程式

u′(ξ) = F (uξ) (1)

を自励系の遅れ型関数微分方程式 (retarded functional differential equations; RFDEs) とよぶ．

ここで，C([−τ, 0],Rn) は [−τ, 0] から Rn への連続写像全体のなす線型空間であり，uξ ∈
C([−τ, 0],Rn) は uξ(θ) = u(ξ + θ) (θ ∈ [−τ, 0]) で定義される．
RFDE (1) においては，ξ における導値 u′(ξ) は ξ における値 u(ξ) ではなく，[ξ − τ, ξ] におけ
る未知関数の情報に依存している．すなわち，(1) の右辺の F は uξ の汎関数であり，関数微分方
程式は通常の微分方程式とは異なる関数方程式である．
RFDE は遅れをもつ微分方程式である遅延微分方程式 (delay differential equations; DDEs) の
数学的定式化である．Wright の方程式 [2]

y′(x) = −αy(x− 1){1 + y(x)} (α > 0 はパラメータ)

は１つの例である．ここで x と y はそれぞれ実の独立変数と従属変数で，y′(x) は y(x) だけでな
く y(x − 1) にも依存するという意味で遅れをもつ．これが RFDE の例であるということを見る
には，対応するベクトル値汎関数 F を

F (ϕ) = −αϕ(−1){1 + ϕ(0)}

と定めればよい．ただし，τ = 1 で ϕ は C([−1, 0],R) の元である．
方程式における遅れは物理学的または生物学的な由来をもつ．たとえば，ニューラルネットワー
クのように空間離散的に結合した系における情報伝達による遅れや，個体数の増減において子供が
大人に成長するまでの遅れなどがある．
Wright の方程式における遅れは定数かつ離散的である．他には定数ではない状態依存の遅れや，
積分のような分布的な遅れもある．
RFDE (1) に対して，汎関数 F が局所 Lipschitz の仮定の下で，初期条件 u0 = ϕ (ϕ ∈

C([−τ, 0],Rn)) の下での初期値問題は well-posed である．これにより (1) は C([−τ, 0],Rn) 上
の力学系を定める．このダイナミクスは無限次元であり，偏微分方程式が定めるそれとは異なるも
のである．

2 定数解の漸近安定性
１つの定数遅れをもつ滑らかな遅延微分方程式

x′(t) = f(x(t), x(t− τ)) (f : Rn × Rn → Rn, τ > 0) (2)
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の定数解 x∗(t) ≡ p ∈ Rn の漸近安定性のパラメータ依存性について考える．これは，ベクトル値
汎関数 F (ϕ) = f(ϕ(0), ϕ(−τ)) により RFDE である．汎関数の形は簡単であり，F は Frechét 微
分の意味でのよい滑らかさをもっている．この意味で DDE (2) については一般論の枠組みで多く
のことがわかっている．

2.1 特性方程式の超越性

定数解の漸近安定性は次の特性方程式

det(λI +A− e−λτB) = 0 (I は n× n の単位行列) (3)

の根の配置により決定される．ここで A = −D1f(p, p), B = D2f(p, p) であり，偏微分に関する
Jacobi 行列である．方程式 (3) は λ の超越方程式であり無限個の根をもつ．これは通常の ODE

の特性方程式が代数方程式であることとの著しい差異である．
ここでは A と B は同時三角化可能であるということを仮定する．すると，方程式 (3) は超越方
程式

λ+ α− βe−λτ = 0 (α, β ∈ C) (4)

に帰着される．ただし，α と β はそれぞれ A と B の固有値である．定数解が漸近安定であるた
めの必要十分条件は (3) のすべての根の実部が負であることである．したがって，方程式 (4) のす
べての根の実部が負であるための α, β, τ に関する必要十分条件を求めることであることが目標で
ある．α, β ∈ R のときは Hayes [3] が調べた．著者が知る限りでは，α, β ∈ C の場合はまだ知ら
れていない．

2.2 Lambert の W 関数

方程式 (4) を解析するアイデアは Lambert の W 関数のある座標系における「グラフのような
表示」を用いることである．ここで，Lambert の W 関数とは複素関数 z 7→ zez の多価逆関数で
ある：

W (ζ) = {z ∈ C : zez = ζ } (ζ ∈ C).

W 関数を用いると方程式 (4) の根全体の集合は (1/τ)W (βτeατ )− α に等しい．

定義 2. f を複素関数とし，D を複素平面の部分集合とする．実数値関数 g が存在して，

f(x+ iy) = x+ ig(x, y) (x+ iy ∈ D)

が成り立つとき，f は D 上で graph-like であるという．

一般の関数が graph-like であることは当然のことながら期待できない．重要なことは，W 関数
の座標表示が graph-like であるような複素平面の座標系を求めることである．

定義 3. z ∈ C \ {0} に対して，ArgW(z) を

ArgW(z) =


{π,−π} (z = −1),

{−π} (z < −1),

{Arg(z)} (z ̸∈ (−∞,−1])

で定める．
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これを用いて，h(z) を h(z) = ArgW(z) + ℑ(z) で定める．また，ρ > 0 に対して H(ρ, x) を

H(ρ, x) = h(x+ iγ(x, ρ)) ∪ h(x− iγ(x, ρ))

で定める．ここで，γ(x, ρ) =
√
(ρe−x)2 − x2 である．

補題 1. H(ρ, ·) の逆関数 H−1(ρ, ·) は１価関数である．[0,+∞) 上で単調減少かつ (−∞, 0] 上で
単調増加である．

m ∈ Z に対して，部分集合 Rm を Rm = {z ∈ C \ {0} : h(z) ⊂ (−π, π] + 2mπ} と定める．

命題 1. ζ ̸= 0 に対して，W (ζ) ∩ Rm は１点集合である．Wm(ζ) を W (ζ) ∩ Rm = {Wm(ζ)} で
定めると，

Wm(ζ) = H−1(|ζ|,Arg(ζ) + 2mπ) + sgn(Arg(ζ) + 2mπ) · iγ(H−1(|ζ|,Arg(ζ) + 2mπ), |ζ|)

が成り立つ．

ここで sgn は符号関数で，x > 0 のとき sgn(x) = 1，x < 0 のとき sgn(x) = −1 で sgn(0) = 0

である．これより，ℜ(W0(ζ)) = maxm∈Z ℜ(Wm(ζ)) がわかる．ただし，W0 が最も右側にあるこ
と自体は Shinozaki & Mori [4] によって得られている．

2.3 必要十分条件

命題 1 を用いて次を示すことができる．

定理 1. α, β ∈ C とし，β ̸= 0 とする．方程式 (4) のすべての根の実部が負であるための必要十
分条件は，(i) ℜ(a) > |b|，または (ii) −|b| < ℜ(a) ≤ |b| かつ

Arccos
(
cos(ℑ(α)τ +Arg(β))

)
> Arccos(ℜ(α)/|β|) + τ

√
|β|2 −ℜ(α)2 (5)

が成り立つことである．

α, β を固定して τ > 0 をパラメータとしたときに定数解の漸近安定性がどのように変わるかとい
うことも重要である．これは不等式 (5) を τ の不等式と見ることである．これについて次を得る．

定理 2. −|b| < ℜ(a) ≤ |b|, ℑ(α) > 0 かつ |α| > |β| と仮定する．このとき，方程式 (4) のすべて
の根の実部が負である τ > 0 が存在するための α と β に関する必要十分条件は

(i) Arg(β) < 0 かつ ℜ(α) > ℜ(β)，または

(ii) 正の整数 N が存在して，τN (α, β) < h1(|β|,ℜ(α))

となることである．

注 1. τ に関する条件も得られるがここでは省略する．

ここで，
τN (α, β) =

Nπ −Arg(β)

ℑ(α)
, h1(ρ, x) =

π −Arccos(x/ρ)√
ρ2 − x2

である．
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3 遅延フィードバック制御への応用
遅延フィードバック制御 (delayed feedback control; DFC) は ODE の軌道不安定な周期解を遅
延フィードバック項を加えることで安定化させる手法であり，Pyragas [5] によって提案された．
Rn 上の滑らかな ODE x′(t) = f(x(t)) と軌道不安定な周期解 γ(t) に対して，DDE

x′(t) = f(x(t)) +K(x(t− τ)− x(t)) (6)

を考える．ここで，K は n × n の実行列で，γ(t) の周期 T に対して τ = mT (m ∈ Z) である．
γ(t) は方程式 (6) の周期解でもある．DFC の目標は，γ(t) が (6) の軌道安定な周期解となるよう
な K と τ を見つけることである．ここでは，DFC による不安定な定常解 x∗(t) ≡ p の安定化を
考える．著者の知る限りではこの問題は未解決である．
定理 2 より次を示すことができる．

定理 3. p の実部が 0 以上の固有値全体の集合が {µ, µ̄} (µ ̸∈ R) であるとする．このとき，x∗(t)

を DFC で安定化させることができる．
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Abstract

We work over C. The Hilbert scheme of n points of Enriques surface has a
Calabi-Yau manifold as the universal covering. We prove that every small de-
formations of the Calabi-Yau manifold is induced by that of the Hilbert scheme
of n points of Enriques surface, and count the number of isomorphism classes
of the Hilbert schemes of n points of Enriques surfaces which has X as the
universal covering space when we fix one for n ≥ 3.

Theorem 0.1. Let E and E′ be two Enriques surfaces, E[n] and E′[n] the Hilbert
scheme of n points of E and E′, X and X ′ the universal covering space of E[n]

and E′[n], and n ≥ 3. If X ∼= X ′, then E[n] ∼= E′[n], i.e. when we fix X, then
there is just one isomorphism class of the Hilbert schemes of n points of Enriques
surfaces such that they have it as the universal covering space. Furthermore if
X = X ′, then E[n] = E′[n].

Preliminaries

AK3 surfaceK is a compact complex surface withKK ∼ 0 andH1(K,OK) = 0.
An Enriques surface E is a compact complex surface with H1(E,OE) = 0,
H2(E,OE) = 0, KE ̸∼ 0, and 2KE ∼ 0. The universal covering of an Enriques
surface is a K3 surface. A Calabi-Yau manifold X is an n-dimensional compact
kähler manifold such that it is simply connected, there is no holomorphic k-form
on X for 0 < k < n and there is a nowhere vanishing holomorphic n-form on
X.

Let S be a nonsingular surface, S[n] the Hilbert scheme of n points of S,
πS : S[n] → S(n) the Hilbert-Chow morphism, and pS : Sn → S(n) the natural
projection. We denote by DS the exceptional divisor of πS . Note that S[n] is
smooth of dimCS

[n] = 2n. Let ∆n
S be the set of n-uples (x1, . . . , xn) ∈ Sn with

∗tarou-hayashi@cr.math.sci.osaka-u.ac.jp
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at least two xi’s equal, S
n
∗ the set of n-uples (x1, . . . , xn) ∈ Sn with at most two

xi’s equal. We put

S
(n)
∗ := pS(S

n
∗ ),

∆
(n)
S := pS(∆

n
S),

S
[n]
∗ := π−1

S (S
(n)
∗ ),

∆n
S∗ := ∆n

S ∩ Sn
∗ ,

∆
(n)
S∗ := pS(∆

n
S∗), and

FS := S[n] \ S[n]
∗ .

Then we have Blow∆n
S∗
Sn
∗ /Sn ≃ S

[n]
∗ , FS is an analytic closed subset, and its

codimension is 2 in S[n] by Beauville [1, page 767-768]. Here Sn is the symmetric
group of degree n which acts naturally on Sn by permuting of the factors.

Let E be an Enriques surface, and E[n] the Hilbert scheme of n points of E.
By Oguiso and Schröer [5, Theorem3.1], E[n] has a Calabi-Yau manifold X as
the universal covering space π : X → E[n] of degree 2. Let µ : K → E be the

universal covering space of E where K is a K3 surface, SK the pullback of ∆
(n)
E

by the morphism

µ(n) : K(n) ∋ [(x1, . . . , xn)] 7→ [(µ(x1), . . . , µ(xn))] ∈ E(n).

Then we get a 2n-sheeted unramified covering space

µ(n)|K(n)\SK
: K(n)\SK → E(n)\∆(n)

E .

Furthermore, let ΓK be the pullback of SK by natural projection pK : Kn →
K(n). Since ΓK is an algebraic closed set with codimension 2, then

µ(n) ◦ pK : Kn\ΓK → E(n)\∆(n)
E

is the 2nn!-sheeted universal covering space. Since E[n]\DE = E(n)\∆(n)
E where

DE = π−1
E (∆

(n)
E ), we regard the universal covering space µ(n) ◦ pK : Kn\ΓK →

E(n)\∆(n)
E as the universal covering space of E[n] \DE :

µ(n) ◦ pK : Kn\ΓK → E[n]\DE .

Since π : X\π−1(DE) → E[n]\DE is a covering space and µ(n)◦pK : Kn\ΓK →
E[n] \DE is the universal covering space, there is a morphism

ω : Kn \ ΓK → X \ π−1(DE)

such that ω : Kn \ ΓK → X \ π−1(DE) is the universal covering space and We
denote the covering transformation group of π ◦ ω by:

G := {g ∈ Aut(Kn \ ΓK) : π ◦ ω ◦ g = π ◦ ω}.
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Then G is of order 2n.n!, since deg(µ(n) ◦ pK) = 2n.n!. Let σ be the covering
involution of µ : K → E, and for

1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n

we define automorphisms σi1...ik of Kn by following. For x = (xi)
n
i=1 ∈ Kn,

the j-th component of σi1...ik(x) =

{
σ(xj) j ∈ {i1, · · · , ik}
xj j ̸∈ {i1, · · · , ik}.

Then Sn ⊂ G, and {σi1...ik}1≤k≤n, 1≤i1<...<ik≤n ⊂ G. Let H be the subgroup
of G generated by Sn and {σij}1≤i<j≤n.

We put
Kn

∗µ := (µn)−1(En
∗ ),

where µn : Kn ∋ (xi)
n
i=1 7→ (µ(xi))

n
i=1 ∈ En. Recall that µ : K → E the

universal covering with σ the covering involution. We further put

T∗µ ij := {(xl)
n
l=1 ∈ Kn

∗µ : σ(xi) = xj},

∆K∗µ ij := {(xl)
n
l=1 ∈ Kn

∗µ : xi = xj},

T∗µ :=
∪

1≤i<j≤n

T∗µ i,j , and

∆K∗µ :=
∪

1≤i<j≤n

∆K∗µ i,j .

By the definition of Kn
∗µ, H acts on Kn

∗µ, and by the definition of ∆K∗µ and
T∗µ, we have ∆K∗µ ∩ T∗µ = ∅.

The universal covering map µ induces a local isomorphism

µ
[n]
∗ : Blow∆K∗µ∪T∗µK

n
∗µ/H → Blow∆n

E∗
En

∗ /Sn = E
[n]
∗ .

Here BlowAB is the blow up of B along A ⊂ B.

Proposition 0.2. µ
[n]
∗ : Blow∆K∗µ∪T∗µK

n
∗µ/H → Blow∆n

E∗
En

∗ /Sn is the uni-

versal covering space, and X \ π−1(FE) ≃ Blow∆K∗µ∪T∗µK
n
∗µ/H.

Theorem 0.3. Let E be an Enriques surface, E[n] the Hilbert scheme of n points
of E, π : X → E[n] the universal covering space of E[n], and n ≥ 2. Then there
is a crepant resolution φX : X → Kn/H such that φ−1

X (ΓK/H) = π−1(DE).

Proposition 0.4. For n ≥ 3, the induced map ρ∗ : H2(X,C) → H2(X,C) is
identity.

Recall that µ : K → E is the universal covering of E where K is a K3
surface, and σ the covering involution of µ.
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Proposition 0.5. Let E be an Enriques surface which does not have numeri-
cally trivial involutions, E[n] the Hilbert scheme of n points of E, π : X → E[n]

the universal covering space of E[n], ρ the covering involution of π, and n ≥ 3.
Let ι be an involution of X which acts on H2(X,C) as id, then ι = ρ.

We suppose that E has numerically trivial involutions. By [4, Proposition 1.1],
there is just one automorphism of E, denoted υ, such that its order is 2, and
υ∗ acts on H2(E,C) as id. For υ, there are just two involutions of K which are
liftings of υ, one acts on H0(K,Ω2

K) as id, and another acts on H0(K,Ω2
K) as

−id, we denote by υ+ and υ−, respectively. Then they satisfies υ+ = υ− ◦ σ.
Let υ[n] be the automorphism of E[n] which is induced by υ. For υ[n], there
are just two automorphisms of X which are liftings of υ[n], denoted ς and ς ′,
respectively.

Lemma 0.6. For ς and ς ′, one acts on H0(X,Ω2n
X ) as id, and another act on

H0(X,Ω2n
X ) as −id.

We put ς+ ∈ {ς, ς ′} as acts on H0(X,Ω2n
X ) as id and ς− ∈ {ς, ς ′} as acts on

H0(X,Ω2n
X ) as −id.

Proposition 0.7. Suppose E has numerically trivial involutions. Let E[n] be
the Hilbert scheme of n points of E, π : X → E[n] the universal covering space
of E[n], ρ the covering involution of π, and n ≥ 3. Let ι be an involution of X
which ι∗ acts on H2(X,C) as id and on H0(X,Ω2n

X ) as −id, and ι ̸= ρ. Then
we have ι = ς−.

Theorem 0.8. Let E be an Enriques surface, E[n] the Hilbert scheme of n
points of E, π : X → E[n] the universal covering space of E[n], and n ≥ 3. If
X has a involution ι which ι∗ acts on H2(X,C) as id, and ι ̸= ρ. Then E has
a numerically trivial involution.

Since X and Kn/H are projective, Kn/H is a V-manifold, and π is a sur-
jective, π∗ : Hp,q(Kn/H,C) → Hp,q(X,C) is injective

By [4, Proposition 1.1], there is just one automorphism of E, denoted υ,
such that its order is 2, and υ∗ acts on H2(E,C) as id. For υ, there are just
two involutions of K which are liftings of υ, one acts on H0(K,Ω2

K) as id,
and another acts on H0(K,Ω2

K) as −id, we denote by υ+ and υ−, respectively.
Then they satisfies υ+ = υ− ◦ σ. Let υ[n] be the automorphism of E[n] which
is induced by υ. For υ[n], there are just two automorphisms of X which are
liftings of υ[n], denoted ς and ς ′ respectively. Then they satisfies ς = ς ′ ◦ σ, and
each order of ς and ς ′ is 2. From 0.6, one acts on H0(X,Ω2n

X ) as id, and another
act on H0(X,Ω2n

X ) as −id. We put ς+ ∈ {ς, ς ′} as acts on H0(X,Ω2n
X ) as id and

ς− ∈ {ς, ς ′} as acts on H0(X,Ω2n
X ) as −id.

Theorem 0.9. Let E and E′ be two Enriques surfaces, E[n] and E′[n] the Hilbert
scheme of n points of E and E′, X and X ′ the universal covering space of E[n]

and E′[n], and n ≥ 3. If X ∼= X ′, then E[n] ∼= E′[n], i.e. when we fix X, then
there is just one isomorphism class of the Hilbert schemes of n points of Enriques
surfaces such that they have it as the universal covering space. Furthermore if
X = X ′, then E[n] = E′[n].
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Proof. For an involution of X which is the covering involution of some the
Hilbert scheme of n points of Enriques surfaces acts onH2(X,C) as id,H0(X,Ω2n

X )
as −id, and H2n(X,C)2n−1,1 as −id. From Proposition 0.7, the automorphisms
which acts on H2(X,C) as id, H0(X,Ω2n

X ) as −id, are only ρ and ς−. From the
definition of ς− and Lemma 0.6, ς− does not act on H2n(X,C)2n−1,1 as −id.
Therefore an automorphism g of X which acts on H2(X,C) as id, H0(X,Ω2n

X )
as −id, and H2n(X,C)2n−1,1 as −id is the covering involution ρ of X → E[n].
Thus we have an argument.
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概 要
本稿では, 谷山-志村予想の高次元化への 1つのアプローチとして, ある種の Calabi-Yau多

様体の L関数と楕円 Hecke固有新形式の L関数との関係を主張するMazurと van Stratenの
予想を紹介した後, 現在までに知られている結果の紹介, 及び最近筆者により得られた結果（当
日の発表内容を拡張したもの）の紹介を行う.

1 Mazurとvan Stratenの予想
タイトルにある Calabi-Yau多様体とは, 以下のような代数多様体のことである.

定義 1. 複素数体 C上の滑らかな n次元射影代数多様体X が（狭義の）Calabi-Yau多様体である
とは, 以下の 2つが成り立つことである.

(i) Ωi
X(X) = 0 (1 ≤ ∀i ≤ n− 1), (ii) Ωn

X ≃ OX

また, 部分体 F ⊂ C上の滑らかな n次元射影代数多様体X が Calabi-Yau多様体であるとは, X

の Cへの基底変換XC が C上の Calabi-Yau多様体となることである.

有理点を持つ 1次元 Calabi-Yau多様体は, 楕円曲線に他ならない. 谷山-志村予想とは, 有理数
体 Q上の楕円曲線に関する以下のような予想（現在は定理）である.

定理 1. Q上の任意の楕円曲線 E は保型的である. すなわち, 各 E に対して, ある重さ 2の楕円
Hecke固有新形式 f が存在し, L(E, s) = L(f, s)が成り立つ.

谷山-志村予想の高次元 Calabi-Yau多様体への拡張は極めて自然な問題であるが, この予想をよ
り一般の代数多様体（あるいはモチーフ）にも拡張した Langlands予想の解決の見通しは立ってい
ない. そこで, 保型的な Calabi-Yau多様体を具体的に構成し, またそれらを考察することで, ある
種の Calabi-Yau多様体と楕円 Hecke固有新形式との対応関係を理解することを試みる. これに対
して, Mazurと van Stratenにより, 次のような予想が提示された.

予想 1. Fourier係数が Qに属する重さ n+ 1の任意の楕円 Hecke固有新形式 f に対して, ある n

次元 Calabi-Yau多様体X, 及び部分モチーフ tn(X) ⊂ hn(X)が存在し, L(tn(X), s) = L(f, s)が
成り立つ. すなわち, f の L関数はX の L関数の因子として実現される.

∗hirakawa@keio.jp
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注意 1. 楕円曲線の自然な高次元化には, Calabi-Yau多様体以外にも Abel多様体が知られている
が, 予想 1の Abel多様体類似は一般には成立しないことを注意しておく. 例えば、Fourier係数が
Qに属する重さ 3の楕円 Hecke固有新形式で, その L関数が Q上の 2次元 Abel多様体の L関数
の因子としては決して得られないものが存在する. (cf. [ES])

n ≤ 2の場合には, 予想 1を支持する結果が得られている.

定理 2. (i) 予想 1は n = 1のとき正しい.

(ii) ([ES]) Dirichlet L関数に対する一般化された Riemann予想を仮定すると, 予想 1は n = 2

のとき正しい.

(i)は楕円曲線のモジュライ空間であるモジュラー曲線の Jacobi多様体の考察, (ii)は楕円曲面
構造を持つある種の 2次元 Calabi-Yau多様体のモジュライ空間である志村曲線の考察が核心であ
る. しかし, 高次元 Calabi-Yau多様体のモジュライ空間の構成は困難であり, 従って n ≤ 2の場合
の方法を直接高次元化することも困難である.

2 CynkとHulekによる帰納的な構成
一方で, Q上の楕円曲線のような保型的な代数多様体から代数幾何学的な操作を通じて Calabi-

Yau多様体（とそれらの間の代数的対応）を構成することができれば, もとの代数多様体の保型性
を経由して Calabi-Yau多様体の保型性を証明できる可能性がある. 実際, Cynkと Hulekは, 以下
に述べる方法で保型的な高次元 Calabi-Yau多様体の族を帰納的に構成することに成功した.

まず, 2つの楕円曲線 E1, E2 及びそれぞれの Abel群構造に関する標準的な対合 ι1, ι2 に対して,

商多様体E1×E2/ι1× ι2の極小特異点解消として 2次元Calabi-Yau多様体X2を得る. X2は自然
にE1/ι1×E2/ι2 ≃ P1×P1の 2重被覆と見なせるので, その被覆変換を τ2とする. 次に, 楕円曲線
E3及びE3上の標準的な対合 ι3に対して, X2 ×E3/τ2 × ι3の特異点解消として 3次元Calabi-Yau

多様体X3 を構成できる. X3 もX2 と同様に, P1 × P1 × P1 の 2重被覆と見なせるので, 以下同様
にして n次元 Calabi-Yau多様体Xn を構成できる.

定理 3. ([CH]) E1, . . . , Enを Q上の楕円曲線, f1, . . . , fnをそれぞれ L(Ei, s) = L(fi, s)を満たす
楕円 Hecke固有新形式とする. このとき, 上で構成した n次元 Calabi-Yau多様体Xn は Q上のモ
デルを持ち, 以下が成り立つ.

L(hn(Xn/Q), s) =L(
n⊗

i=1

fi, s) (n :奇数)

L(tn(Xn/Q), s) =L(
n⊗

i=1

fi, s) (n :偶数, tn(Xn/Q) ⊂ hn(Xn/Q) :部分モチーフ)

ただし, L(
n⊗

i=1

fi, s)は fi に対応する Galois表現のテンソル表現の L関数を表す。

系 4. ([CH]) 定理 3の仮定の下で, さらに E1, . . . , En はすべて Q上同型で, 類数 1の虚 2次体K
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上でK に虚数乗法を持つと仮定する. このとき, 以下が成り立つ.

L(hn(Xn/Q), s) =

n−1
2∏

i=0

L(gn−2i, s− i)(
n
i) (n :奇数)

L(tn(Xn/Q), s) =

n−2
2∏

i=0

L(gn−2i, s− i)(
n
i) × L(χK , s− n

2
)

1
2 (

n
n
2
) × ζ(s− n

2
)

1
2 (

n
n
2
)

(n :偶数, tn(Xn/Q) ⊂ hn(Xn/Q) :部分モチーフ)

ただし, L(gk, s), L(χK , s), 及び ζ(s)は, それぞれ重さ k+ 1の楕円 Hecke固有新形式の L関数,

K に付随する Dirichlt L関数, 及び Riemann ζ 関数を表す.

3 Q-楕円曲線とWeil係数制限関手
定義 2. 代数体 F 上の楕円曲線 E がQ-楕円曲線であるとは, E とGal(Q/Q)共役な任意の楕円曲
線と E 自身とが Q上同種であることである.

Q上の任意の楕円曲線はQ-楕円曲線であるが, 逆は成り立たない. しかし, Q-楕円曲線はQ上の
楕円曲線とよく似た数論的な性質を持つ. 実際, 系 4と全く同様にして以下の命題を証明すること
ができる.

命題 5. Eを虚 2次体K に虚数乗法を持つK(jE)上のQ-楕円曲線, E1 = E,E2, . . . .Enを（重複
を許した）E と Gal(Q/Q)共役な楕円曲線, ψ, 及び ψをそれぞれ E/K(jE)から定まるK(jE)の
Hecke指標, 及びその複素共役とする. このとき, 定理 3と同様に構成した n次元 Calabi-Yau多様
体Xn はK(jE)上のモデルを持ち, 以下が成り立つ.

L(hn(Xn/K(jE)), s)
.
=

n−1
2∏

i=0

L(ψn−2i, s− i)(
n
i) ×

n−1
2∏

i=0

L(ψ
n−2i

, s− i)(
n
i) (n :奇数)

L(tn(Xn/K(jE)), s)
.
=

n−2
2∏

i=0

L(ψn−2i, s− i)(
n
i) ×

n−2
2∏

i=0

L(ψ
n−2i

, s− i)(
n
i) × ζK(jE)(s−

n

2
)
(n

n
2
)

(n :偶数, tn(Xn/K(jE)) ⊂ hn(Xn/K(jE)) :部分モチーフ)

ただし, L(ψ, s), 及び ζK(jE)(s) は, それぞれ ψ に付随する Hecke L 関数, 及び K(jE) 上の
Dedekind ζ 関数を表し,

.
=は有限個の Euler因子を除いた等号を表す.

そこで, 楕円曲線そのものの定義体はQに降下できなくとも, このように構成したCalabi-Yau多
様体XnがQ上のモデルを持てば, 系 4では実現できなかった楕円Hecke固有新形式もXnの L関
数の因子として実現できるであろうと期待される. 実際, Cynkと Schüttは以下の定理を証明した.

定理 6. ([CS]) 虚 2次体 K の類数が 3のとき, 命題 5で楕円曲線 E/Q(jE)から構成した 3次元
Calabi-Yau多様体X3 は Q上のモデルを持ち, 以下が成り立つ.

L(h3(X3/Q), s) = L(g3, s)L(ψ, s− 1)

ただし, L(g3, s), 及び L(ψ, s)は, それぞれ重さ 3 + 1 = 4の楕円 Hecke固有新形式の L関数, 及
び E/Q(jE)から定まる Hecke指標 ψ に付随する Hecke L関数を表し, このような L(g3, s)は系
2.2で得られたものたちとは重複しない.
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定理 6の証明の核心は, X3 の構成に用いる楕円曲線の直積 E1 × E2 × E3 を, E のWeil係数制
限関手による像 ResQ(jE)/Q(E)と見なすことで, 多様体の定義体をH あるいはQ(jE)からQへ降
下することである. しかし, 一般にはWeil係数制限関手によって直積型の多様体の定義体を降下で
きたとしても, 商多様体の特異点解消の定義体を降下できるとは限らないため, Cynkと Schüttに
よる降下法は 4次元以上の場合には上手く機能しない.

4 主結果
以下では, 2次元 Calabi-Yau多様体上の固定点自由な群作用を用いることで, 特異点解消を経由
することなくより小さな体上の 2n次元 Calabi-Yau多様体を構成する方法を述べる.

F/K を 2n次の Galois拡大, E を F 上の楕円曲線, ιを E 上の標準的な対合とする. さらに, E

は F 上定義された位数 2の点 P を含むと仮定する. まず, K 上 2次の中間体K ⊂ K ′ ⊂ F を 1つ
取り, Gal(F/K ′) = ⟨σ⟩とする. すると, よく知られているように, 商多様体 ResF/K′(E)/ι× ισ の
極小特異点解消X2 はK ′ 上の 2次元 Calabi-Yau多様体を定める. n = 1ならば, X2 が既にK 上
定義されているが, n ≥ 2の場合も以下のようにしてK 上の 2n次元 Calabi-Yau多様体X2n を構
成できる. 2次元 Abel多様体 (ResF/K′(E))F ≃ E × Eσ 上の対合

(P1, P2) *→ (P1 + P,−P2 + Pσ)

が誘導する (X2)F 上の不分岐対合 ϵ を考えると, X2 上の楕円曲面構造から ϵ は K ′ 上定義され
ることが分かる. そこで, 異なる n 個の体の埋め込み ιi : K ′ ↪→ F による ϵ の像 ϵi に対して

G = {ϵp1
1 × · · · × ϵpn

n |
n∑

i=0

pi = 0 mod 2}と定めると, 自然に G ⊂ AutF (ResF ′/Q(X2))と見な

せるが, G は Gal(F/K) の作用に関して安定であるため, K 上の滑らかな 2n 次元射影代数多様
体 X2n = ResF ′/Q(X2)/Gを得る. また, Cynkと Hulekによる議論と同様にして X2n が 2n次元
Calabi-Yau多様体であることも分かる.

以下が本稿の主結果である.

定理 7. EをQ(jE)上の楕円曲線とする. また, EはQ(jE)上に位数 2の点を持ち, かつK(jE)上
で類数 2m (m ≤ n = [Q(jE) : Q])の虚 2次体 K の整数環に虚数乗法を持つと仮定する. このと
き, EK(jE)から, 上で述べた方法で構成されたK 上の 2m次元 Calabi-Yau多様体X2mは Q上の
モデルを持ち, さらに以下を満たす.

L(t2m(X2m/K(jE)), s)
.
=

m−1∏

i=0

L(ψm−2i, s− i)(
m
i ) ×

m−1∏

i=0

L(ψ
m−2i

, s− i)(
m
i ) × ζK(jE)(s−

m

2
)
(m

m
2
)

(tm(Xm/K(jE)) ⊂ hm(Xm/K(jE)) :部分モチーフ)

ただし, ψ及び ψは E/K(jE)から定まるK(jE)の Hecke指標及びその複素共役である.

今後は, §3と同様に Q-楕円曲線 E から構成した Calabi-Yau多様体X2m に対して, 部分モチー
フ t2m(X2m/K(jE))を Q上のモチーフに降下し, 除いてしまった有限個の Euler因子も含めてそ
の L関数 L(t2m(X2m/Q), s)を楕円Hecke固有新形式の L関数で記述することで, 定理 6を高次元
化することが課題である.
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重複Wiener-Itô積分について

星野　浄生 ∗

大阪府立大学大学院理学系研究科博士前期課程 1年，2015年 2月

1 はじめに

ブラウン運動に関する微積分について述べる. 特に, ウィーナー積分とその重複積分について扱

う. ブラウン運動のほとんどすべてのパスは連続であるが至る所微分不可能かつ非有界変動であり,

通常の微積分を行うことはできない. そこで確率積分の概念が必要になるが, 中でも被積分関数が

ランダムでない場合はウィーナー積分と呼ばれるものとなる.ウィーナー積分の n次の重複積分 In

の空間をKnとするとKnはウィーナー積分のエルミート多項式で級数展開され, ブラウン運動か

らなる関数の L2空間は {Kn|n ≤ 0}で直交直和分解される (ウィーナー−伊藤定理). ウィーナー-

伊藤定理が導出される一つの大きなポイントは重複積分の構成の仕方にある.そのアイデアを追い,

考察を行う. また, ウィーナー-伊藤定理の良く知られた応用例としてマルチンゲール表現定理を述

べる.

2 主定理

定理 (ウィーナー−伊藤)

Tを正数, (Bt)t∈[0,T ]を確率空間 (Ω,F , P )上のR
d
値ブラウン運動, FB を, (Bt)t∈[0,T ]により誘

導される σ − fieldとする.このとき,

L2(Ω,FB , P |FB ) =

∞⊕
n=0

Kn

ここで, K0 = {[c] ∈ L2(Ω,F , P )|∃c̃ ∈ [c] c̃ : constant} , Kn = In(L2
sym[0, T ]n) (n ≥ 0).

3 ブラウン運動

定義 1 (1次元ブラウン運動 )

(Ω, F , P ) :確率空間 (全測度 1の測度空間)

(Bt)t∈[0,∞) :拡大実数値-確率変数 (確率空間上の可測写像)列

(Bt)t∈[0,∞) が 1次元ブラウン運動 (B.M.) ⇔
ⅰ) B0(ω) = 0 a.s.

ⅱ) 任意の 0 ≤ t0 < t1 < ... < tn < ∞に対し

∗gckjf413@gmail.com
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Bt0 , Bt1 −Bt0 , ..., Btn −Btn−1 は独立

ⅲ) 任意の 0 ≤ s < t < ∞に対し
Bt −Bs の分布はN(0, t− s)

ⅳ) B(・, ω)は連続 a.s.

定義 2 (d次元ブラウン運動 )

(Ω, F , P ) :確率空間

(Bt = (B
(1)
t , ..., B

(d)
t ))t∈[0,∞) : d次元拡大実ベクトル値-確率変数列

(Bt)t∈[0,∞) が d次元 B.M. ⇔

ⅰ) ∀i (B
(i)
t )t∈[0,∞) は 1次元 B.M.

ⅱ) (B
(1)
t )t∈[0,∞), ..., (B

(d)
t )t∈[0,∞) は独立

定理 3

(Ω, F , P ) :確率空間

(Bt)t∈[0,∞) : d次元 B.M.

P ({ω ∈ Ω|B·(ω) は連続 かつ 至る所微分不可能 かつ任意区間上非有界変動 })=1

4 ウィーナー積分

定義 4 (ウィーナー積分)

(Ω, F , P ) :確率空間

(Bt)t∈[0,∞) : d次元 B.M.

0 ≤ a < b

L2
d[a, b] := L2

d([a, b],L[a,b], λ|L[a,b]
)

S2
d [a, b] := {[f ] ∈ L2

d[a, b] | ∃f̃ ∈ [f ] f̃ は step function}

I1 : L2
d[a, b] → L2(Ω,F , P )を

I1(f) =
d∑

i=1

r∑
j=1

a
(i)
j (B

(i)
tj −B

(i)
tj−1

) , f =
r∑

j=1

aj1[tj−1,tj) ∈ S2
d [a, b]

(k → ∞) lim I1(fk) , (fk)k≥0 は S2
d [a, b]の点列で (k → ∞) lim fk = f

で定める.
∫ b

a
f(t)dBt := I1(f)を f のウィーナー積分という

5 重複ウィーナー-伊藤積分

(Ω, F , P ) :確率空間

(Bt)t∈[0,∞) : d次元 B.M.

0 ≤ a < b, n > 0

定義 5 (off − diagonal step function)

step function f : [a, b]n → Rd が off − diagonal ⇔

r > 0, a = t0 < ... < tr = b, (aj1,...,jn)j1,...,jn∈{1,...,r} : Rd の点列 で

f =
∑

j1,...,jn∈{1,...,r},#{j1,...,jn}=n aj1,...,jn1
∏n

k=1
[tjk−1,tjk )
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と表される

定義 6 (重複ウィーナー-伊藤積分)

L2
d[a, b]

n := L2
d([a, b]

n, (Ln)[a,b]n , (λn)|(Ln)[a,b]n
)

OS2
d[a, b]

n := {[f ] ∈ L2
d[a, b]

n | ∃f̃ ∈ [f ] f̃ は off − diagonal}

In : L2
d[a, b]

n → L2(Ω,F , P )を

In(f) = Wn(f) , f ∈ OS2
d[a, b]

n

(k → ∞) lim In(fk) , (fk)k>0 は OS2
d[a, b]

n の点列で (k → ∞) lim fk = f

で定める

※ n=1のときは断りなく nを省略する

定義 7 (対象化)

Sn : n次対象群, f ∈ L2
d[a, b]

n

σ ∈ Sn に対し, fσ : [a, b]n → R
d
; fσ(t1, ..., tn) = f(tσ(1), ..., tσ(n))

f が対象 ⇔ ∀σ ∈ Sn f = fσ

L2
d,sym[a, b]n := {[f ] ∈ L2

d[a, b]
n|∃f̃ ∈ [f ] f̃ :対象 }

ˆ: L2
d[a, b]

n → L2
d,sym[a, b]n; f̂ = 1

n! (σ ∈ Sn)
∑

fσ

f̂ を f の対象化という

定理 8

任意の f ∈ L2
d[a, b]

n に対し,

・f ∈ L2
d,sym[a, b]n ⇔ f̂ = f

・In(f̂) = In(f)

・E(In(f)) = 0

・||In(f)||2L2(Ω,F,P ) = n!||f̂ ||2L2
d
[a,b]n

6 ウィーナー-伊藤定理

以下, T > 0を固定する

定義 9 (ポリノミアルカオス)

FB := σ(Bt|t ∈ [0, T ]) := σ((t ∈ [0, T ])
∪

B−1
t (Bn))

L2(Ω,FB , P |FB )の部分集合列 (J̃n)n≥0 を

J̃0 = {[c] ∈ L2
1(Ω,F , P )|∃c̃ ∈ [c] c̃ : constant} , n ≥ 0に対し,

J̃n = {
k∏

j=1

I(fj)|k ≤ nかつ f1, ..., fk ∈ L2
d[0, T ]}

∪
J̃0

で定め, (Jn)n≥0 を Jn = V(J̃n)で定める

(n → ∞) lim Jn =
∞∪

n=0

Jn の要素をポリノミアルカオスという

定義 10 (ホモジニアスカオス)
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(Kn)n∈≤0 を

K0 = J0

Kn = (Jn−1)
⊥ on Jn , n > 0

で定める

Kn の要素をオーダー nのホモジニアスカオスという

定義 11 (エルミート多項式系)

v > 0

γv :パラメータ vの 1次元ガウス測度 i.e.

γv : L → [0, 1] ; γv(A) =
∫
A

1√
2πv

e−
x2

2v dx

(Hn(·, v))n≤0 を

Hn(·, v) : R → R ;Hn(x, v) = (−v)ne
x2

2v
dn

dxn e
− x2

2v

で定める

{Hn(·, v)|n ≥ 0}は L2(R,L, γv)の直交系で,

これをエルミート多項式系という

・Ĥn(·, v) := Hn(·,v)√
n!vn

とすると

{Ĥn(·, v)|n ≥ 0}は L2(R,L, γv)の完全正規直交系 (C.O.N.S.)

定義 12

(X,F , µ) :測度空間

f1, ..., fn ∈ L2
d(X

n,F
⊗

n, µ
⊗

n)に対し,

n⊗
j=1

fj(x1, ..., xn) :=
∑

j1,...,jn≤d

(f1)j1(x1)...(fn)jn(xn) (∈ L2(Xn,F
⊗

n, µ
⊗

n))

で定義する

補題 13

L2(Ω,FB , P |FB ) =
∞⊕

n=0

Kn

補題 14

Pn : L2(Ω,FB, P |FB )からKn への直交射影作用素 (n ≥ 0)

n, k ≥ 0, n1, ..., nk ≥ 0,
k∑

j=1

nj = n

{f1, ..., fk} : L2
d[0, T ]

n の 0でない直交列

このとき, Pn(
k∏

j=1

I(fj)
nj ) =

k∏
j=1

Hnj (I(fj); ||fj ||2)

= In(
k⊗

j=1

f

⊗
nj

j )
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補題 15

N := {(nk)k≥0| ∀k nk ≥ 0 かつ ♯{k|nk > 0} :有限 }

各 (nk) ∈ Nに対し,

H(nk) :=

∞∏
k=1

Ĥnk
(I(ek); 1)

1) {H(nk) | (nk) ∈ N}は L2(Ω,FB , P |FB )の C.O.N.S.

2) ∀n ≥ 0 {H(nk) | (nk) ∈ Nかつ
∞∑
k=1

nk = n}はKn の C.O.N.S.

補題 16

n > 0

In : L2
d,sym[0, T ]n → Kn は全単射

(特に, L2
d,sym[0, T ]n = (ユニタリー) Kn)

以上の補題から次を得る

定理 (ウィーナー-伊藤定理)

K0 = {[c] ∈ L2(Ω,F , P )|∃c̃ ∈ [c] c̃ : constant}

Kn = In(L2
d,sym[0, T ]n) (n ≥ 0)

このとき,

L2(Ω,FB , P |FB ) =
∞⊕

n=0

Kn

特に,

∀ϕ ∈ L2(Ω,FB , P |FB ) ∃!(c, f1, f2, ...) ∈ K0 ×
∞∏

n=1

L2
d,sym[0, T ]n ϕ = c+

∞∑
n=1

In(fn)

7 応用例

ウィーナー-伊藤定理の応用例の一つとして,以下がある

定理 (マルチンゲール表現定理)

(FB
t )t∈[0,T ] を (Bt)t∈[0,T ] により誘導されるフィルトレーション,

(Mt)t∈[0,T ] を 2乗可積分 (FB
t )t∈[0,T ]-マルチンゲールでM0 = 0とする.

このとき, (Mt)t∈[0,T ] の連続バージョン (M̃t)t∈[0,T ] が存在し,

ある f ∈ L2
ad([0, T ]× Ω)で

M̃t ∈
∫ t

0

f(s)dBs , t ∈ [0, T ]

と表される.ここで, 式の右辺は伊藤積分で,

L2
ad([0, T ]× Ω) = {[f ] ∈ L2([0, T ]× Ω)|∃f̃ ∈ [f ] f̃ は発展的可測 }.

参考文献

[R] Hui-Hsiung, K., Introduction to Stochastic Integration, (2006), 147–184.



高エネルギーを探せ

150 八木 義宗

高エネルギーを探せ

八木義宗 ∗

京都大学数学教室修士 2年，2015年 2月

1 Introduction

まず次の問題を考える. Gを loopのない有限グラフとする. 多重辺は許す (図 2). 次の操作を行う:

(1)辺と点の対に +か −を割り振る. (図で書き表す際は辺の両端に +,−を書き込む.)

(2)一つの点から出る辺との対で−のものは高々 1つ. また各辺とその端点との対で−のものは高々 1つ.

そして, 次の言葉を用意する. 点が高エネルギーであるとは, その点とその点を境界点に持つ任意の辺と

の対は +であること. また, 辺が高エネルギーであるとは, その辺と境界点との対が両方とも +である.

例 1.1. 図 3, 図 4の例を見ると, G上に高エネルギーが存在するかは Gの構造に依ることが分かる.
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図 1: 条件 (2)を満た

さない例

+

+

―

―

+

―
+

++

+

+

+

++
+

+
+

―

―

―

―

―

高エネルギー

―
―

――

条件(2)を
満たさない

高エネル
ギー

図 2: loopなし有限グラフに符

号を割り振る
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図 3: 区間の場合必ず

高エネルギーが存在
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図 4: S1 上は高エネ

ルギーを持たないよ

うに出来る

問題 Gが高エネルギーを持たないようにできるための必要十分条件は何か.

この問いは直接的に答えることが出来る. 興味があればAppendixを参照せよ. ここではより強い形で示

す. 即ち, どのように符号を与えれば高エネルギーの個数を最小に出来るかを, 幾何学の言葉を用いて表現

する. また上記の問いはグラフという 1次元の空間であるが, 実はこの問題は幾何学の枠組みにのるよう高

次元の問題に拡張でき, 拡張した際に少なくとも種数 gの閉曲面 (g ≥ 1)に対しては同様の議論が利用でき

る証明を与える.

上記の問題は幾何学の知識を必要としないが, 高次元に拡張するには問題の背景となる離散 Novikov理

∗nerve729@yahoo.co.jp
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論を説明する必要がある. 離散 Novikov理論は次の図式のようにMorse理論が大基である:

Morse理論
一般化 //

離散化
��

Novikov理論

離散化
��

離散Morse理論
一般化

// 離散 Novikov理論

Morse理論は多様体上の “良い”関数の臨界点 1を調べることで空間の位相構造を調べる理論である. 一方

Novikov理論は, 関数ではなく closed 1-form2を用いて空間の構造を調べる. 多様体 3ではなく一般の CW

複体 4 に対し “良い”関数を導入し空間のホモトピー型を調べるのが離散Morse理論である. R. Forman

は [NFo]において, Novikov理論と離散Morse理論を組み合わせた離散 Novikov理論の一つの枠組みを与

えた. 本稿の目標は, 多様体上で成立する結果が離散の場合でも成り立つか確認することである. 多様体に

おいては次の定理が知られている:

定理 1.2. (L. Lusternik, L. Schinirelmann)

閉多様体M 上の C∞ 関数 f に対し, Crit(f)で f の臨界点全体を表す時

#Crit(f) ≥ cat(M).

但し, 位相空間 Xに対し cat(X) := min
{
k
∣∣ {F1, F2, · · · , Fk};Xの開被覆で可縮.

}
例 1.3. 例えば円周 S1は図 5のように最少 2枚の開区間で覆えるので, cat(S1) = 2である. 従って, S1上

の滑らかな関数は少なくとも 2点は臨界点を持つことが分かる.

F1

F2

図 5: cat(S1) = 2を実現する開区間の取り方

これは関数に対しての結果であるが, closed 1-formに対しては次の結果が知られている:

定理 1.4. ([Far]) 閉多様体M 上の closed 1-formに関しては, Morse 1-form ω に制限すると 5, Zero(ω)

で ωの零点全体 6 を表す時

#Zero(ω) ≥ cat(M, [ω]).

但し, [ω]は ωのコホモロジー類 7 を表す. cat(M, [ω])は 3章で定義する.

1即ち関数の微分が消える点 (R 上の関数では f ′(x) = 0 なる x).
2closed 1-form は局所的に関数の微分として表されるものである. 臨界点を考えるには関数の微分さえ与えられれば十分である.
3例えば円周や球面, ドーナツ型のような滑らかな形の空間.
4例えば三角形や四面体など折れ曲がった図形などでも良い
5より一般の条件で M. Farber は示したが, ここではこの形で引用する.
6先程も注意したように closed 1-formは局所的には関数の微分で表せる. 従って, closed 1-formの零点は局所的に取れる関数の

臨界点となる.
7コホモロジー類とは closed 1-form全体を適当な同値関係で割って出来る空間 {closed 1-form}/ ∼の元のことであり, [ω]は ω

で代表される元を表す.
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この定理を離散化すると次のようになる:

問題 有限正則 CW複体X 上の “離散Morse 1-form” ωは少なくとも cat(X, [ω])個の “criticcal cell”を

持つか.

この問いに対して得られた結果が次である:

定理 1.5. G を 1 次元有限正則 CW 複体 8 とする. G 上の任意の離散 Morse 1-form ω は, 少なくとも

cat(G, [ω])個の critical cellを持つ.

定理 1.6. g ≥ 1とする. 種数 g の閉曲面 Σg の正則セル分解における任意の離散Morse 1-form ω は, 少

なくとも cat(Σg, [ω])個の critical cellを持つ.

以下で “離散Morse 1-form”, “critical cell”, “cat(X, [ω])”を定義し, 定理 1.5の証明を与える.

2 離散Novikov理論

本稿の離散Novikov理論の記述は最低限かつ厳密ではない. 正確な定義, 議論は [NFo]を参照せよ. X を

n次元正則 CW複体とする. そして

0 → Cn(X)
∂−→ Cn−1(X)

∂−→ · · · ∂−→ C0(X) → 0

を実数係数の鎖複体とする. C∗(X) :=
⊕

p Cp(X)とする. 離散Morse 1-formを定義するために離散 form

を定義する:

定義 2.1. ([NFo]) 各 d ≧ 0に対し,

Ωd(X) :=
{
ω : C∗(X) → C∗−d(X); localな線形写像

}
.

と定める. 各元 ω ∈ Ωd(X)を離散 d-formと呼ぶ.

ω

図 6: 各 cellを localな写像で送

るとその閉包内の cellの線型和

e1

e2
e3

v1

v2

v3

図 7: S1 のある regular cell de-

composition

例 2.2. 図 7のような円周 S1 の正則 cell分解を考えた時,

ω(e1) = 2v1 − 3v2, ω(e2) = v2 + 2v3, ω(e3) = −3v3 + 2v1

ω(vi) = 0 (∀i = 1, 2, 3)

で定まる線型写像 ωは離散 1-formである.

8即ち loop を持たない有限グラフである.
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多様体上での微分形式を思い出すと, 微分形式の次数を 1つ上げる外微分なる線型写像が存在した. 離散

formに対しても適切に “微分”D : Ω∗(X) → Ω∗+1(X)が定義される. Dω = 0なる離散 1-form ω を離散

closed 1-formという.

記号 ωが離散 1-formなら,任意の pと任意の p-cell α(p)に対しω(α(p)) =
∑

{γ(p−1);αの面 } cαγ ·γ (cαγ ∈
R) と表せる. この時, cαγ は αと γの向きに依る. そこで, ω(α(p) > γ(p−1)) :=< ∂α, γ > cαγ と定める.

これは α, γ の向きによらず, cellの対にのみ依る量である. 従って, この量が正か 0以下かを考えることは

意味を持つ.

以上を踏まえ離散Morse 1-formを定義する:

定義 2.3. ([NFo]) X 上の離散 closed 1-form ωがMorseであるとは, 次を満たすこと :

任意の p, 任意のX の p-cell αに対し,

(1)#{β(p+1) > α|ω(β > α) ≤ 0} ≤ 1

(2)#{γ(p−1) < α|ω(α > γ) ≤ 0} ≤ 1.

定義 2.4. ([NFo]) ある p-cellが離散Morse 1-formの critical p-cellであるとは, 上の 2つの条件式にお

ける ≤ 1を両方 = 0に変えた条件式が成り立つこと.

注意 2.5. 条件Morseと critical cellは 1章の問題の条件 (2)と高エネルギーが対応している.

R. Formanは離散Novikov-Morse不等式を示した ([NFo]). 系として定理 1.5で用いる次の補題が示せる:

補題 2.6. X を n次元正則 CW複体とし, ω を X 上の離散Morse 1-formとする. そして, cp(ω)で ω の

critical p-cellの個数を表す. この時,
∑n

p=0(−1)pcp(ω)はX のオイラー数 χ(X) =
∑n

p=0(−1)p dimCp(X)

に等しい.

注意 2.7. この補題から, Gが critical cellを持たない離散Morse 1-formを許すことと S1 にホモトピー

同値であることは同値であることが分かる. Gが S1 にホモトピー同値ならば critical cellを持たない離散

Morse 1-formを許すことは Appendix 第 1, 2段落を参照. Gが S1 ∨ · · · ∨ S1 (l個 (l ≥ 2)の S1)にホモト

ピー同値ならば, 補題 2.6より c0(ω)− c1(ω) = χ(G) = 1− l ≤ −1なので, #Crit(ω) ≥ c1(ω) ≥ 1となり

必ず critical cellを持つ. これで 1章の問題に答えられた.

3 Farber-Lusternik-Schnirelman category cat(X, ξ)

X を有限 CW複体とし, ξ ∈ H1(X;R)とする. ωを ξを代表する continuous closed 1-formとする 9.

定義 3.1. ([Far]) 対 (X, ξ)に対し定まる量 cat(X, ξ)を次で定める :

cat(X, ξ) := min
{
k
∣∣ {F, F1, F2, · · · , Fk};Xの開被覆. Fj たちは可縮で, F は次を満たす

}
;

(⋆)N を任意の自然数とする. t ∈ [0, 1]としたとき, ホモトピー ht : F → X で次を満たすものが存在する :

(1) h0 は包含 F ↪→ X.

(2)任意の x ∈ F に対して γx : [0, 1] → X を γx(t) = ht(x)で定めると∫
γx

ω ≤ −N.

9continuous closed 1-form は標準的なものではないが, ここでは定義を与えない. 本稿では多様体上で例を与えるが, closed
1-form と対応して構成できる continuous closed 1-form の連続な道に沿った積分値は一致する. 詳しくは [Far] を参照.



高エネルギーを探せ

154 八木 義宗

例 3.2. 円周上の exact 1-form df (f ∈ C∞(S1))に対しては, θを角度座標とした時∫
S1

df =

∫ 2π

0

df

dθ
dθ = f(2π)− f(0) = 0

となる. 従って df に対しては, cat(X, ξ)の条件 (⋆)を満たす開集合 F は空集合である. 即ち cat(S1, [df ]) =

cat(S1)となる. 一方, closed 1-form dθ/2πに対しては∫ 0

2π

dθ

2π
=

[
θ

2π

]0
2π

= −1

より, 適当な向きにN 回転させるホモトピーの flowに沿った dθ/2πの積分値は−N となる. 従ってF = S1

と取れ, cat(S1, [dθ/2π]) = 0となる.

注意 3.3. (主に [Far]) 明らかに cat(X, ξ) ≤ cat(X). また, 位相空間Xが連結で ξ ̸= 0ならば, cat(X, ξ) ≤
cat(X)− 1. さらに, Xが弧状連結, 局所可縮でパラコンパクト 10 ならば, cat(X) ≤ dim(X)+1となる. 実

は, cat(X, ξ)はホモトピー不変量である. 即ち ϕ : X1 → X2をホモトピー同値写像とし, ξ2 ∈ H1(X2;R),
ξ1 := ϕ∗ξ2 ∈ H1(X1;R)とすると cat(X1, ξ1) = cat(X2, ξ2)となる.

4 定理1.5の証明

Gが連結の場合に示せば, Gが非連結の場合は各連結成分での結果を併せることで主張が従う. そこで,

以下では Gは連結とする. その時, ある整数 l ≥ 0で G ∼H S1 ∨ · · · ∨ S1 (lコの S1)なるものが存在す

る. 但し, l = 0を Gがある treeにホモトピー同値であることと思う.

ξ = 0のときは, 離散Morse不等式 ([MFo])より,

c0(ω) ≥ b0(G) = 1 (∵ Gは連結)

c1(ω) ≥ b1(G) = b1(S
1 ∨ · · · ∨ S1) = l

なので #Crit(ω) ≥ 1 + lである. 従って, G ∼H treeの時は, cat(G, 0) = cat(G) = 1 ≤ #Crit(ω) より

良い. l ≥ 1の時は, 注意 3.3より, cat(G, 0) = cat(G) ≤ dim(G) + 1 = 2 ≤ 1 + l ≤ #Crit(ω) より良い.

故に, ξ = 0の時は主張が成り立つ. そこで, 以下では ξ ̸= 0とする. l = 1, 即ち, f : S1 ∼H−−→ Gの時は,

cat(X, ξ)のホモトピー不変性より, cat(G, ξ) = cat(S1, f∗ξ) = 0 ≤ #Crit(ω) より良い.

l ≥ 2の時を考える. 注意 2.7より, #Crit(ω) ≥ 1である. 一方, ξ ̸= 0より, 注意 3.3から, cat(G, ξ) ≤
cat(G)− 1 ≤ dim(G) = 1となる. 故に. #Crit(ω) ≥ cat(G, ξ). 以上で定理の主張が示せた.

5 Appendix: 1章の問題の直接的な証明

G上高エネルギーを持たないように出来ることと S1 にホモトピー同値であることは同値である. まず,

Gはいくつかの loopが交わったものと仮定して良い. 実際, Gが treeの場合は必ず高エネルギーを持つこ

とが示せ (図 8), また各 loopに繋がっている treeの部分は loopに繋がっている部分を+にして, そこから

+と −を交互に割り振っていけば高エネルギーを持たないように出来る (図 9).

さて, Gが S1にホモトピー同値ならば, +と−を交互に割り振れば高エネルギーを持たないように出来
る (図 10).

10連結な有限 CW 複体はこの条件を満たす.
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図 10: S1 上は高エネルギーを

持たないように出来る

逆に, Gが高エネルギーを持たないとする. 背理法を用いる. Gが S1 ∨ · · · ∨ S1 (l個 (l ≤ 2)の S1)にホ

モトピー同値であるとする. Gが高エネルギーを持たない事から, ある loop L1に着目すると, +と−が交
互にならなければならない. 実際, もしそうでないとすると, 図 11のように必ず条件 (2)を満たさず矛盾

する.

ここで 2の場合に分けて考える. 別の loop L2が L1といくつかの辺を共有している時 (図 12), 先程と同

様に Gが高エネルギーを持たない事から +と −が交互に並ぶ. しかしこの時, L1 と L2 に −から +に進

む方向で向きを与えると, ちょうど 2つの loopの分岐点で条件 (2)を満たさず矛盾. 一方 L1 と L2 がある

頂点のみを共有する場合 (図 13)は, 共有する点 vを境界点に持つ L2 の辺 e1, e2 との対 (e1, v), (e2, v)は,

vとそれを境界点に持つ L1の一方の辺との対が−であることから, 条件 (2)より共に+でなければならな

い. すると, 条件 (2)を満たし +と −が交互にはならないので, L2 上に高エネルギーが存在する. これは

Gが高エネルギーを持たないことに矛盾.
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1 序

発表では、正標数の曲面上の層の特性サイクルについての結果を紹介した。ここでいう特性サイ

クルとは標数 0の D 加群論における特性サイクルとの類似で、余接束上のサイクルとして定義さ
れることが期待されるものである。

U を標数 p > 0 の代数閉体 k 上のなめらかな代数多様体とし、そのなめらかなコンパクト化

U ↪→ X で境界 D = X − U が X の単純正規交叉因子になっているような場合を考える。Λを標

数が pと異なる有限体とし、F を U 上のなめらかな階数有限の Λ加群の層とする。X が曲線の場

合には次のような定義が知られている。

定義 1.1. X が代数曲線のとき、

Char(X,U,F) = −([T ∗
XX] +

∑
x∈D

(rankF + SwxF)[T ∗
xX])

を (X,U,F)の特性サイクルとよぶ。ここで、右辺に出てくる T ∗
XX と T ∗

xX はそれぞれX 上の余

接束 T ∗X の零切断と点 xでのファイバーを表わし、SwxF はスワン導手と呼ばれる分岐の不変量
を表している。

また、特性サイクルがみたしてほしい性質の 1つとして指数公式とよばれるオイラー数χc(U,F) =
2 dimX∑

i=0

dimHi
c(U,F)との関係式がある。X が曲線の場合にはGrothendieck-Ogg-Shafarevich公式

として知られている。

定理 1.2 ([SGA7] Grothendieck-Ogg-Shafarevich公式). X が固有的な代数曲線のとき次が成り

立つ:

χc(U,F) = (Char(X,U,F), T ∗
XX)

ここで式の右辺は交点数を表している。

この特性サイクルについてX が曲面の場合には 2つの異なる構成法による定義 ([K2], [Sa3])が

知られている。発表ではそれらの関係についてわかったことを紹介した。2つの特性サイクルは前

者が対数的余接束上定義されているのに対し、後者は余接束上定義されているため比較が難しい。

そのため、2つの特性サイクルを同じ余接束上のサイクルとして比較したい。

本稿ではX が 2次元以上の場合に必要になる高次分岐理論における不変量について簡単に解説

したあと、発表で紹介した主結果の一部である、[K2]による特性サイクルと同値といえるような

余接束上の特性サイクルの構成について述べる。

∗yatagawa@ms.u-tokyo.ac.jp
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2 分岐フィルトレーション

分岐理論における重要な概念のひとつとして分岐フィルトレーションがある。分岐群とは完備離

散付値体K 上のガロア群に定まるフィルトレーションで、体の拡大の分岐を測るようなものであ

る。剰余体が完全な場合の理論は [Se]にくわしくまとめられている。

ここでは剰余体が完全とは限らない標数 p > 0の完備離散付値体について定義された分岐群につ

いて簡単に解説する ([K1], [M])。標数が正とは限らない場合の分岐群については [K1], [AS]を参

照されたい。

以下では K を標数が正の完備離散付値体 (例えば k(s)((t)))とする。K 上の最大アーベル拡大

のガロア群の代わりに双対である H1(K,Q/Z)にフィルトレーションを定義する。まず、Ws(K)

をK の長さ sのヴィット環とするとき、0以上の各整数 nに対し

filnWs(K) = {(as−1, . . . , a0) ∈ Ws(K); pivK(ai) ≥ −n}

でフィルトレーションを入れる ([B] Proposition 1)。右辺に出てくる vK は K の正規付値 vK :

K → Z ∪ {∞}である。また 1以上の各整数mに対し、

fil′mWs(K) = film−1Ws(K) + V s−s′filmWs′(K)

でフィルトレーションを入れる。F : Ws(K) → Ws(K)をフロベニウスとするとき、アルティン-

シュライヤー-ヴィット理論による写像

Ws(K) → Ws(K)/(F − 1)Ws(K) ≃ H1(K,Ws(Fp)) ≃ H1(K,Z/psZ)

とH1(K,Z/psZ) → H1(K,Q/Z) = lim−→n
H1(K,Z/nZ)の合成

δs : Ws(K) → Ws(K)/(F − 1)Ws(K) ≃ H1(K,Ws(Fp)) ≃ H1(K,Z/psZ) → H1(K,Q/Z) (1)

を考える。H1(K,Q/Z)の分岐フィルトレーション {filnH1(K,Q/Z)}n≥0、{fil′mH1(K,Q/Z)}m≥1

はこの写像を使って、

filnH
1(K,Q/Z) = H1(K,Q/Z)(non− p) +

∪
s≥1

δs(filnWs(K))

fil′mH1(K,Q/Z) = H1(K,Q/Z)(non− p) +
∪
s≥1

δs(fil
′
nWs(K))

と定義される。これらの分岐フィルトレーションは [Se]における上付きの分岐フィルトレーション

の一般化で、剰余体が完全な場合には 2つの分岐フィルトレーションは指数が 1ずれたところで一

致する。2つのフィルトレーションのうち上のものは対数的な分岐フィルトレーションと呼ばれ、

このあとで対数的微分加群と結びつけられる。下のものは対数的でない微分加群と結びつけられ

る。一般の場合、定義からわかるとおり、

filn−1H
1(K,Q/Z) ⊂ fil′nH

1(K,Q/Z) ⊂ filnH
1(K,Q/Z) (2)

という関係が成り立つ。H1(K,Q/Z)の元 χに対し、χ ∈ filnH
1(K,Q/Z)となるような最小の n

を χのスワン導手といい sw(χ)とかく。χ ∈ fil′mH1(K,Q/Z)なる最小のmを sw′(χ)とかく。こ

のとき (2)よりH1(K,Q/Z)の元 χに対し、sw′(χ) = sw(χ) + 1か sw′(χ) = sw(χ) のいずれかが

成り立つ。sw(χ) > 0の場合に、前者が成り立つとき、χは I型であるといい、後者が成り立つと

き χは II型であるという。
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3 スワン導手の精密化

前節でH1(K,Q/Z) = Hom(GK ,Q/Z)の元 χに対しスワン導手の定義 ([K2], [M])を復習した。

この節では χを完備離散付値体K の絶対ガロア群GK の指標と見たとき、分岐しているようなも

の (sw(χ) > 0であるようなもの) に対し、スワン導手よりも多くの情報をもつ精密化されたスワ

ン導手の定義を復習する ([K2], [M])。精密化されたスワン導手は対数的な場合、対数的微分加群

の元として定義され、対数的でない場合、通常の微分加群の元として定義される。スワン導手や精

密化されたスワン導手はこのあと特性サイクルを定義する際に用いられる。

χをH1(K,Q/Z)の元とし、前節で定義したWs(K)とH1(K,Q/Z)のフィルトレーションを考
える。Ω1

K をKp 上の微分加群とする。このとき、πをK の素元 (例えばK = F ((t))の場合には

t) とし、Ω1
K のフィルトレーション {filnΩ1

K}n≥0、{fil′mΩ1
K}m≥1 を

filnΩ
1
K = {α+ βd log π

πn
;α ∈ Ω1

OK
, β ∈ OK}

fil′mΩ1
K =

1

πm
Ω1

OK

で定める。ここで d log πは
dπ

π
を表している。写像

−F s−1d : Ws(K) → Ω1
K ; (as−1, · · · , a0) 7→ −

s−1∑
i=0

ap
i−1

i dai

を考えると、この写像はWs(K)のフィルトレーションを Ω1
K の同じ番号のフィルトレーションに

うつすため、

φs
(n) : grnWs(K) → grnΩ

1
K ,

φ′
s
(m)

: gr′mWs(K) → gr′mΩ1
K

が誘導される。さらに次が成り立つ。

命題 3.1 ([M] Remark 3.2.12, [M] Proposition 3.2.3). n > 0とする。またm > 1かつ p ̸= 2、あ

るいはm > 2とする。このとき、次の図式を可換にするような単射 grnH
1(K,Q/Z) ↪→ grnΩ

1
K と

gr′mH1(K,Q/Z) ↪→ gr′mΩ1
K が存在する:

grnWs(K) grnΩ
1
K

grnH
1(K,Q/Z)

φs
(n)

//

''OO
OOO

OOO
O 77oooooooo

gr′mWs(K) gr′mΩ1
K

gr′mH1(K,Q/Z)

φ′
s
(m)

//

''OO
OOO

OOO
O 77oooooooo

ここで grnWs(K) → grnH
1(K,Q/Z)、gr′mWs(K) → gr′mH1(K,Q/Z)は (1)の δs によって誘導

される写像である。

sw(χ) = n > 0、sw′(χ) = mとするとき、これらの単射による像を χの精密化されたスワン導

手といい、それぞれ rsw(χ)、rsw′(χ)とかく。(命題より p = 2で対数的でない場合には少し定義

を修正する必要があるが、それはここでは述べないことにする。)



曲面上の階数 1の層の特性サイクル

159 谷田川 友里

4 特性サイクル

X を標数 p > 0の代数閉体 k上の連結な代数曲面 (例えば A2
k)とする。DをX の単純正規交叉

因子とし {pi}i∈I をDの生成点たちとする。Λを標数が pと異なる有限体とし、F を U = X −D

上のなめらかな階数 1の Λ加群の層とする。代数多様体のガロア理論より、F から、U の代数的

基本群 π1(U, η̄)の指標が定まる。これを χ ∈ H1
ét(U,Λ

×) = Hom(π1(U, η̄),Λ
×) ⊂ H1

ét(U,Q/Z)と
かくことにする。最後の包含関係のところは Λ× ↪→ Q/Zを 1つ固定しておくことで部分群とみて

いる。今、X の piでの局所環の完備化は完備離散付値環になり、その商体をKiとおく。自然な射

H1
ét(U,Q/Z) → H1(K,Q/Z) → H1(Ki,Q/Z)

による χのH1(Ki,Q/Z)への制限を χ|Ki とかくことにする。ここで、この射に現れるうしろの 2

つのコホモロジーはガロアコホモロジー群を表している。

[K2] の特性サイクルについて述べる前に、clean と非退化という概念について復習する ([K2],

[Sa2])。Di を pi を生成点とするDの連結成分とする。このとき、線形和 R、R′ を

R =
∑
i∈I

sw(χ|Ki)Di

R′ =
∑

sw′(χ|Ki
)>1

sw′(χ|Ki)Di

で定める。Z をR、R′の台とすると、[K2]、[M]よりそれぞれ Ω1
X/k(logD)(R)|Z、Ω1

X/k(R
′)|Z の

大域切断 rsw(χ)、rsw′(χ)で、Dの各生成点 piでの芽が rsw(χ|Ki)、rsw′(χ|Ki)に一致するような

ものがただ一つ存在する。これらがDの閉点 xで 0にならないときそれぞれ χは点 xで cleanで

ある、非退化であるという。特性サイクルのことばでいえば cleanや非退化という概念は、特性サ

イクルの定義にDの閉点での閉ファイバーの項の重複度が 0になるということを意味する。

以下、本稿では χが Dのすべての閉点で cleanな場合のみを考える。実際には、2つの特性サ

イクルの一致をいうためには cleanの場合のみ考えれば十分である。

定義 4.1 ([K2] (3.4.4)). χは cleanとする。sw(χ|Ki) > 0なる i ∈ I に対し、Li ⊂ T ∗X(logD)を

Ω1
X/k(logD)の部分 ODi 加群 ODi(−R) · rsw(χ)|Di で定まる Di 上の直線束とする。(X,D)上の

対数的余接束 T ∗X(logD) = SpecV(Ω1
X/k(logD)の零切断を T ∗

XX(logD)とするとき、(X,U,F)

の特性サイクルを

Char(X,U,F) = [T ∗
XX(logD)] +

∑
i∈I

sw(χ|Ki)[Li] (3)

で定める。

X が固有的な場合、F のオイラー数は、この特性サイクルと零切断 T ∗
XX(logD)の交点数に一

致する ([Sa1])。

[Sa3]の特性サイクルはX の余接束 T ∗X 上のサイクルとして定義される。そのため、2つのサ

イクルの比較には、この特性サイクルの定めるサイクル類の T ∗X への引き戻しをサイクル類に持

つような特性サイクルを T ∗X 上に構成する必要がある。

χは D のすべての閉点で cleanとする。χが cleanなとき一般には χは非退化とは限らない。

Di 上の直線束 Li ⊂ T ∗X を、sw′(χ|Ki) = 1の場合には Di の余法束 T ∗
Di

= SpecV(Ω1
Di/k

)とし、

sw′(χ|Ki) > 1の場合には Ω1
X/k の ODi(−R′) · rsw′(χ)|Di を含むような ODi 上の直和成分で定ま

るようなものとする。X 上の余接束 T ∗X の零切断を T ∗
XX で表すとき、T ∗X 上に特性サイクルを

Char′(X,U,F) = [T ∗
XX] +

∑
i∈I

dt(χ|Ki)[Li] +
∑
x∈|D|

nx[T
∗
xX] (4)
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で定義する。dt(χ|Ki)は sw′(χ|Ki) = 1のとき 1で、sw′(χ|Ki) > 1のとき sw′(χ|Ki)となるよう

な数である。nx の定義はここでは省略する。

定理 4.2. χが cleanなとき、(3)の定めるサイクル類の CH2(T
∗X)への引き戻しと (4)の定める

サイクル類は一致する。

X が固有的なとき、(3)がGrothendieck-Ogg-Shafarevich公式の式をみたすことから次が従う。

系 4.3. X が固有的な代数曲面のとき次が成り立つ:

χc(U,F) = (Char′(X,U,F), T ∗
XX)

このとき定理 4.2より、(4)は (3)と同じオイラー数の計算公式を与えるという意味で (3)と同値

なサイクルということができる。
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Moment-angle complexについて

矢野　達哉 ∗

大阪府立大学大学院理学系研究科, 2014年 3月

このたびは城崎新人セミナーに参加させていただきありがとうございました. この場を借りて運

営委員の方々にお礼申し上げます.

1 はじめに

moment-angle complex ZK(D2, S1)は抽象単体複体K によって定まる,2次元球体D2と 1次元

球面 S1 の積で構成される. D2 と S1 を位相空間X とその部分位相空間 Aで置き換えたものは多

面体積 (generalized moment-angle complex) ZK(X,A)と呼ばれ,トーリックトポロジーやホモト

ピー論の分野で研究されている.本稿では多面体積の定義から始め, 以下の定理の証明を紹介する.

定理 1 (Grujić and Welker). K を [m]上の抽象単体複体とし,任意の i ∈ [m]に対して {i} ∈ K と

する.このとき,Kの Alexander dual が vertex decomposable ならば ZK(Dn, Sn−1)は球面の一点

和にホモトピー同値である.

ここで, n次元球体 Dn = {x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn | ∥x∥ ≤ 1},(n − 1) 次元球面 Sn−1 = {x =

(x1, · · · , xn) ∈ Rn | ∥x∥ = 1}とする.

2 準備

定義 1. V ⊂ [m] = {1, 2, · · · ,m}に対してK が [m]上の抽象単体複体であるとは以下をみたすこ

とである.

1. K ⊂ 2V .

2. 任意の v ∈ V に対して {v} ∈ K である.

3. σ ∈ K かつ τ ⊂ σならば τ ∈ K である.

V (K) = V をK の点集合と呼ぶ.また,σ ∈ K に対して σ ⊂ τ なる τ ∈ K が存在しないとき,σを

facetと呼ぶ.

※以後, K は [m]上の抽象単体複体を表す.

∗su301034@edu.osakafu-u.ac.jp
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定義 2. 位相空間の列 (X,A) = {(Xi, Ai)}mi=1 と σ ∈ K に対して

(X,A)σ = Y σ
1 × · · · × Y σ

m where Y σ
i =

{
Xi if i ∈ σ,

Ai if i ̸∈ σ.

とするとき, 多面体積 (generalized moment angle complex) ZK(X,A) を以下で定義する.

ZK(X,A) =
∪
σ∈K

(X,A)σ ⊂ X1 ×X2 × · · · ×Xm.

※任意の iに対して (Xi, Ai) = (X,A)ならば,ZK(X,A) = ZK(X,A)とかく.

定義 3. K の Alexander dual K◦ を以下で定義する.

K◦ =
{
σ ⊂ [m] | [m] \ σ ̸∈ K

}
.

Remark.

(K◦)◦ = K.

定義 4. σ ∈ K に対して

linkK(σ) :=
{
τ ∈ K | τ ∩ σ = ∅, τ ∪ σ ∈ K

}
, delK(σ) :=

{
τ ∈ K | τ ∩ σ = ∅

}
, starK(σ) :=

{
τ ∈ K | τ ∪ σ ∈ K

}
※ linkK(σ), delK(σ)を [m] \ σ上の抽象単体複体とみなす.

Remark. delK(σ) ∪ starK(σ) = K, delK(σ) ∩ starK(σ) = linkK(σ).

補題 2. v ∈ [m]

(linkK(v))◦ = delK◦(v), (delK(v))◦ = linkK◦(v)

証明　容易.

定義 5. K が vertex decomposableであるとは以下のどちらかを満たすことである.

1. K = ∅ または K = 2V (K)

2. 以下を満たす v ∈ V (K)が存在する.

(a) delK(v) と linkK(v) が vertex decomposable である

(b) linkK(v) の facet は delK(v) の facet ではない

上の vを shedding vertex という.

定義 6.

K⟨i⟩ :=
{
σ ⊂ [m] | ∃F ∈ K : facet

(
|F | ≥ i+ 1, σ ⊂ F

)}
定義 7. K が sequentially Cohen-Macaulay over Z (SCM/Z) であるとは以下を満たすこと
である.

• 任意の i ≥ 0,任意の j < i,任意の σ ∈ K に対して H̃j(linkK(σ)⟨i⟩;Z) = 0.

事実 1.

vertex decomposable =⇒ sequentially Cohen-Macaulay over Z
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3 離散Morse理論

定義 8. X を compact regular CW複体とする. 有向グラフ GX = (VX , EX) を以下で定義する.

VX := {c | c : X の closed cell}, EX := {c→ c′ | c, c′ ∈ VX , c′ ⊆ c,dim(c) = dim(c′) + 1}

※ dim(c) :=胞体 cの次元, c→ c′ := (c, c′) ∈ VX × VX

VX , EX をそれぞれ有向グラフ GX = (VX , EX)の点集合, 枝集合 と呼ぶ.

Remark. ZK(Dn, Sn−1)は compact regular CW複体である.

定義 9. GX = (VX , EX)をX の有向グラフとする.

EX ⊇MX : GX の matching
Def⇐⇒ VX の任意の点はMX の枝に多くとも 1回のみあらわれる.

EMX

X := (EX \MX) ∪ {c′ → c | c→ c′ ∈MX} とする.

MX : acyclic
Def⇐⇒ EMX

X が cycle を含まない.

※ v1, v2 · · · , vn ∈ VX に対して,v1 → v2 → · · · → vn という列が v1 = vn を満たすならば,これ

を cycleという.

Crit(M) := {c ∈ VX |任意の c′ → c′′ ∈Mに対して c ̸= c′, c ̸= c′′}

Crit(M) の要素を critical cell と呼ぶ.

定理 3. X を compact regular CW複体とし,MX を GX の acyclic matchingとする.

X ≃ XMX

ここで, XMX は次元 i の critical cell c ∈ Crit(MX) を (i-1)-skeleton XMX に fMX
c で接着した

CW複体である.

※ fMX
c を定義していないが,詳しい定義は [VW]を参照.

4 主定理の証明

補題 4,5,6,7は証明を省略する.証明は [VW]を参照.以降,

ei+ =
{
(x1, x2, · · · , xi+1, 0, · · · , 0) ∈ Sn−1 | xi ≥ 0

}
ei− =

{
(x1, x2, · · · , xi+1, 0, · · · , 0) ∈ Sn−1 | xi ≤ 0

}
en• = Dn

とする.

補題 4. MDn =
{
ei+1
− → ei+ | 0 ≤ i ≤ n− 2

}
∪
{
en• → en−1

+

}
は acyclic matchingである.

1 ≤ i ≤ mに対して,

Mi =


{c→ c′ ∈ EZK(Dn,Sn−1) | c1 → c′1 ∈MDn} if i = 1,

{c→ c′ ∈ EZK(Dn,Sn−1) | c, c′ ∈ Crit(
i−1∪
k=1

Mk), ci → c′i ∈MDn} if i ≥ 2.
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と定義し,

MZK(Dn,Sn−1) =

m∪
i=1

Mi

とする.このとき,以下がわかる.

補題 5. MZK(Dn,Sn−1) は acyclic matchingである.

※この補題 5により ZK(Dn, Sn−1) ≃ ZK(Dn, Sn−1)
MZK (Dn,Sn−1) がわかる.

補題 6. K を [m] 上の抽象単体複体とし, 任意の i ∈ [m] に対して {i} ∈ K とする. また,K の

Alexander dual が vertex decomposable とし,mをK◦ の shedding vertexとする.このとき,

i : ZlinkK(m)(D
n, Sn−1) ↪→ ZdelK(m)(D

n, Sn−1)

は零ホモトープである (i.e. i ≃ ∗).

定理 1の証明

mに関する帰納法により示す.

m=1の場合 任意の K は Alexander dual が vertex decomposable である.

Crit(MZK(Dn,Sn−1)) =

{
{e0−} if {1} ∈ K,

{e0−, en−1
+ } if {1} ̸∈ K.

である.よって,

ZK(Dn, Sn−1) ≃

{
e0− if {1} ∈ K,

e0− ∪ en−1
+ ≃ Sn−1 if {1} ̸∈ K.

よって,m = 1のときは示された.

m≥2の場合 ある Ω ⊂ [m]に対して,K◦ = 2Ω である場合,

K = {σ ∪ τ | σ ∈ ∆Ω, τ ∈ ∂∆[m]\Ω}

である.

ZK(Dn, Sn−1) ≈
m∪

i=♯Ω+1

Dn × · · · ×Dn × Sn−1

i 番目
×Dn × · · · ×Dn

である.

したがって,ZK(Dn, Sn−1) ≃ Snr−1 である.

K◦ が shedding vertex m を持つとする。

ZK(Dn, Sn−1) = colim
{
Z
delK(m)

(Dn, Sn−1)
i← Z

linkK(m)
(Dn, Sn−1)

j→ ZstarK(m)(D
n, Sn−1)

}
i, j は inclusion とする.

[m− 1]上の抽象単体複体 L に対して L は [m] 上の抽象単体複体とする. Projection lemma より,

ZK(Dn, Sn−1) ≃ hocolim
{
Z
delK(m)

(Dn, Sn−1)
i← Z

linkK(m)
(Dn, Sn−1)

j→ ZstarK(m)(D
n, Sn−1)

}
.
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ここで,

Z
linkK(m)

(Dn, Sn−1) = ZlinkK(m)(D
n, Sn−1)× Sn−1

Z
K\m(Dn, Sn−1) = ZdelK(m)(D

n, Sn−1)× Sn−1

ZstarK(m)(D
n, Sn−1) = ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)×Dn

である.

補題 7. (X,A), (D,S)を CW対とし,A
i→ X,S

j→ Dはそれぞれ零ホモトープであるとする.この

とき,

hocolim
{
X × S

i×1← A× S
1×j→ A×D

}
≃ X × S

∗ × S
∨ Σ(A ∧ S) ∨ A×D

A× ∗
.

よって,

ZK(Dn, Sn−1) ≃
ZdelK(m)(D

n, Sn−1)× Sn−1

∗ × Sn−1
(1)

∨ Σ(ZlinkK(m)(D
n, Sn−1) ∧ Sn−1) (2)

∨
ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)×Dn

ZlinkK(m)(Dn, Sn−1)× ∗
(3)

(1) (ZdelK(m)(D
n, Sn−1)× Sn−1)/(∗ × Sn−1)

m : K◦ の shedding vertex =⇒ linkK◦(m) : vertex decomposable⇐⇒ (delK(m))◦ : vertex decomposable

より,帰納法の仮定から ZdelK(m)(D
n, Sn−1) ≃球面の一点和である. よって,

ZdelK(m)(D
n, Sn−1)× Sn−1 ≃球面の一点和× Sn−1.

よって、

(ZdelK(m)(D
n, Sn−1)× Sn−1)/(∗ × Sn−1) ≃球面の一点和.

(2) Σ(ZlinkK(m)(D
n, Sn−1) ∧ Sn−1)

m : K◦ の shedding vertex =⇒ delK◦(m) : vertex decomposable⇐⇒ (linkK(m))◦ : vertex decomposable

より,帰納法の仮定から,ZlinkK(m)(D
n, Sn−1) ≃球面の一点和である. よって,

Σ(ZlinkK(m)(D
n, Sn−1) ∧ Sn−1) ≃球面の一点和.

(3)
ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)×Dn

ZlinkK(m)(Dn, Sn−1)× ∗
ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)×Dn

ZlinkK(m)(Dn, Sn−1)× ∗
= colim

{
∗ ← ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)× ∗ 包含写像→ ZlinkK(m)(D
n, Sn−1)×Dn

}
≃ hocolim

{
∗ ← ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)× ∗ 包含写像→ ZlinkK(m)(D
n, Sn−1)×Dn

}
≃ ∗

参考文献

[VW] V.Grujić, V.Welker, “Discrete Morse theory for moment-angle complexes of pairs

(Dn, Sn － 1)”, arXiv:1212.2028v2, 2012.
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シンプレクティック商特異点のクレパント解消とCox 環

山岸 亮 ∗

京都大学数学教室，2015年 2月

本稿ではシンプレクティック商特異点と呼ばれる代数多様体を導入し、そのクレパント解消を

Cox環を用いて構成する手法を紹介する。

1 定義と諸結果

偶数次元 C-ベクトル空間 C2n を考える。その座標を x1, . . . , xn, y1 . . . , yn とすると、C2n 上に

自然な正則シンプレクティック形式 ω =
∑n

i=1 dxi ∧ dyi が定まる。G ⊂ GL(2n,C)を有限部分群
とすると Gは C2n に線形に作用するが、ここでは次で定義されるシンプレクティックな作用のみ

を考える。

g ∈ GL(2n,C)がシンプレクティックに作用 def⇐⇒ g∗ω = ω ⇐⇒ g ∈ Sp(2n,C)

つまり Gとしては Sp(2n,C)の有限部分群を考える。C2n の Gによる商空間 C2n/Gには自然

にアフィン代数多様体の構造が入る。対応する環は不変式環 C[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn]
Gであり、商

写像 C2n → C2n/Gは部分環の包含写像に対応する。Gが非自明の時 C2n/Gは特異点を持ち、こ

れをシンプレクティック商特異点と呼ぶ。

例(A1-特異点) n = 1, G = ⟨g =

(
−1 0

0 −1

)
⟩

gの作用 (x1 7→ −x1, y1 7→ −y1)がシンプレクティックであることはすぐにわかる。不変式環を具

体的に計算すると、

C[x1, y1]
G = C[x2

1, x1y1, y
2
1 ]

∼= C[u, v, w]/(uw − v2)

となって C2/Gは原点に孤立特異点を持つ二次曲面だとわかる。

n = 1の場合 Sp(2,C) = SL(2,C)であり、有限部分群Gは以下のように完全に分類されている：

G 位数 タイプ

巡回群 l + 1 Al (l ≥ 1)

二項正二面体群 4l Dl (l ≥ 4)

二項正四面体群 24 E6

二項正八面体群 48 E7

二項正二十面体群 120 E8

∗ryo-yama@math.kyoto-u.ac.jp
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これらの Gによる商特異点 C2/Gは ADE-特異点などと呼ばれていて詳しく研究されている。

特異点が与えられたときその特異点解消を考えることが自然であるが、特にその中でもクレパン

ト解消解消と呼ばれるものに焦点を当てる。

定義 代数多様体の間の写像 π : X → Y が Y のクレパント解消
def⇐⇒ (1)X:非特異

(2)π−1(Y − Sing(Y )) → Y − Sing(Y )が同型

(3)πは proper射

(4)KX = π∗KY (KX ,KY はそれぞれX,Y の標準因子)

(1)～(3)は通常の特異点解消の定義で、(4)がクレパント性に対応している。

例 A1-特異点の場合は特異点におけるブローアップがクレパント解消を与える (下図)：

例外因子

?

•

ブローアップ

クレパント解消によって潰れる因子を例外因子と呼ぶ。一般には例外因子はいくつかの既約成分

から成る。他のADE-特異点についても特異点でのブローアップを繰り返してクレパント解消が得

られることが知られてる。

クレパント解消を考える動機付けとしては、１つは極小モデル理論との関連である。クレパント

解消は C2n/Gの非特異極小モデルにあたるので、それを探すのは自然であると思われる。もう１

つはMcKay対応との関連である。McKay対応とはクレパント解消の幾何学的性質とGの表現論

的性質を結びつける対応であり、2次元の場合 (ADE-特異点の場合)はそのような対応があること

が知られている。これを高次元に拡張することが 1つの目標である。

クレパント解消は一般には存在しないし、存在しても一意的とは限らない。しかし、2次元の場

合は次の事実が知られている。

事実 ADE-特異点はただ１つクレパント解消が存在する。

高次元においては、どのGについて C2n/Gがクレパント解消を持つかは完全に分類されておら

ず、現在知られている (線形表現として既約な)Gは以下の 4種類しかない：
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G n

Sn 1以上

Sn ⋉ Γ×n 1以上

G4 = Q⋊ Z/3Z 2

Q×Z/2Z D4 2

ただし、Snは n次対称群、Γは SL(2,C)の有限部分群、Qは四元数群、D4は正二面体群を表し

ている。

2 Cox環の導入

この節では C2n/Gがクレパント解消を持つと仮定し、その１つ π : X → C2n/Gを固定する。

E1, . . . , Emを πの既約例外因子全体とすると、X上の因子の線形同値類の成すアーベル群 Pic(X)

は Zmと同型になることが知られており、Pic(X)R := Pic(X)⊗Z RとおけばこれはE1, . . . , Emを

基底にもつ R-ベクトル空間となる。
D ∈ Pic(X)Rに対し、C-ベクトル空間H0(X,D) = {f ∈ C(X)×|div(f) +D ≥ 0} ∪ {0}を考え
る。このとき、Dに付随して代数多様体XD := Proj (

⊕∞
k=0 H

0(X, kD))が定まる。XD は自然に

C2n/Gへの写像を併せ持つことに注意する。

次に、movable coneと呼ばれる Pic(X)Rの部分集合Mov(X)について考える。これは基底点集

合の余次元が２以上であるような因子から成り、原点を頂点とする凸錐を成す。Mov(X)は更に

(ここでは定義を説明しないが)チャンバーと呼ばれる有限個の凸錐に分割される。各チャンバーに

対し、その中から因子Dを取ってくる毎にXD を考えることができる (実はXD はDの取り方に

依存しない)が、シンプレクティック商特異点の一般的な性質として次の事実がある：

事実 上の対応D 7→ XD は次の全単射を与える:

{Mov(X)の中のチャンバー }∼={C2n/Gのクレパント解消 }

ここでX の Cox環を次のように定義する：

Cox(X) :=
⊕

(a1,...,am)∈Zm

H0(X, a1E1 + · · ·+ amEm)ta1
1 · · · tam

m

ただし、t1, . . . , tm は次数を明示するために付けられた不定元である。上記の事実から Cox(X)

を計算できれば C2n/Gの全てのクレパント解消が構成できることになる。ここからは Cox環を線

形表現 Gだけの情報から (初めに固定した X を構成すること無しに)具体的に求める方法を説明

する。

Gの元 gは C2nの固定部分空間 (C2n)g の余次元が２の時シンプレクティックリフレクションと

呼ばれる。πの例外既約因子の集合 {E1, . . . , Em}とシンプレクティックリフレクションの共役類
の集合は自然な１対１対応があることが知られている (McKay対応の一種)。gi ∈ G (i = 1, . . . ,m)

を Eiに対応する共役類の代表元とする。巡回群 ⟨gi⟩ ⊂ Gは自然に双対空間 (C2n)∨に作用し、こ

れは１次元表現に分解される：(C2n)∨ = V1 ⊕ · · · ⊕ V2n.
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gi の位数を ri とし、ζ を 1の原始 ri 乗根とすると、ある整数 0 ≤ a1, . . . , a2n < ri が存在して

gi は各 Vj に ζaj 倍で作用する。この時、有理関数体 C(C2n)上の付値 vi : C(C2n) → Z ∪ {∞}を
vi(xj) = aj (xj ∈ Vj)によって定義する ((C2n)∨上で定義すれば C(C2n)全体に拡張される)。一方

で、vEi をX の関数体 C(X)上の Eiに関する因子的付値とする。X と C2n/Gは開集合上で同型

なので C(X) = C(C2n/G) = C(C2n)G ⊂ C(C2n)となることに注意する。２つの付値 vi と vEi は

次のような関係がある：

命題([K],[IR])

vEi =
1

ri
vi|C(X)

この結果を用いると、不変式環 R := C[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn]
Gの生成系から Cox環の生成系を

与えることができる。Rの生成系 ϕ1, . . . , ϕk で次の条件を満たすものを考える：

「任意の f ∈ Rに対して、ϕ1, . . . , ϕk についての単項式 f1, . . . , flが存在して f = f1 + · · ·+ flか

つ全ての i, j について vi(f) ≤ vi(fj)」.

クレパント解消の Cox環が有限生成であるという一般論によって、このような生成系がいつで

も取れることがわかる。次の結果が成り立つ：

定理 ϕ1, . . . , ϕk を上記の条件を満たす Rの生成系とする。この時、

{ϕjt
− 1

r1
v1(ϕj)

1 · · · t
− 1

rm
vm(ϕj)

m }j=1,...,k ∪ {t1, . . . , tm}

は Cox(X)の生成系となる。

Cox(X)を計算できるとMov(X)のチャンバーの構造も計算することもできる。[DW]ではG =

Q ×Z/2Z D4(第１節のリスト参照)の場合について Cox環からクレパント解消が 81個あることを

示している。

3 クレパント解消を持たない場合

既に述べたように C2n/G はクレパント解消を持つとは限らない。しかし、この場合でも前節

の構成に意味を与えることができる。極小モデル理論の結果から、C2n/Gの (相対)極小モデル

X(→ C2n/G)が常に存在することが知られている。この場合極小モデルとは、クレパント解消の

定義において、非特異性の代わりに Q-分解的端末的特異点という比較的マイルドな特異点も許し

たものを指す。極小モデルに対しても Cox環を同様に定義することができる。一般の C2n/Gに対

して前節の構成を実行すると、極小モデルの Cox環が計算される。つまり、クレパント解消だけ

でなく、より一般に極小モデルを Gから具体的に計算できることになる。
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1 はじめに

楕円型偏微分方程式論の正則性定理の 1つであり,参考文献 [3]の付録にも収録されている「Brezis-

Katoの定理」を扱う. 参考文献 [3]では Dirichlet境界条件での Brezis-Katoの定理が収録されて

いる. つまり, 次の定理が扱われている:

定理 1.1. Ωを RN (N ≥ 3) の滑らかな有界領域とし, a(x) ∈ LN/2(Ω) とする. また u = u(x) ∈
H1

0 (Ω) は以下の方程式の弱解とする:−∆u(x) = a(x)u(x), x ∈ Ω

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω

このとき, q < ∞ となる任意の実数に対して u ∈ Lq(Ω)となる.

本稿では Neumann境界条件での Brezis-Katoの定理も扱う. つまり, 次の定理を考える:

定理 1.2. Ωを RN (N ≥ 3) の滑らかな有界領域とし, a(x) ∈ LN−1(∂Ω) とする. また u = u(x) ∈
H1(Ω) は以下の方程式の弱解とする:−∆u(x) + u(x) = 0, x ∈ Ω

∂u
∂ν (x) = a(x)u(x), x ∈ ∂Ω

ここで, ν は ∂Ω上の外向き単位法線ベクトルを表す. このとき, q < ∞ となる任意の実数に対し

て u ∈ Lq(∂Ω)となる.

2 定理1.1の証明の概略

s ≥ 0, L ≥ 0 を定数とし, φ := umin{|u|2s, L2} ∈ H1
0 (Ω) をテスト関数とする.

これを −∆u = au の両辺に掛けて, 部分積分をすると∫
Ω

∇u · ∇(umin{|u|2s, L2}) dx =

∫
Ω

au2 min{|u|2s, L2} dx
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となる. また

min{|u|2s, L2} =

|u|2s in A := {x ∈ Ω ; L ≥ |u|s}

L2 in {x ∈ Ω ; |u|s ≥ L}

に注意して計算すると以下の不等式を得る:

∫
Ω

|∇u|2 min{|u|2s, L2} dx+
s

2

∫
A

|∇(|u|2)|2|u|2s−2 dx ≤
∫
Ω

|a||u|2 min{|u|2s, L2} dx (1)

ここで, u ∈ L2s+2(Ω) を仮定する. (1)を用いて
∫
Ω

|∇(umin{|u|s, L})|2 dxを上から評価する.

このとき, Hölder不等式などを用いて評価していく. すると, 次を得る:∫
Ω

|∇(umin{|u|s, L})|2 dx ≤ M (ただし,M は Lに依存しない定数) (2)

(2)を用いると ∫
A

|∇(|u|s+1)|2 dx ≤ M (3)

(3)はすべての L ≥ 0 に対して成立するので, L → ∞ とすれば

|u|s+1 ∈ H1
0 (Ω) ↪→ L

2N
N−2 (Ω) (ソボレフの埋め込みによる)

ゆえに, u ∈ L
2N

N−2 (s+1)(Ω)

s0 = 0, 2si+1 + 2 = 2N
N−2 (si + 1)(i ≥ 1) とすれば (「Moser iteration method」)q < ∞ に対し

て u ∈ Lq(Ω) となる.

3 定理1.2の証明の概略

s ≥ 0, L ≥ 0 を定数とし, φ := umin{|u|2s, L2} ∈ H1(Ω) をテスト関数とする.

これを −∆u+ u = 0 の両辺に掛けて, 部分積分をすると

∫
Ω

∇u · ∇(umin{|u|2s, L2}) dx+

∫
Ω

u2 min{|u|2s, L2} dx =

∫
∂Ω

au2 min{|u|2s, L2} dSx

となる. 定理 1.1と同様に計算すると次の不等式を得る:

∫
Ω

|∇u|2 min{|u|2s, L2} dx+
s

2

∫
A

|∇(|u|2)|2|u|2s−2 dx+

∫
Ω

u2 min{|u|2s, L2} dx ≤
∫
∂Ω

|a||u|2 min{|u|2s, L2} dSx

(4)

ここで, u ∈ L2s+2(Ω)を仮定する. このとき
∫
Ω

|∇(umin{|u|s, L})|2 dx+

∫
Ω

|umin{|u|s, L}|2 dx

を評価していくと次の不等式を得る:

∫
Ω

|∇(umin{|u|s, L})|2 dx+

∫
Ω

|umin{|u|s, L}|2 dx ≤ M (ただし,M は Lに依存しない定数)

(5)
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(5)を用いると ∫
A

|∇(|u|s+1)|2 dx+

∫
A

(|u|s+1)2 dx ≤ M (6)

(6)はすべての L ≥ 0 に対して成立するので, L → ∞ とすれば

|u|s+1 ∈ H1(Ω) ↪→ L
2N

N−2 (Ω) (ソボレフの埋め込みによる)

ゆえに, u ∈ L
2N

N−2 (s+1)(Ω)

s0 = 0, 2si+1 + 2 = 2N
N−2 (si + 1)(i ≥ 1) とすれば (「Moser iteration method」) q < ∞ に対し

て u ∈ Lq(Ω) となる. トレースソボレフの埋め込みから u ∈ Lq(∂Ω)(q < ∞)となる.
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1 導入

次のポテンシャル付き非線形 Schrödinger方程式の初期値問題を考える.{
i∂tu = −∆u+ V (x)u+ β(|u|2)u (t, x) ∈ R× Rd,

u(0, x) = u0(x) x ∈ Rd.
(NLS)

ここで∆ = ∂2
x1

+ · · ·+ ∂2
xd
は Laplacian, V : R → Rと β : R → Rは既知関数, u0 : Rd → Cは初

期関数, u : R×Rd → Cは未知関数である. (NLS)は物理学において様々な非線形波動現象を記述

する際に現れる. 典型的な例としては, β(s) = λs (λ ∈ R) のとき, (NLS)は光ファイバー中の光波

の伝播を表す方程式として広く用いられている. また, 量子力学においては Bose-Einstein凝縮し

ている粒子の時間発展を記述する方程式 (Gross-Pitaevskii 方程式) として知られている.

(NLS)を, Sobolev 空間H1(Rd)に値をとる連続関数の空間 C(Rt,H
1(Rd

x))で考える. (NLS)の

非自明な解であって u(t, x) = eiωtϕω(x) (ϕω ∈ H1(Rd)) と書かれるものを定在波解という. ここ

で ω > 0は実数のパラメータである. さらに, 定在波解のうち作用汎関数

Sω(u) =

∫
Rd

(
|∇u(x)|2 + V (x)|u(x)|2 +B(|u(x)|2) + ω|u(x)|2

)
dx

を最小化するものを基底状態という. ただしB(s) =
∫ s

0
β(s′) ds′とおいた. V と βに関する適切な

仮定のもとで, ωについて滑らかな基底状態の族が存在することが知られている [1][6].

基底状態が存在するとき, その基底状態が “安定”かどうかという問題が自然に現れる. 安定な状

態は, 物理的には実際に観測できる状態であると解釈できるので, 安定性の問題は数学的な興味の

みならず物理的・工学的にも重要な意味を持つ. 安定性の概念の一つに軌道安定性と呼ばれるもの

がある. 基底状態 eiωtϕω が軌道安定であるとは, 任意の ε > 0に対し, ある δ > 0が存在して

inf
γ∈S1

∥∥u0 − eiγϕω

∥∥
H1 < δ ⇒ inf

γ∈S1

∥∥u(t)− eiγϕω

∥∥
H1 < ε (t > 0)

となることを言う. ここで, u(t)は初期関数 u0 に対する (NLS)の解である. 基底状態の軌道安定

性については, 1980年代以降, 盛んに研究されており [2][6], 特に d ∥ϕω∥2L2 /dω > 0が軌道安定性

のための良い十分条件として知られている [10].

軌道安定性の研究からしばらくして, 基底状態に近い初期関数に対する (NLS)の解は t → ∞に
おいて基底状態と漸近自由な項との和のようにふるまうことが Soffer-Weinstein[8] により示され

∗yamazoe@amp.i.kyoto-u.ac.jp
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た. この意味での安定性を漸近安定性という. これは, 軌道安定性より精密な結果である. Soffer-

Weinstein の結果では, 基底状態の周りでの線形化作用素の固有値の分布に対して制約があった. 最

近になって, この制約は Cuccagna-Mizumachi[5], Cuccagna[3][4] などにより緩められ, 漸近安定

性の成立のための一般的な条件が知られるようになった. ポスターセッションでは, Cuccagna[3]

による漸近安定性の結果を発表者の研究経過を交えて紹介した.

2 主定理と証明の概略

Cuccagna[3] による漸近安定性の定理を述べ, その証明の概略を記す. 定理の主張を述べるにあ

たり, いくつかの仮定を置く.

(A) V と β に関する仮定

(A-1) β ∈ C∞(R, R), β(0) = 0.

(A-2) ある p ∈ (1, 5)が存在して, すべての k ∈ N ∪ {0}とある Ck > 0に対して∣∣∣∣ dkdsk
β(s2)

∣∣∣∣ ≤ Ck |s|p−k−1
(|s| ≥ 1)

が成り立つ.

(A-3) V ∈ C∞(Rd,R). また,すべての多重指数α ∈ (N∪{0})3に対して,あるCα > 0, aα > 0

が存在して |∂α
xV (x)| ≤ Cαe

−aα|x| が成り立つ.

(B) ある開区間 O(⊂ (0,∞))と基底状態の族 {ϕω}ω∈O ⊂ H1(Rd, R)が存在する. さらに, 写像

O ∋ ω 7→ ϕω ∈ H1 は C1 級であって, すべての ω ∈ Oに対して d ∥ϕω∥2L2 /dω > 0が成り立

つ. (軌道安定性の十分条件)

(C) 線形化作用素のスペクトルに関する仮定

(C-1) Hω を基底状態の周りの線形化作用素とする. 厳密な定義は定理 1の証明の概略を参照.

Hω の持つ対称性から, 0はHω の固有値であって, Hω の固有値は虚軸について対称に

分布することが証明できる. Hω の固有値は有限個であって, すべて実数であると仮定

する. 正の固有値を λ1(ω), . . ., λm(ω) (0 < λ1(ω) ≤ · · · ≤ λm(ω) < ω), m ∈ N ∪ {0}
とおく. O上, 固有値の多重度は一定であると仮定する. さらに, 各 j ∈ {1, 2, . . . , m}
に対して, ωに依らないNj ∈ Nが存在して

Njλj(ω) < ω < (Nj + 1)λj(ω)

がすべての ω ∈ Oに対して成り立つと仮定する. N ··= N1 とおく.

(C-2) 多重指数 µ = (µ1, . . . , µm) ∈ Zm が |µ| ≤ 2N + 3 を満たすならば, µ · λ(ω) ̸= ω.

(C-3) 固有値の相異なる部分列 (λjl(ω))
k
l=1 ⊂ (λj(ω))

m
j=1, λj1(ω) < · · · < λjk(ω) と |µ| ≤

2N + 3を満たす多重指数 µ = (µ1, . . . , µk) ∈ Zk に対して

µ1λj1(ω) + · · ·+ µkλjk(ω) = 0 ⇐⇒ µ = 0

が成り立つ.

(C-4) L+ ··= −∆+V +ω+β(ϕ2
ω)+2β′(ϕ2

ω)ϕ
2
ωはただ 1つの負の固有値を持ち, KerL+ = {0}.
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(C-5) Hω は 0, ±iλj (j = 1, . . ., m)以外に固有値を持たない. また, ±ωはHω のレゾナンス

ではない. ここで, ±ωがHω のレゾナンスであるとは, ある F ∈
∩

S>1/2 L
2,−S \L2が

存在して, 方程式HωF = ±ωF が超関数の意味で満たされることをいう.

(D) Fermiの黄金律 (3)が成立.

定理 1 (Cuccagna[3]). d ≥ 3 とし, (A)-(D) を仮定する. このとき, ある ε0 > 0 が存在して,

ε ··= infγ∈S1 ∥u0 − eiγϕω∥H1 < ε0 なる初期関数 u0 ∈ H1(Rd) に対して, ある ω± = ω + O(ε),

θ(t) ∈ C1(R,R), h± = O(ε) ∈ H1(Rd)が存在して

lim
t→±∞

∥u(t)− eiθ(t)ϕω± − eit∆h±∥H1 = 0

が成り立つ.

注意 2. 上記の仮定についていくつかの補足を述べる.

• (B)の ω 7→ ϕω の滑らかさに関する仮定は, 多くの場合に実際に成り立つことが証明されて

いる [7, Theorem 18].

• (C-2), (C-3)は非共鳴条件と呼ばれ, 定理 1の証明において Birkhoffの定理を適用する際

に本質的に用いられる.

• (C-4)について, L+ が唯一つの負固有値を持つという条件は, 線形安定な束縛状態 (bound

state)が基底状態のみしかないことを意味している. L+が二つ以上の負固有値を持つ場合に

ついては Tsai[9] による結果が知られている.

• (C-4)について, KerL+ = {0}の仮定は (NLS)が並進対称性を持たないことに関係してい

る. V ≡ 0の場合にはこの仮定は満たされず, 移動する基底状態が現れる. この場合にも定理

1に対応する結果が成り立つことが, 最近, Cuccagna[4]によって証明された.

証明の概略. 証明には Hamilton 系の理論が用いられる. 証明は大きく 4 つのパートに分かれる.

証明の第 1 段では, (NLS)の解 uとその複素共役 uをペアにして, (NLS)を次の発展方程式系と見

なす.

i∂tU =

(
1 0

0 −1

)
(−∆U + V (x)U + β(|U |2)U). (NLS-2)

ここで U ··= (u, u)T と置いた. これは

H(u) ··=
∫
R3

(
|∇u(x)|2 + V (x)|u(x)|2 +B(|u|2)

)
dx

を Hamiltonianとする Hamilton系である. 次に, (NLS-2)を基底状態 Φω ··= (ϕω, ϕω)
T の周りで

線形化する. 線形化作用素Hω は

Hω ··= (−∆+ V + ω + β(ϕ2
ω) + β′(ϕ2

ω)ϕ
2
ω)

(
1 0

0 −1

)
+ β′(ϕ2

ω)ϕ
2
ω

(
0 1

−1 0

)

と表される.

第 2 段では, Hω のスペクトル分解を用いて (NLS-2)の解の空間に座標を入れる. まず ω0 > 0

を ∥ϕω0
∥L2 = ∥u0∥L2 となるように取り固定する. 仮定 (B)より, ε0 > 0を十分小さく選ぶと, こ

のような ω0 はただ一つ存在することが分かる. 仮定 (C-1)より, Hω のスペクトルは

σ(Hω) = {0, ±λ1(ω), . . . , ±λm(ω)} ∪ σc(Hω), σc(Hω) = (−∞,−ω] ∪ [ω,∞)
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と表される. また, 仮定 (B)を用いれば, 固有値 0は非単純であって, その Jordan chain の長さは

2 であることが証明できる. 従って, L2(Rd)をHω の連続スペクトル成分へ射影した空間を L2
c(ω)

と書くと,

L2(Rd) = gKer(Hω)⊕

⊕
±

m⊕
j=1

Ker(Hω ∓ λj)

⊕ L2
c(ω)

なる分解を得る. これを用いて, (NLS-2)の解 U(t)を

U(t) = exp

(
iθ(t)

(
1 0

0 −1

))Φω(t) +
m∑
j=1

(
zj(t)ξj + zj(t)

(
0 1

1 0

)
ξj

)
+ Pc(ω(t))f(t)

 (1)

と分解する. ここで, ξj は λj の固有関数,

(
0 1

1 0

)
ξj は−λj の固有関数, f(t) ∈ L2

c(ω0)である. ま

た, ω(t), θ(t)はある実数値関数であって, (1)において gKer(Hω)の項が現れないという条件から

定められる. 基底状態の近傍における ω(t), θ(t)の一意存在は陰関数定理によって保障されている.

さらに, Pc(ω)はL2からL2
c(ω)への射影作用素であって, ωと ω0が十分近いとき, Pc(ω)はL2

c(ω0)

から L2
c(ω)への同型写像となる. (1)により, ω(t), zj(t), f(t) の漸近挙動について次の 3 つの主張

が示されれば, 定理の証明が完了する.

(i) limt→±∞ ω(t) = ω±.

(ii) t → ±∞のとき, f(t)はある自由 Schrödinger方程式の解に漸近する.

(iii) limt→±∞ z(t) = 0.

(i)は (iii)の系として得られるので, (ii)および (iii)の証明が目標である.

第 3 段では, 第 2 段で得られた座標系 (θ, ω, zj , f)に対し座標変換を施し, Hamiltonianを扱い

やすい形に変換する. このステップは 2 つの段階からなる. まず, Darboux の定理を用いて基底状

態のある近傍で正準共役な座標変数を得る. 次に, 得られた正準共役な座標に対して Birkhoff の定

理を適用する. これは, Hamiltonian が次の 3 つの項の和で表されるような正準変換の存在を主張

するものである.

• Birkhoff 標準形と呼ばれる, z1, . . . , zm に関するある多項式

• f について 2 次の項

• z, f について十分次数の高い剰余項

第 4 段で (ii) と (iii) を証明する. (ii) は Strichartz 評価を用いる良く知られた手法で示され

る. (iii) を示すのが問題である. 第 3 段で得られた Hamiltonian の標準形の表示を用いると,

z(t) ··= (z1(t), . . . , zm(t))について閉じた, 次の微分方程式が得られる.

d

dt

m∑
j=1

λj(ω0)|zj(t)|2 = −2
∑
r>ω0

rℑ

⟨
R+

Hω0
(r)G(z),

(
1 0

0 −1

)
G(z)

⟩
L2

+ (higher order terms).

(2)

ここで, R+
Hω0

(r) ··= limε↘0(Hω0 − r)−1 はレゾルベントの境界値, G(z) ··=
∑

λ(ω0)·α=r z
αGα,

λ(ω0) ··= (λ1(ω0), . . . , λm(ω0))であって, Gαは Hamiltonian の Birkhoff 標準形に現れる C2-値の

関数である. また, (2)の rについての和は ω0とN に依存して決まるある有限集合をわたる. ここ

で, (2)の右辺について, ある正の定数 Γが存在して次の不等式が成立することを仮定する.∑
r>ω0

rℑ

⟨
R+

Hω0
(r)G(z),

(
1 0

0 −1

)
G(z)

⟩
L2

≥ Γ
∑

λ(ω0)·α>ω0

|zα|2 . (3)
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この不等式を Fermiの黄金律と呼ぶ. この仮定のもとで, (2)より zj(t)の t → +∞における減衰
が従う. (NLS)の時間反転に関する対称性から t → −∞における減衰も示される. 以上により定

理が示された.

注意 3. Fermi の黄金律 (D) は generic には成立することが知られている [3, Remark 10.6][4,

Remark 13.13]が, 具体的にどのような場合に成立するのかは, 発表者の知る限りまだよく分かっ

ていないようである. Hω の正の固有値がすべて単純なとき, (3)は見かけ上より弱い条件

ℑ

⟨
R+

Hω0
(r)G(z),

(
1 0

0 −1

)
G(z)

⟩
L2

> 0 (z ∈ Cm \ {0})

と同値である. この条件は suppG1 (G = (G1, G2)
T) が ±

√
r − ω0 を含むかどうかに関係してい

ることが最近の計算で分かった.
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本講演では、Noether problem（以下 NP）と呼ばれる問題についての部分的な結果を述べる。

1 NPとは

はじめに、NPとはどのような問題であるかを説明する。K を体、Gを有限群とし、nを Gの

位数とする。K 上 n変数の有理関数体K(xg)を考えると、この体には変数を置換する形で自然に

Gが作用する。ここでK(xg)の G-不変体をとり、これをK(G)で表す。

例 1.1. G = Z/2Z =< σ >であるとき、σ : x1 7→ xσ 7→ x1 であるから K(G)の元は 2変数の入

れ替えで不変な 2変数有理式、すなわち対称式である。したがってK(G) = K(x1 + xσ, x1xσ)と

明示的に表される。(Gal(K(x1, xσ)/K(G)) ∼= Gを確かめることは容易である。)

先の例ではK(G)を具体的に書き下すことができたが、Gが少し大きくなるとK(G)を具体的

に書き下すことは一般には難しい。そこで、K(G)はK上有理的 (純超越的)か?ということを考え

る。これが Permutation Noether Problem(以下 PNP)と呼ばれるものである。

先の例では、具体的に K(G)を K に 2元を添加した形で書けたので、G = Z/2Zに対応する
PNPはK によらず肯定的である、ということになる。

この問いの答えは Gの性質のみならず K の性質にも依存し、一般に K が広い (十分に根を持

つ)ほど、多くの Gに対して肯定的な結果を持つ。また、現時点で「K(G)はK 上有理的である

がK(G)はK 上有理的でない」を満たす Gの例や、「任意のK に対してK(G)がK 上有理的で

ない」を満たす Gの例が見つかっている。ただし、私は Gの性質と結果との対応を見たいため、

以降では K は非常に良いものであるとの仮定をおく。具体的には標数を 2,3でないとし、eを G

の exponentとするとき、1の原始 e乗根はK に含まれているとする (このくらいの仮定を置けば、

今のところ、実質的にK が代数閉体である場合と同様であると考えられる。)。

なお、単にNPといった場合、より一般に、群の作用が単なる変数の置換でない場合も含むこと

があり、群 GがK(xi)(i = 1, 2, · · ·m)に対し

g(xi) =
m∑
j=1

(ρ(g))i,jxj

の形で作用する Linear NP、同様に GがK(xi)(i = 1, 2, · · ·m)に対し

g(xi) = cg,i,j

m∏
j=1

(ρ(g))i,jxj

の形で作用するmonomial NPなどがあり、それらの間には密接な関係があるが、本セッションの

対象としては主に PNPを考え、以降単に NPといった場合は PNPを指すとする。
∗maho-y@math.kyoto-u.ac.jp
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2 準備・主定理

NPを考えるにあたり、重要な定理が以下のものである。

定理 2.1. ρをGの忠実表現とする。ρに対応する Linear NPが肯定的ならば、Gに対するNPも

肯定的である。

一般に忠実表現をうまくとればその次数は nよりもはるかに小さくできるので、この theorem

は非常に有用である。

まず、この theoremを使うことで、Gが Abel群である場合については対応する NPはほぼ自明

に肯定的な結果が得られることが確認される (忠実表現 ρが必ず 1次既約表現の直和と同値である

から。)。この結果を受けて、感覚的に「Gの構造が Abel群に近い、つまり Gの非可換性が弱け

れば、K(G)の有理性を示すのは易しいのではないか。」という予想が立つ。ここで非可換性が弱

いという性質を数学的にどう表すかが問題になるが、先の theoremもあるので今回は「忠実表現

の次数」を非可換性を測る指標として採用する。一つ一つの既約表現因子が小さい群ほど与しやす

いであろう、という考え方である。

この方向からのアプローチに関しての一つの大きな結果が、次に記す Kang氏らの結果である。

定理 2.2. Gが 3次以下の忠実表現 ρを持つならば、対応する NPは肯定的である。

また Kang氏は Gを 2-群に限定した場合の結果として、より強い以下の定理を証明している。

定理 2.3. Gが 2-群であり 5次以下の忠実表現 ρを持つならば、対応する NPは肯定的である。

Theorem??を一般化しようというのが私の試みである。具体的には、Gの忠実表現として 3次

以下の表現の代わりに 3次以下の表現の直和まで認めて同様のことが言えないか、というもので

ある。直和になってもほぼ同じ方針で有理性が証明できるのではないか、という素朴な直感もある

だろうが、実際には表現が直和の形になっているからといってそれぞれの表現に対して不変体を求

めてその結果をうまくくっつければいい、というわけにはいかないため、先の定理の証明をなぞっ

てもうまくいかない。それに関する私の結果の一つが以下のものである。

定理 2.4. Gが 3次以下の表現の直和の形の忠実表現 ρを持ち、Gの位数偶数の元が全て ρで対角

行列に移るならば、対応する NPは肯定的である。

以降ではこの theoremの証明の概略を記す。

3 主定理の証明の概略

主定理を証明するにあたり、まず、「Gが具体的に 1つ与えられ、その有理性を証明せよとなっ

たとき、どう証明するか」という手順を明確にしよう。

その手順は、忠実表現の次数等によらず、およそ以下のようなものである。

1.忠実表現 ρをうまくとる。

2.H ◁ Gをうまくとる。

3.K(yi) = K(xi)
H となるような yi をとる。

4.K(ui) = K(yi)を満たし、G/H の ui への作用が簡単な形で表されるような ui をうまくとる。

5.Gに G/H を、xi に ui を代入する。
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6.問題が十分簡単な場合 (有理性が既に示されている場合)に帰着されていれば証明完了。そうで

なければ 2.に戻る。

手順 2～5を経るたびにGの位数は小さくなっていくから、この手順が止まりさえしなければ有

理性の証明ができることになる。ところが手順 1,2,4の「うまくとる」と書いた部分には障害があ

り、これは好き勝手にとるわけにはいかない。すなわち、手順 2で都合の悪い正規部分群を選んで

しまったために手順 4で uiをうまくとれない、ということが起こりえる。通常Gが与えられてい

るときはその構造を参考にしつつ経験則に基づいてH を選び、試行錯誤的に証明を考えるのであ

るが、この選び方として「証明手順が止まらない一般的な選び方」があるのではないか、という考

え方が、証明の根本である。

まず先の証明手順で述べた 2.～6. の 1 周を「簡約化手順」と呼ぶ。そして、簡約化手順の列

{Ri}ni=1 と群・表現の性質の列 {Pi}mi=1 で以下を満たすものをとる。

(i)証明開始時点で任意の (G, ρ)は P1 を満たす。

(ii)Pi を満たす (G, ρ)に Ri が行える場合、それを行って得られる新しい (G, ρ)も Pi を満たす。

(iii)Pi を満たす (G, ρ)に Ri がそれ以上行えない場合、(G, ρ)は Pi+1 を満たす。(1 ≤ i ≤ m− 1)

(iv)Pmを満たす (G, ρ)で Rmの簡約化手順が行えないものは、定理の仮定の下では自明なものの

みである。

このリストが作られれば (このリストを作るのが証明の山であり、発想自体は別段突飛でないとい

えよう。)、それはすなわち任意の群に対し有理性を示す方法を示したことになる。そしてそれは

実際に可能である (具体的には論文を参照のこと。)。

4 今後の課題

この定理は 3-群に関する主張「Gが 3-群であり、忠実表現として 3次以下 (1次または 3次)の

表現の直和であるようなものがとれるならば対応する NPは肯定的である。」を含んでいる。そし

て証明の流れを見ると、これは p-群に一般化できるだろうという予想、すなわち、p-群に対しその

忠実表現として p次以下 (1次または p次)の表現の直和であるようなものがとれるならば対応す

る NPは肯定的であろうという予想が自然に立つ。

ただし実際に証明を試みると簡約化手順のリストを作るのが p=3のとき以外は難しく、より一

般的な手法の発見が求められるところである。

また、主定理の仮定の後半部分を外せないだろうか?という考えも自然であるが、これについて

もまだ証明できていない。(同様の方法で {Pi}mi=1 の列を改善するだけで証明するのは困難である

ように思われる。)
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