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この講義資料について

これは, 2011年度和歌山大学教育学部で開講される「離散数学」の講義を円滑に進める

ための資料である. 資料といっても, 定義や定理, 計算結果などの羅列や箇条書きではな

く, 教科書の代わりになることを目指して, 必要に応じて証明をつけている. この講義を

履修する場合は, 一つ一つの定理や式変形に対して, ノートで実際に手を動かすことによ

り, 内容の理解を深めてもらいたい.

都合により, この講義資料は講義と同時進行で作成していく予定である. 新たに原稿を

付け加える場合には, 講義時に連絡する予定である. また, 原稿が更新されるごとに目次

も更新されるので, 必要に応じて表紙を差し替えてもらえると幸いである.

これも都合により, 本文中にほとんど図を載せない予定である. また, ページ数の具合

により, 随所に余白を挿入する予定である. 講義時に板書等で与えた図等をその余白に書

き込むのもよいであろう.

なお, この講義資料の最新版を以下のWebページにて公開する予定である.

http://www.math.kyoto-u.ac.jp/̃ kikuchi/parttime/wakayama2011/dis/2011dis.html

最終版は 2012年 1月末か 2月初めに完成する予定である.
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1 導入と予備知識.

群とは, 性質のよい “乗法”をもつ集合のことである. 群は, その元の個数により有限群

と無限群に分けられる. 有限群はしばしば有限個の対象の間の対称性を表すが, その有限

群を敢えて無限群に “写し込む”ことにより, 対象の間の対称性がより鮮明になることが

ある. この “写し込み”のことを群の表現と呼ぶ. ここでは, 群の表現の具体例を挙げた後

に, 群論や線形代数学の必要事項を述べ, さらに行列のなす群の例を与える.

1.1 導入.

自然科学や社会科学において, 非常に多くの対象からなる現象を扱うことがある. その

全体像をつかむために, 現象の特徴を与える幾つかの “量”を求めることがある. その代表

が「平均」(「期待値」とも言う)や, 「分散」(あるいはその平方根である「標準偏差」)

であろう. これらの量を, 対称性という観点から眺めてみる.

nを正整数とし, n個の対象すべてに 1からnまでの異なる番号がついているとする. 対

象を ωj (1 ≤ j ≤ n)と表し, 対象全体の集合を Ω = {ωj ; 1 ≤ j ≤ n}とする. 各対象につ

いて, ある量を測定したとする. このような測定は, Ω上の関数X : Ω −→ Cと定式化さ

れることが多い. しばしば, Ω, Xはそれぞれ標本空間, 確率変数と呼ばれる. 1 ≤ j ≤ nな

る jについて, ωjの測定値を xj = X(ωj)とする. 各対称が互いに “対等”であると考える

とき, 平均E(X), 分散 V (X)は次のように表される.

E(X) =
1

n

n∑
j=1

xj , (1.1)

V (X) =
1

n

n∑
j=1

(xj − E(X))2 =
1

n

n∑
j=1

x2
j − E(X)2. (1.2)

E(X), V (X)は x1, . . . , xnの多項式と考えられる. より詳しく言うと, E(X)は定数項のな

い 1次式, V (X)は 1次の項と定数項のない 2次式である. これらはいずれも斉次多項式と

呼ばれる. さらに重要なのは, E(X), V (X)いずれも対称式, 即ち, 相異なる j, kについて,

xjと xkを取り換えても式として変わらない多項式である.

対称式の中で重要なものとして, 基本対称式と呼ばれるものがある. 1 ≤ k ≤ nなる整

数 kについて, k次基本対称式 skとは, 以下で与えられるものである.

sk =
∑

1≤j1<j2<···<jk≤n

xj1xj2 · · ·xjk
= x1x2 · · ·xk + · · ·+ xn−k+1xn−k+2 · · ·xn.

skは x1, . . . xnの中から相異なる k個の元をとり出すすべての組合せを考え, 各組合せご

とに積をとり, それらをすべてたし合わせたものである. その定義から, skは k次斉次対
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称式であることがわかる. 例えば, s1, s2や snは次のように与えられる.

s1 = x1 + · · · + xn,

s2 =
∑

1≤j1<j2≤n

xj1xj2 = x1x2 + · · · + xn−1xn,

sn = x1 · · ·xn.

基本対称式が対称多項式の中で重要であることは, 次の定理より分かる.

定理 1.1 nを正整数とする. このとき, n変数 x1, . . . , xn の対称多項式は, 基本対称式

s1, . . . , snの多項式として一意的に表される (対称式の基本定理).

例えば E(X) =
1

n
s1 である. また, V (X)の第 2の表示式において

n∑
j=1

x2
j = s2

1 − 2s2

であることを用いると, V (X) =
n − 1

n2
s2
1 −

2

n
s2である. 1 ≤ k ≤ nなる整数について,

sk は x1, . . . , xnの多項式として k次斉次多項式であるから, s1, . . . , snの単項式はすべて

x1, . . . , xnの斉次多項式である. このうち, x1, . . . , xnの 1次斉次多項式となるのは s1のみ

であるから,複素係数1次斉次対称式は s1の定数倍のみである. また, x1, . . . , xnの2次斉次

多項式となるのは s2
1, s2のみである. よって, 複素係数 2次斉次対称式は, s2

1, s2の一次結合

で表される. また, s2
1, s2におけるx2

1の係数を考えることにより, s2
1, s2は一次独立であるこ

とも分かる. 逆に, s1 = nE(X)であり,
2

n
s2 =

n − 1

n2
s2
1 − V (X) = (n − 1)E(V )2 − V (X)

であるから, s2
1および s2はE(X)2と V (X)の一次結合で表される. よって, x1, . . . , xnに

ついての高々2次の対称多項式は, E(X), V (X)の多項式で表される. これは, E(X), V (X)

の重要性の一つの根拠である.

ここまでは, 話が対称多項式に限られていたが, 対称式以外の多項式たちは, 文字の番号

の付け替えをしたとき, どのような振る舞いをするのだろうか.

そこで, 話を整理するために, 幾つか記号を与え, それに関わる概念を思い出してい

く. n個の変数 x1, . . . , xn の複素係数多項式全体のなす複素 vector空間を C[x1, . . . , xn]

と表す. さらに, 非負整数 kについて, 複素係数 k次斉次多項式全体 (0も含む), 即ち,

k次単項式の複素係数一次結合で表される多項式全体のなす C[x1, . . . , xn]の部分 vector

空間を C[x1, . . . , xn]kと表すことにする. 文字の番号の付け替えは, 番号全体のなす集合

{1, 2, . . . , n}上の置換である. 即ち, n次の置換 σにより 1 ≤ j ≤ nなる整数 jについて xj

を xσ(j)に替える操作と考えることができる. そこで, 多項式 f ∈ C[x1, . . . , xn]および n次

の置換 σに対して, 多項式 σf ∈ C[x1, . . . , xn]を次のように定義する.

σf(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)). (1.3)

4



例えば, n = 3, f(x1, x2, x3) = x2
2 + 2x1x3 で, σ =

(
1 2 3

2 3 1

)
のとき, σf(x1, x2, x3) =

x2
σ(2) + xσ(1)xσ(3) = x2

3 + x2x1となる. この定義により, 複素係数 n変数多項式 f, gおよび

複素数 a ∈ Cについて, 次が成り立つことが分かる.

σ(f + g) = σf + σg, (1.4)

σ(af) = aσf. (1.5)

この操作により, C[x1, . . . , xn]上の写像 π(σ)を考えることができる.

π(σ) : C[x1, . . . , xn] −→ C[x1, . . . , xn], f �→ σf. (1.6)

(1.4), (1.5)より, π(σ)はC[x1, . . . , xn]上の線形写像である. また, f ∈ C[x1, . . . , xn]を単項

式とすると, σfも単項式になる. より詳しく言うと, f(x1, . . . , xn) = xa1
1 · · ·xan

n (a1, . . . , an

は非負整数)とするとき, σf = xa1

σ(1) · · ·xan

σ(n)となる. このことと π(σ)の線形性より, kを

非負整数, f ∈ C[x1, . . . , xn]を k次斉次多項式とすると, σf も k次斉次多項式である. こ

れは, π(σ)C[x1, . . . , xn]k ⊂ C[x1, . . . , xn]kとも表される. そこで, π(σ)の定義域および終

域をC[x1, . . . , xn]kに制限したものを π(k)(σ)と表すことにする.

π(k)(σ) : C[x1, . . . , xn]k −→ C[x1, . . . , xn]k, f �→ σf. (1.7)

なお, dim C[x1, . . . , xn]k =

(
n + k − 1

n − 1

)
であり, 特に, C[x1, . . . , xn]kは有限次元である.

置換により多項式が写る様子を考えるとき, 単独の置換を扱うのではなく,置換全体がど

のように多項式を写し変えるかを調べることで, よりたくさんの情報を得ることができる.

その n次の置換全体を n次対称群と呼び, しばしば Sn, あるいはSnなどと表される. Sn

の元は {1, . . . , n}上の写像であるから, 写像の合成を考えることができる. 即ち, σ, τ ∈ Sn

について, στ(j) = σ(τ(j)) (1 ≤ j ≤ n)である. στ を σと τ の合成置換と呼ぶ. この写像

の合成により, Snに乗法を定義することができる. 写像の合成について結合法則が成り立

つから, この乗法についても結合法則が成り立つ. また, n次の恒等置換を ι ∈ Snとする

と任意の σ ∈ Snについて σι = ισ = σが成り立つ. さらに, σ ∈ Snは {1, . . . , n}上の全単
射であるから, 逆写像 σ−1が存在する. σ−1を σの逆置換と呼ぶ. 恒等置換, 逆置換は, 写

像の合成により定義される Snの乗法に関する単位元と逆元である. このように, 結合法則

をみたす乗法をもち, その乗法について単位元が存在し, 任意の元について, その逆元が存

在するとき, その集合を群と呼ぶ. この群の乗法と, C[x1, . . . , xn]上の線形写像 π(σ)を作

る操作との関係を調べる.

補題 1.2 nを正整数, f ∈ C[x1, . . . , xn]を n変数多項式, σ, τ ∈ Snを n次の置換とする.

このとき, (στ)f = σ(τf)が成り立つ.
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証明. g = τf ∈ C[x1, . . . , xn]とする. すると, g(x1, . . . , xn) = f(xτ(1), . . . , xτ(n))であ

る. また,

σ(τf)(x1, . . . , xn) = σg(x1, . . . , xn) = g(xσ(1), . . . , xσ(n)).

ここで, yj = xσ(j) (1 ≤ j ≤ n)とおくと, σg(x1, . . . , xn) = g(y1, . . . , yn)であるから, σgは

g(x1, . . . , xn) = f(xτ(1), . . . , xτ(n))における各xk (1 ≤ k ≤ n)を ykに替えたものである. 特

に, 1 ≤ j ≤ nなる jについて, xτ(j)を yτ(j) = xσ(τ(j)) = x(στ)(j)に替えることになるから,

σ(τf)(x1, . . . , xn) = σg(x1, . . . , xn) = g(y1, . . . , yn)

= f(yτ(1), . . . , yτ(n)) = f(xσ(τ(1)), . . . , xσ(τ(n)))

= f(x(στ)(1), . . . , x(στ)(n)) = (στ)f(x1, . . . , xn).

従って, σ(τf) = (στ)f であることが分かる.

また, 任意の多項式 f ∈ C[x1, . . . , xn]は, 恒等置換 ιにより自分自身 ιf = f に写される.

これらのことは, 次のように表すことができる. σ, τ を n次の置換, ιを n次の恒等置換と

するとき, 次が成り立つ.

π(στ) = π(σ)π(τ), (1.8)

π(ι) = Id�[x1,...,xn]. (1.9)

ここで, Id�[x1,...,xn]はC[x1, . . . , xn]上の恒等写像を表す. これらにより, 任意のn次の置換

σについて, π(σ)π(σ−1) = π(σσ−1) = σ(ι) = Id�[x1,...,xn]および π(σ−1)π(σ) = π(σ−1σ) =

σ(ι) = Id�[x1,...,xn]が成り立つ. ゆえに, π(σ)は π(σ−1)を逆写像としてもち, 全単射である

ことも分かる. さらに, π(σ)の定義域, 終域をC[x1, . . . , xn]kに制限した π(k)(σ)について

も, 全く同様な操作により, π(k)(σ)も π(k)(σ−1)を逆写像としてもち, 全単射である. ゆえ

に, π(k)(σ)はC[x1, . . . , xn]kの基底をとることにより, 正則行列を表現行列としてもつ.

ここで, k = 1の場合を考える. すると, C[x1, . . . , xn] = Cx1 ⊕ · · · ⊕ Cxnであり, 特に,

n次元である. n次の置換 σについて, C[x1, . . . , xn]1の自然な基底 x1, . . . , xnに関する写

像 π(σ)の表現行列をA(σ)とすると, A(σ)は次のように表される.

A(σ) = (aj,k), ただし, aj,k =

{
1, j = σ(k),

0, それ以外.

この行列は置換行列と呼ばれる. この行列自体はきれいな行列であるが, σを Sn全体で動

かしたとき, 表現行列全体はよい性質をもつ行列の集まりであろうか.

簡単な場合として, n = 2の場合を考える. 2次の対称群S2は恒等置換 ιと互換σ1 = (1, 2)

からなる. 線形写像 π(1)(ι), π(1)(σ1)の基底 x1, x2に関する表現行列を考えると, 次のよう
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になる. (
1 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
.

C[x1, x2]1 の別の基底を考えてみる. 例えば, x1 + x2, x1 − x2 も C[x1, x2]1 の基底にな

る. 恒等置換により得られる線形写像は恒等写像である. 互換 σ1 = (1, 2)については,

σ1(x1 +x2) = xσ1(1) +xσ1(2) = x1 +x2, σ1(x1−x2) = xσ1(1)−xσ1(2) = x2−x1 = −(x1 −x2)

となるから, 表現行列は次のようになる.(
1 0

0 1

)
,

(
1 0

0 −1

)
.

これらの行列はいずれも対角行列である. 即ち, ι, σ1で与えられる線形写像は同時に対角

化される. このことは, C[x1, x2]1の基底として, x1, x2よりも, x1 + x2, x1 − x2のほうが,

S2の元から得られる線形写像を表すのに適していることを示している. これは, 次のよう

にも考えられる. W0 = C(x1 + x2), W1 = C(x1 − x2)とすると. C[x1, x2]1 = W0 ⊕ W1

であり, W0, W1はいずれも π(1)(ι), π(1)(σ1)により自分自身に写され, W0上では π(1)(ι),

π(1)(σ1)いずれも恒等写像, W1上では, π(1)(ι)は恒等写像, π(1)(σ)は−1倍写像である.

それでは, n = 3のときはどうだろうか. n = 2のときのW0に当たるものは, W0 =

C(x1 + x2 + x3)である. 実際, f (0) = x1 + x2 + x3とすると, f (0)は 1次基本対称式 s1であ

るから, 任意の 3次の置換 σ ∈ S3について, σf (0) = f (0)である. そして, W1に当たるもの

として, 次のものをとる.

W1 = {f = a1x1 + a2x2 + a3x3 ; a1, a2, a3 ∈ C, a1 + a2 + a3 = 0}. (1.10)

ここで, W1 の元 f = a1x1 + a2x2 + a3x3 ∈ W1 および 3次の置換 σ ∈ S3 について,

σf = b1x1 + b2x2 + b3x3 ∈ C[x1, x2, x3]1とする. このとき, 次のことが成り立つ.

σf(x1, x2, x3) = f(xσ(1), xσ(2), xσ(3)) = a1xσ(1) + a2xσ(2) + a3xσ(3)

= aσ−1(1)x1 + aσ−1(2)x2 + aσ−1(3)x3.

よって, bj = aσ−1(j) ∈ C (j = 1, 2, 3)であり, 次のようになる.

b1 + b2 + b3 = aσ−1(1) + aσ−1(2) + aσ−1(3) = a1 + a2 + a3 = 0.

ゆえに, π(1)(σ)f = σf ∈ W1となり, π(1)(σ)W1 ⊂ W1である. これが任意の σ ∈ S3につい

て成り立つから, σの逆置換 σ−1を考えることにより, W1はπ(1)(σ)によりW1自身に写る.

さらに, f = a1x1 +a2x2 +a3x3 ∈ W0∩W1とすると, f ∈ W0より a1 = a2 = a3 = a ∈ Cで
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あり, 0 = a1 +a2 +a3 = 3aであるからa = 0である. よって, f = 0であり, W0∩W1 = {0}
となる. また, f = a1x1 + a2x2 + a3x3 ∈ C[x1, x2, x3]1について, a =

1

3
(a1 + a2 + a3)とし,

f0 = as1 = a(x1 + x2 + x3) ∈ W0, f1 = f − f0 = b1x1 + b2x2 + b3x3 ∈ C[x1, x2, x3]1とする

と, bj = aj − a (j = 1, 2, 3)であり,

b1 + b2 + b3 = (a1 − a) + (a2 − a) + (a3 − a) = (a1 + a2 + a3) − 3a = 0.

ゆえに, f ∈ W1であり, f = f0 + f1となる. よって, C[x1, x2, x3]1 = W0 ⊕ W1となる.

ここで, W1 の基底 f1, f2 を任意にとり, f0 = f (0) = s1 ∈ W0 とすると, f0, f1, f2 は

C[x1, x2, x3]1の基底になる. そこで, 任意の 3次の置換 σ ∈ S3について基底 f0, f1, f2に

関する π(1)(σ)の表現行列を考える. f1, f2 ∈ W1より, π(1)(σ)f1, π
(1)(σ)f2 ∈ W1である.

f1, f2はW1の基底であるから, π(1)(σ)f1, π(1)(σ)f2は次のように表される.

π(1)(σ)f1 = b1,1f1 + b2,1f2,

π(1)(σ)f2 = b1,2f1 + b2,2f2.

ここで, b1,1, b1,2, b2,1, b2,2 ∈ Cである. よって, π(1)(σ)の基底 f0, f1, f2に関する表現行列

A(σ)は次のような形になる.

A(σ) =

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 b1,1 b1,2

0 b2,1 b2,2

⎞⎟⎠ . (1.11)

ここで重要なのは, 3次正方行列A(σ)が blockに分けられていること, および, 右上と左

下の blockが零行列になっていることである. この右下の 2次正方行列をB(σ)と表し, 零

行列をOで表すとすると, A(σ) =

(
A O

O B(σ)

)
と表される. さらに, σ, τ ∈ S3について,

π(1)(στ) = π(1)(σ)π(1)(τ)であり, π(1)(σ)π(1)(τ)の表現行列は A(σ)A(τ)であるから, 次の

ことが成り立つ.(
1 O

O B(στ)

)
= A(στ) = A(σ)A(τ)

=

(
1 O

O B(σ)

)(
1 O

O B(τ)

)
=

(
1 O

O B(σ)B(τ)

)
.

よって, B(στ) = B(σ)B(τ)である. また, 3次の恒等置換 ι ∈ S3について, π(1)(ι)f1 =

ιf1 = f1, π(1)(ι)f2 = ιf2 = f2であるから, B(ι) = I2 (2次単位行列)である. このような

B(σ) (σ ∈ S3)の性質は, 次のようにしても得られる. π(1)(σ)により, W1はそれ自身に写さ

れる. そこで, π(1)(σ)の定義域, 終域をW1に制限したものを ρ1(σ)とすると, (1.8), (1.9)
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と同様にして, 3次の置換 σ, τ ∈ S3および 3次の恒等置換 ι ∈ S3について次のことが成り

立つ.

ρ1(στ) = ρ1(σ)ρ1(τ), (1.12)

ρ1(ι) = IdW1. (1.13)

このW1上の線形写像 ρ1(σ)の基底 f1, f2に関する表現行列がB(σ)である. よって, B(σ)

の上のような性質が得られる.

それでは, B(σ) (σ ∈ S3)はどのような行列であろうか. まず, S3の元をすべて列挙する.

S3の元は, 恒等置換 σ0 = ι, 3個の互換 σ1 = (1, 2), σ2 = (1, 3), σ3 = (2, 3)および 2個の長

さ 3の巡回置換 σ4 = (1, 2, 3), σ5 = (1, 3, 2)である. ここで, f1 = x1 − x2, f2 = x1 − x3と

すると, f1, f2はW1の基底である. そこで, σj ∈ S3 (0 ≤ j ≤ 5)について, W1の基底 f1, f2

に関する ρ1(σj)の表現行列B(σj)を求めると, 次のようになる.(
1 0

0 1

)
,

(
−1 −1

0 1

)
,

(
1 0

−1 −1

)
,(

0 1

1 0

)
,

(
−1 −1

1 0

)
,

(
0 1

−1 −1

)
.

(1.14)

問 1.3 各自上のことを確かめよ.

それでは, W1の別の基底をとるとき, 表現行列はどのように変わるだろうか. ここで,

天下り的ではあるが, W1の元 g1, g2 ∈ W1として次のものを考える.

g1 =
1√
6
(2x1 − x2 − x3), (1.15)

g2 =
1√
2
(x2 − x3). (1.16)

g1, g2 ∈ W1であること,およびこれがW1の基底であることは容易に分かる. ここに現れる
1√
6
,

1√
2
は, x1, x2, x3の係数の 2乗の和が 1となるように係数を調整するためにかけた因子

である. そこで, ρ1(σj) (0 ≤ j ≤ 5)の基底 g1, g2に関する表現行列をC(σj)として, C(σj)

がどのようになるか考える. まず, ρ1(σ0) = ρ1(ι)は恒等写像であるから, C(σ0) = I2 (2次

単位行列)である. よって, 1 ≤ j ≤ 5とする. この中で最も計算しやすい σ3 = (2, 3) ∈ S3

の場合を考える. すると,

ρ1(σ3)g1 =
1√
6
(2x1 − x3 − x2) = g1,

ρ1(σ3)g2 =
1√
2
(x3 − x2) = −g2.
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よって, C(σ1) =

(
1 0

0 −1

)
である. 次に, σ1 = (1, 2) ∈ S3をとる. すると,

ρ1(σ1)g1 =
1√
6
(2x2 − x1 − x3) = −1

2
· 1√

6
(2x1 − x2 − x3) +

√
3

2
· 1√

2
(x2 − x3),

ρ1(σ1)g2 =
1√
2
(x1 − x3) =

√
3

2
· 1√

6
(2x1 − x2 − x3) +

1

2
· 1√

2
(x2 − x3).

ゆえに, C(σ1) =

(
−1

2

√
3

2√
3

2
1
2

)
である. 同様にして, C(σ2) =

(
−1

2
−

√
3

2

−
√

3
2

1
2

)
となる. 続い

て, σ4 = (1, 2, 3) ∈ S3について考える. すると,

ρ1(σ4)g1 =
1√
6
(2x2 − x3 − x1) = −1

2
· 1√

6
(2x1 − x2 − x3) +

√
3

2
· 1√

2
(x2 − x3),

ρ1(σ4)g2 =
1√
2
(x3 − x1) = −

√
3

2
· 1√

6
(2x1 − x2 − x3) − 1

2
· 1√

2
(x2 − x3).

よって, C(σ4) =

(
−1

2
−

√
3

2√
3

2
−1

2

)
となる. 同様にして, C(σ5) =

(
−1

2

√
3

2

−
√

3
2

−1
2

)
である. まと

めると, C(σj) (0 ≤ j ≤ 5)は次のようになる.(
1 0

0 1

)
,

(
−1

2

√
3

2√
3

2
1
2

)
,

(
−1

2
−

√
3

2

−
√

3
2

1
2

)
,(

1 0

0 −1

)
,

(
−1

2
−

√
3

2√
3

2
−1

2

)
,

(
−1

2

√
3

2

−
√

3
2

−1
2

)
.

(1.17)

問 1.4 (1) C(σ3), C(σ5)が上で与えられた 2次正方行列になることを各自確認せよ.

(2) 0 ≤ j ≤ 5なる整数 jについて, C(σj)で与えられるR2上の線形写像を Fjとする.

Fj : R2 −→ R2,

(
y1

y2

)
�→ C(σj)

(
y1

y2

)
.

R2を座標 y1, y2により y1y2平面と考えたとき, y1y2平面上で F0は恒等変換, F1, F2, F3は

それぞれ直線 y2 =
√

3y1, y2 = −√
3y1, y2 = 0に関する線対称変換, F4, F5はそれぞれ原

点に関する
2π

3
回転,

4π

3
回転変換になることを示せ.

B(σj), C(σj)たちにはどのような関係があるだろうか. 例えば, それぞれの行列の行列

式をとる. すると, 以下のようになる.

det B(σ0)=1, det B(σ1)=det B(σ2)=det B(σ3)=−1, det B(σ4)=det B(σ5)=1, (1.18)

det C(σ0)=1, det C(σ1)=det C(σ2)=det C(σ3)=−1, det C(σ4)=det C(σ5)=1. (1.19)

10



従って, det B(σj) = det C(σj) (0 ≤ j ≤ 5)が成り立つ. また, それぞれの行列の traceを

とる. すると, 次のようになることが分かる.

tr B(σ0) = 2, trB(σ1) = trB(σ2) = tr B(σ3) = 0, trB(σ4) = tr B(σ5) = −1, (1.20)

trC(σ0) = 2, trC(σ1) = tr C(σ2) = trC(σ3) = 0, tr C(σ4) = tr C(σ5) = −1. (1.21)

従って, 次のことが得られる.

tr B(σj) = trC(σj), 0 ≤ j ≤ 5. (1.22)

これは, 行列や traceがW1の基底に依らないことを示している. 実際, g1, g2は f1, f2によ

り次のように表される.

(g1, g2) = (f1, f2)P = (f1, f2)

(
1√
6

− 1√
2

1√
6

1√
2

)
. (1.23)

P は正則行列であり, jに依らず次が成り立つことが分かる.

C(σj) = P−1B(σj)P. (1.24)

一般に,正整数mについて, m次正方行列Aおよびm次正則行列Pについて, det P−1AP =

det P , tr P−1AP = tr Aであるから, 上の性質が得られる. よって, f1, f2や g1, g2に限ら

ず, 行列式や traceはW1の任意の基底に依らず定まる. そこで, det ρ1(σj) = det B(σj)(=

det C(σj)), trρ1(σj) = trB(σj)(= tr C(σj))と表すことにすると, det ρ1(σj), trρ1(σ)はW1

の基底ではなく, W1のみにより定まる値である.

特に, trρ1(σ) (σ ∈ S3)は興味深い性質をもつ. それは, 次のものである. ここで, �S3は

3次対称群 S3の位数 3! = 6を表す.

1

�S3

∑
σ∈S3

|trρ1(σ)|2 =
1

6
(1 · 22 + 3 · 02 + 2 · (−1)2) =

1

6
· 6 = 1. (1.25)

このことが, 3変数の文字の入れ替えについて, W1はこれ以上 “分解されない”ことに関

係することが後ほど分かる. そして, n ≥ 4なる整数 nについても同様なことが成り立つ.

問 1.5 上のW1について, W1 = W ′ ⊕ W ′′, dim W ′ = dimW ′′ = 1かつ ρ1(σ)W ′ = W ′,

ρ1(σ)W ′′ = W ′′ (σ ∈ S3)が成り立つようなW1の部分 vector空間が存在しないことを以

下の手順で示せ (実は, dim W ′ = 1かつ ρ1(σ)W ′ = W ′をみたすW1の部分 vector空間が

存在しないことが分かる).

(1) ρ1(σ4)W̃ = W̃ をみたすW1の部分 vector空間 W̃ は, ω =
−1 +

√
3i

2
(1の原始 3乗根,

i =
√−1は虚数単位)とするとき, W̃1 = C(x1 + ωx2 + ω2x3), W̃2 = C(x1 + ω2x2 + ωx3)

の 2個のみであることを示す.

(2) ρ1(σ1)W̃1 �⊂ W̃1, ρ1(σ1)W̃2 �⊂ W̃2であることを示す.
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次に, k = 2の場合を考える. すると, 正整数 nについてC[x1, . . . , xn]2は x2
1, x

2
2, . . . , x

2
n,

x1x2, . . . , x1xn, x2x3, . . . , xn−1xnを基底としてもつ. そこで, C[x1, . . . , xn]2の部分 vector

空間W (1), W (2) ⊂ C[x1, . . . , xn]2を以下で与える.

W (1) =
n⊕

j=1

Cx2
j , (1.26)

W (2) =
⊕

1≤j<k≤n

Cxjxk, (1.27)

ただし, これらの直和は vector空間としての直和である. すると, C[x1, . . . , xn]2 = W (1) ⊕
W (2)である. さらに, n次の置換σ ∈ Snおよび 1 ≤ j ≤ nなる整数 jについて, π(2)(σ)x2

j =

x2
σ(j) ∈ W (1)であるから, π(2)(σ)W (1) ⊂ W (1)である. また, 1 ≤ j, k ≤ nかつ j �= kなる整

数 j, kについて, σ(j) �= σ(k)であることより π(2)(σ)xjxk = xσ(j)xσ(k) ∈ W (2)となる. よっ

て, π(2)(σ)W (2) ⊂ W (2)である. ここで, σの逆置換 σ−1を考えることにより, π(2)(σ)は

W (1), W (2)をそれぞれそれ自身に写す. そこで, π(2)(σ)の定義域, 終域をW (1)に制限した

ものを π(2,1)(σ), W (2)に制限したものを π(2,2)(σ)と表すことにする.

n = 1のときはW (1) = Cx2
1, W (2) = {0}となり, S1 = {ι}であるから, これ以上新しい

情報はない. よって, n ≥ 2とする. ここで, C[x1, . . . , xn]1からW (1)への次で与えられる

自然な写像 T を考える.

T : C[x1, . . . , xn]1 −→ W (1),

n∑
j=1

ajxj �→
n∑

j=0

ajx
2
j , (1.28)

ただし, aj ∈ C (1 ≤ j ≤ n)である. これは, f ∈ C[x1, . . . , xn]1について, Tf(x1, . . . , xn) =

f(x2
1, . . . , x

2)と定義すると言ってもよい. 明らかに, T は全単射である. さらに, 任意の

f =
n∑

j=1

ajxn ∈ C[x1, . . . , xn]および σ ∈ Snについて, 次のことが成り立つ.

Tπ(1)(σ)f(x1, . . . , xn) = π(1)(σ)f(x2
1, . . . , x

2
n) = f(x2

σ(1), . . . , x
2
σ(n)),

π(2,1)(σ)Tf(x1, . . . , xn) = Tf(xσ(1), . . . , xσ(n)) = f(x2
σ(1), . . . , x

2
σ(n)).

従って, 次が成り立つ.

Tπ(1)(σ) = π(2,1)(σ)T, σ ∈ Sn. (1.29)

T が全単射であることより, 次のことも成り立つ.

π(2,1)(σ) = Tπ(1)(σ)T−1, σ ∈ Sn. (1.30)

特に, (1.30)は n次の置換 σによる変数の入れ替えにより, C[x1, . . . , xn]1とW (1)の (T に

より)対応する元は同じ振る舞いをすることを示している.
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続いて, W (2)の元の振る舞いを考える. n = 2のとき, x1x2 = s2 (2次基本対称式)であ

り, W (2) = Cx1x2 = Cs2であるから, 任意の σ ∈ Snについて π(2,2)(σ)はW (2)上の恒等写

像である. n = 3のときはどうであろうか. ここで, 次で与えられるW (2)の部分空間W
(2)
0 ,

W
(2)
1 を考える.

W
(2)
0 = C(x1x2 + x1x3 + x2x3) = Cs2, (1.31)

W
(2)
1 = {a1x2x3 + a2x1x3 + a3x1x2 ; a1, a2, a3 ∈ C, a1 + a2 + a3 = 0}, (1.32)

ただし, s2は 2次基本対称式を表す. C[x1, x2, x3]1がW0, W1の直和で表されたことと同

様に, W (2) = W
(2)
0 ⊕ W

(2)
1 が成り立つ. さらに, s2は対称式であるから, 任意の σ ∈ S3

について π(2,2)(σ)s2 = s2であることより, π(2,2)(σ)によりW
(2)
0 は自分自身に写る. また,

s3 = x1x2x3を 3次基本対称式とするとき,

a1x2x3 + a2x1x3 + a3x1x2 = a1
s3

x1
+ a2

s3

x2
+ a3

s3

x3
. (1.33)

よって, f = a3x1x2 + a2x1x3 + a1x2x3 ∈ W
(2)
1 および σ ∈ S3 について, π(2,2)(σ)f =

b3x1x2 + b2x1x3 + b1x2x3 ∈ W (2)とすると,

π(2,2)(σ)f = π(2,2)(σ)

(
a1

s3

x1

+ a2
s3

x2

+ a3
s3

x3

)
= a1

s3

xσ(1)

+ a2
s3

xσ(2)

+ a3
s3

xσ(3)

= aσ−1(1)

s3

x1

+ aσ−1(2)

s3

x2

+ aσ−1(3)

s3

x3

= aσ−1(1)x2x3 + aσ−1(2)x1x3 + aσ−1(3)x1x2.

よって, bj = aσ−1(j) (j = 1, 2, 3)が分かる. ゆえに,

b1 + b2 + b3 = aσ−1(1) + aσ−1(2) + aσ−1(3) = a1 + a2 + a3 = 0.

従って, π(2,2)(σ)W
(2)
1 ⊂ W

(2)
1 (σ ∈ S3)であり,逆置換を考えることにより, W

(2)
1 はπ(2,2)(σ)

により自分自身に写る. そこで, π(2,2)(σ)の定義域, 終域をW
(2)
0 に制限したものを ρ

(2)
0 (σ),

W
(2)
1 に制限したものをρ

(2)
1 (σ)と表すことにする. すると,任意のσ ∈ S3についてρ

(2)
0 (σ) =

Id
W

(2)
0
である.

では, ρ
(2)
1 (σ)はどのようなものであろうか. ここで, C[x1, x2, x3]1の部分 vector空間W1

からW
(2)
1 への線形写像 T (2) : W1 −→ W

(2)
1 を次で定義する.

T (2)(a1x1 + a2x2 + a3x3) = −a1x2x3 − a2x1x3 − a3x1x2 = −a1
s3

x1
− a2

s3

x2
− a3

s3

x3
. (1.34)

例えば, f1 = x1 − x2, f2 = x1 − x3 ∈ W1について, T (2)f1 = −x2x3 + x1x3 = x3(x1 − x2),

T (2)f2 = −x2x3 +x1x2 = x2(x1−x3) ∈ W
(2)
1 である. ここで, f = a1x2 +a2x2 +a3x3 ∈ W1,
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σ ∈ S3とし, g = ρ1(σ)f = b1x1 + b2x2 + b3x3 ∈ W1とすると, bj = aσ−1(j) (j = 1, 2, 3)で

あるから,

T (2)ρ1(σ)f = T (2)g = −b1x2x3 − b2x1x3 − b3x1x2

= −aσ−1(1)x2x3 − aσ−1(2)x1x3 − aσ−1(3)x1x2,

ρ
(2)
1 (σ)T (2)f = ρ

(2)
1 (σ)(−a1x2x3 − a2x1x3 − a3x1x2)

= −a1xσ(2)xσ(3) − a2xσ(1)xσ(3) − a3xσ(1)xσ(2)

= −aσ−1(1)x2x3 − aσ−1(2)x1x3 − aσ−1(3)x1x2.

ゆえに, 次が成り立つ.

T (2)ρ1(σ) = ρ
(2)
1 (σ)T (2), σ ∈ S3. (1.35)

また, 定義より T (2)は全単射であり, 次も成り立つことが分かる.

ρ
(2)
1 (σ) = T (2)ρ1(σ)(T (2))−1, σ ∈ S3. (1.36)

この (1.36)より, W1とW
(2)
1 の (T (2)により)対応する元は, σ ∈ S3による変数の入れ替え

により, 同じ振る舞いをする.

問 1.6 S3の元 σj ( 0 ≤ j ≤ 5)について, 基底 g1 = x3(x1 − x2), g2 = x2(x1 − x3)に関す

る表現行列B(2)(σj)を直接計算し, B(σj)と一致することを確認せよ.

W (1)の部分 vector空間として, 次のものを考える.

W
(1)
1 = {a1x

2
1 + a2x

2
2 + a3x

2
3 ; a1, a2, a3 ∈ C, a1 + a2 + a3 = 0}. (1.37)

すると, (1.30)によりW1とW
(1)
1 の T により対応する元は, σ ∈ S3の元による変数の入れ

替えにより, 同じ振る舞いをする. それでは, C[x1, x2, x3]2の中に, 同じ振る舞いをするも

のは他にあるだろうか. 例えば, C[x1, x2, x3]2の次の部分 vector空間 W̃1を考える.

W̃1 = {(a1x1 + a2x2 + a3x3)s1 ; a1, a2, a3 ∈ C, a1 + a2 + a3 = 0}. (1.38)

ここで, s1 = x1 + x2 + x3は 1次基本対称式である. そして, W1から W̃1への線形写像

T̃ : W1 −→ W̃1を以下のものとする.

T̃ f = Tf + T (2)f, f ∈ W1. (1.39)
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任意の f ∈ W1について, T̃ f ∈ W̃1となることを示すために, T̃ の具体的な形を考える.

f = a1x1 + a2x2 + a3x3 ∈ W1とすると, a1 + a2 + a3 = 0であるから,

T (2)f = −a1x2x3 − a2x1x3 − a3x1x2

= (a2 + a3)x2x3 + (a1 + a3)x1x3 + (a1 + a2)x1x2

= a1x1(x2 + x3) + a2x2(x1 + x3) + a3x3(x1 + x2).

このことと, T (a1x1 + a2x2 + a3x3) = a1x
2
1 + a2x

2
2 + a3x

2
3であることを組み合わせると, 以

下が得られる.

T̃ f = Tf + T (2)f

= (a1x
2
1 + a2x

2
2 + a3x

2
3) + (a1x1(x2 + x3) + a2x2(x1 + x3) + a3x3(x1 + x2))

= (a1x1 + a2x2 + a3x3)(x1 + x2 + x3) = fs1.

ゆえに, T̃ f ∈ W̃1となる. σ ∈ S3をとると,

π(2)(σ)(fs1) = σ(fs1) = (σf)(σs1) = (σf)s1 = (π(1)(σ)f)s1.

よって, f と T̃ f = fs1は σ ∈ S3について同じ振る舞いをする. このような同じ振る舞い

をする元がどれくらいあるかということを調べる方法を, 後ほど知ることになる.

ここまでは, n = 3のときの特殊な事情を用いた. では, n = 4ではどうだろうか. ま

ず, n = 3のときと同様に, C[x1, x2, x3, x4]2を次で与えられる 2つの部分 vector空間W (1),

W (2)の直和に分解する.

W (1) =
4⊕

j=1

Cx2
j , (1.40)

W (2) =
⊕

1≤j<k≤4

Cxjxk. (1.41)

n = 3のときと同じく, W (1)の元は文字の入れ替えについて, 対応するC[x1, x2, x3, x4]1の

元と同じ振る舞いをする. ところが, W (2)はより複雑に分解される. 具体的には, 次のよ

うな部分 vector空間W
(2)
0 , W

(2)
1 , W

(2)
2 に分解される.

W
(2)
0 = C(x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4) = Cs2, (1.42)

W
(2)
1 = C(x1 − x2)(x3 + x4) ⊕ C(x1 − x3)(x2 + x4) ⊕ C(x1 − x4)(x2 + x3), (1.43)

W
(2)
2 = C(x1 − x2)(x3 − x4) ⊕ C(x1 − x3)(x2 − x4). (1.44)

ここで, s2は 2次基本対称式である. 任意の 4次の置換 σについて π(2)(σ)W
(2)
0 = W

(2)
0 と

なるのは今までと同様であるが, それ以外については, 必ずしも自明なことではない. W
(2)
1
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の場合は, 今までの方法で調べることができる. しかし, W
(2)
2 はそのようにはいかない. も

ちろん, S4の位数 �S4は 4! = 24であり, dim W
(2)
2 = 2であるから, 時間をかければ手作

業でできない話ではない. それよりも, 次の性質を確認することにより調べる方法が興味

深い.

補題 1.7 (x1 − x2)(x3 − x4) − (x1 − x3)(x2 − x4) + (x1 − x4)(x2 − x3) = 0.

証明. 直接計算すればよい. 実際,

(x1 − x2)(x3 − x4) = x1x3 − x1x4 − x2x3 + x2x4,

−(x1 − x3)(x2 − x4) = −x1x2 + x1x4 + x2x3 − x3x4,

(x1 − x4)(x2 − x3) = x1x2 − x1x3 − x2x4 + x3x4.

よって, これらの両辺をそれぞれたせばよい.

ここで, f1 = (x1 − x2)(x3 − x4), (x1 − x3)(x2 − x4)とおく. そして, σ(1) = (1, 2)(3, 4),

σ(2) = (1, 3)(2, 4), σ(3) = (1, 4)(2, 3) ∈ S4とする. これらはすべて, 互いに素な 2つの互

換の積, 即ち, 共通の文字を動かさない 2つの互換の積である. このとき, 次のことがわ

かる.

π(2)(σ(j))fk = fk, j = 1, 2, 3, k = 1, 2. (1.45)

問 1.8 上のことを証明せよ.

いま, σ = (1, 2, 3, 4)を長さ 4の巡回置換とする. すると,

π(2)(σ)f1 = (x2 − x3)(x4 − x1) = f1 − f2,

π(2)(σ)f2 = (x2 − x4)(x3 − x1) = −f1.

よって, π(2)(σ)の基底 f1, f2に関する表現行列をB(σ)とすると, B(σ) =

(
1 0

−1 −1

)
とな

る. この行列は, (1.14)に現れるB(σ2)と一致する. これは, σ2 = (1, 3)であり, (1, 2, 3, 4) =

(1, 3)(1, 2, )(3, 4)であることと関連する. また, 3次の置換 τ = (1, 2, 3)について,

π(2)(τ)f1 = (x2 − x3)(x1 − x4) = −f1 + f2,

π(2)(τ)f2 = (x2 − x1)(x3 − x4) = −f1.

よって, π(2)(τ)の基底 f1, f2に関する表現行列は

(
−1 −1

1 0

)
である. これは, (1.14)に現

れるB(σ4)と一致する. これらのことは, W
(2)
2 の元の S4の元による文字の入れ替えにお
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ける振る舞いが, n = 3のときのW1の元の振る舞いととても似通っていることを示して

いる. このことは, 次で与えられる S4の部分集合Hを用いて説明されるのである.

H = {ι, σ(1), σ(2), σ(3) ∈ S4}. (1.46)

このHは S4の正規部分群と呼ばれる性質をもち, さらに, S4の元におけるHの元だけの

“ずれ”をひとまとめにしたもの ( 剰余類と呼ばれる)全体が再び群 (剰余群と呼ばれる)を

なし, S3と同じ振る舞いをすることに, 上のことが関連する.

最後に, 交代式と差積について触れておく. nを n ≥ 2なる正整数とする. このとき,

f ∈ C[x1, . . . , xn]が交代式であるとは, 任意の互換 σ = (j, k) ∈ Sn (j �= k)について,

π(σ)f = σf = −f となることである. ところで, 任意の n次の置換 σは互換の積で表され

る. このことと補題 1.2より, 次のことが分かる.

π(σ)f = σf = (sgn σ)f, (1.47)

ただし, sgn σは σの符号である.

最も重要な交代式は差積Δである.

Δ(x1, . . . , xn) =
∏

1≤j<k≤n

(xj − xk). (1.48)

(文献によっては, jと kの大小関係が逆の場合がある. しかし, 積である多項式そのもの

についても符号が異なるだけで, 本質的な違いはない.)

差積は, この講義の後半にて頻繁に現れる. その根拠の一つとして, 次の定理が挙げら

れる.

定理 1.9 nを n ≥ 2なる整数とし, f ∈ C[x1, . . . , xn]を交代式とする. このとき, 対称式

g ∈ C[x1, . . . , xn]が存在して, f = Δgと表される.

Δは
n(n − 1)

2
次式であるから, 上の定理より, それより次数の低い 0でない交代式は存

在しないことが分かる.
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1.2 群論の基礎事項.

ここでは, 群の定義と基本的な性質についてまとめておく.

定義 1.10 Gを集合とする. Gが群であるとは, 乗法 μ : G×G � (x, y) �→ x · y ∈ Gが定

義されて, 次の性質をみたすことをいう.

(i) 任意の x, y, z ∈ Gについて, (x · y) · z = x · (y · z)が成り立つ (結合法則).

(ii) 1G ∈ Gが存在して, x · 1G = 1G · x = xが成り立つ. この 1GをGの単位元と呼ぶ.

(iii) 任意の x ∈ Gに対して, x−1 ∈ Gが存在して, x · x−1 = x−1 · x = 1Gが成り立つ. こ

の x−1を xの逆元と呼ぶ.

さらに, 次の性質をみたすとき, Gが可換群あるいはAbel群であるという.

(iv) 任意の x, y ∈ Gについて x · y = y · x (交換法則).

上の性質 (i), (ii), (iii)は群の公理と呼ばれる.

群Gの元 x, y ∈ Gに対して, μ(x, y) = x · yを xと yの積と呼ぶ. 今後特に他のものと

区別する必要がなければ, 乗法を μを用いて表さず, 単に (x, y) �→ x · yと表すことにする.

また, しばしば積 x · yを xyと略記する. よって, Gの乗法を (x, y) �→ xyと表すことがあ

る. また, 結合法則より, x, y, z ∈ Gに対して, (x · y) · zと x · (y · z)はGの同じ元である.

そこで, 特に積の順序を意識する必要がないときは, この元を括弧を使わずに x · y · z, あ

るいは単に xyzと表すことにする.

集合 Sに対して, その元の個数を �Sで表すことにする. ただし, Sが無限集合のときは

�S = ∞と表すことにする. 特に, 群Gの元の個数 �Gは群Gの位数と呼ばれる. 位数が有

限である群を有限群, 無限である群を無限群と呼ぶ. 群には必ず単位元 1G ∈ Gが存在す

るから, �G = 0ということはありえない.

ここで, 群の例を幾つか挙げる.

例 1.11 もっとも簡単な例は, ただ 1個の元 1Gをもつ集合G = {1G}である. この群Gに

ついて, 積を 1G · 1G = 1Gと定義すると, この積によって定義される乗法は群の公理をす

べてみたしている. よって, G = {1G}は群である. また, この積が交換法則をみたすこと

は定義より明らかである. よって, G = {1G}はAbel群である. この群G = {1G}は, 単独

ではつまらないものであるが, 後に群の表現を扱うときに重要な役割を果たす.

例 1.12 nを正整数とするとき, n次の置換全体のなす集合 Snは群であると既に述べてい

る. Snにおける乗法は, 置換の合成である. 即ち, σ, τ ∈ Snについて, (στ)(j) = σ(τ(j))

(1 ≤ j ≤ n)とすると, 合成置換 στ も n次の置換である. 置換は集合 {1, . . . , n}から自分
自身への写像であるから, 結合法則が成り立つ. n次の恒等置換 ι ∈ Snはこの乗法につい
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ての単位元である. また, 任意の置換は逆変換 σ−1 ∈ Snをもつ. これは, σの写像として

の逆写像であり, σ ∈ Snが {1, . . . , n}上の全単射であることから, その存在が保証され,

逆写像も全単射であるから置換である. この σ−1はその定義により, σの乗法についての

逆元であることがわかる. よって, Snは群である. この Snを n次対称群と呼ぶ. �Sn = n!

である. この群はこの講義の後半の主たる対象である.

例 1.13 nを n ≥ 2なる整数とし, n次の偶置換全体のなす集合をAnとする.

An = {σ ∈ Sn ; sgn σ = 1}. (1.49)

ここで, σ ∈ Snに対して, sgn σはσの符号を表す. Anにおける乗法は, Snにおける乗法と

同じものとする. すると, n次の偶置換σ, τ ∈ Anについて, sgn(στ) = sgn σ sgn τ = 1·1 = 1

であるから, 合成置換στも偶置換である. Anにおける置換の合成はSnにおけるものと同

じであるから, 結合法則が成り立つ. また, n次の恒等置換 ιは偶置換であるから, ι ∈ An.

さらに, 任意の n次の偶置換について, sgn σ−1 = (sgn σ)−1 = sgn σ = 1であるから,

σ ∈ Anの逆置換 σ−1も偶置換であるから, σ−1 ∈ An. よって, Anも群である. Anを n次

交代群と呼ぶ. Anの位数は �An =
n!

2
である.

n次交代群Anは n次対称群の部分集合であるが, σ, τ ∈ Anについて στ, σ−1 ∈ Anであ

る. 一般に, 群Gの部分集合 S ⊂ Gについて, 任意の x, y ∈ Sに対して xy, x−1 ∈ Sが成

り立つとき, Sは乗法および逆元をとる演算に関して閉じているという. よって, n次対称

群 Snの部分集合である n次交代群Anは乗法および逆元をとる演算に関して閉じている.

例 1.14 G = Zを整数全体のなす集合とする. いま, Zを群と考えたい. そのために, や

やこしいのだが, “群としての”乗法 μとして, “通常の”加法 μ(x, y) = x + y (x, y ∈ Z)を

考える. すると, μは結合法則をみたす. 乗法 μの単位元は 0である. また, x ∈ Zの乗法

に関する逆元は−xである. よって, G = Zはこの乗法 μにより群になる. このような, 通

常の意味の加法を群の乗法と考える群は加法群と呼ばれる. 同様にして, 有理数全体のな

す集合Q, 実数全体のなす集合 R, 複素数全体のなす集合 Cも, 通常の意味の加法を群と

しての乗法と考えることにより, 加法群になる. 大抵の場合, 加法群には乗法の交換法則,

即ち, 定義 1.10 (iv)の性質を仮定する.

例 1.15 G = Q× = Q \ {0}とする. すると, 任意の x ∈ Q×について通常の乗法の逆元,

即ち, 逆数 x−1 ∈ Qが存在する. さらに, x, y ∈ Q×について, (xy)−1 = y−1x−1 ∈ Qであ

り, xy �= 0である. よって, Q×は通常の乗法について閉じている. また, 通常の乗法は結

合法則をみたし, その単位元は 1 ∈ Q×である. さらに, x ∈ Q×について, x−1 ∈ Qは x

を通常の意味の乗法の逆元としてもつから x−1 �= 0である. よって, x ∈ Q×はQ×の元
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x−1を通常の意味の乗法についての逆元としてもつ. よって, G = Q×は通常の意味の乗

法を群の乗法とする群である. この群Q×をQの単元群と呼ぶ. 同様にして, Rの単元群

R× = R \ {0}, Cの単元群C× = C \ {0}も通常の意味の乗法を群の乗法とする群である.

なお, Zの単元群 Z×とは, ある整数を通常の意味の乗法についての逆元としてもつ整数

全体のなす集合であり, Z× = {1,−1}である. (−1)−1 = −1であるから, Z×も群である

ことが分かる.

群の性質を知るには, 1つ 1つの群そのものだけを考えるのではなく, 2つの群の間の関

係を調べることも重要である.

定義 1.16 G1, G2を群とする. このとき, 写像 f : G1 −→ G2が (群の)準同型であると

は, 次のことが成り立つことである.

任意のx, y ∈ G1に対して f(xy) = f(x)f(y). (1.50)

命題 1.17 G1, G2を群とし, 1G1 ∈ G1, 1G2 ∈ G2をそれぞれ単位元, f : G1 −→ G2を準

同型写像とする. このとき, 以下のことが成り立つ.

(1) f(1G1) = 1G2.

(2) 任意の x ∈ G1について, f(x−1) = f(x)−1.

証明. (1) 1G1 = 1G1 · 1G1であるから, f(1G1) = f(1G1 · 1G1) = f(1G1)f(1G1). この両辺

に f(1G1) ∈ G2の逆元 f(1G1)
−1を右からかけると,

1G2 = f(1G1)f(1G1)
−1 = (f(1G1)f(1G1))f(1G1)

−1 = f(1G1)(f(1G1)f(1G1)
−1)

= f(1G1) · 1G2 = f(1G1).

(2) xx−1 = x−1x = 1G1および (1)より

1G2 = f(1G1) = f(xx−1) = f(x)f(x−1),

1G2 = f(1G1) = f(x−1x) = f(x−1)f(x).

よって, f(x−1) = f(x)−1となる.

定義 1.18 G1, G2を群とし, f : G1 −→ G2を準同型写像とする. f が全単射であるとき

f を (群の)同型写像と呼ぶ. また, このような同型写像 f : G1 −→ G2が存在するとき,

G1とG2は同型であるといい, G1 � G2で表すことにする.

問 1.19 G1, G2を群とし, f : G1 −→ G2を同型写像とする. このとき, f の逆写像 f−1も

準同型写像であることを示せ.
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群G1, G2が同型であるとは, 同型写像 f : G1 −→ G2により, G1とG2の構造が一致す

るということである. よって, f によりG1とG2が同一なものと見做すことができる.

次に, 群に含まれる新たな群である部分群を定義する.

定義 1.20 Gを群とし, H ⊂ Gを空でない部分集合とする. このとき, HがGの部分群で

あるとは, 次の性質をみたすことである.

(i) 任意の x, y ∈ Hについて xy ∈ H.

(ii) 任意の x ∈ Hについて x−1 ∈ H.

Gの部分集合H ⊂ Gが部分群であるとは, HがGの乗法および逆元をとる演算に関して

閉じているということである.

群Gの部分群Hは, Gの乗法をHに制限したものを乗法と考えることにより群になる.

実際, HはGの乗法に関して閉じているから, Gの乗法のHへの制限はH上の演算と考

えられる. このH の乗法はもともとGにおいて結合法則をみたすから, H においても結

合法則をみたす. x ∈ H を任意のとると, x−1 ∈ H であるから, 1G = xx−1 ∈ H である.

1Gは明らかにH のこの乗法の単位元となる. さらに, x ∈ H について, x−1 ∈ H であり,

1G = xx−1 = x−1xであるから, x−1 ∈ HはHの乗法に関する逆元である. 従って, Hはこ

の乗法により群となる.

任意の群Gについて, G自身は部分群である. また, {1G} ⊂ GもGの部分群である. こ

の 2つをGの自明な部分群という.

例 1.21 nを n ≥ 2なる整数とする. このとき, 例 1.13で見たように, n次交代群Anは n

次対称群 Snの部分群である.

例 1.22 加法群Zは加法群Qの部分群である. また, Zは加法群R, Cの部分群でもある.

さらに, 加法群QはR, Cの部分群であり, RはCの部分群である. また, Qの乗法群Q×

はRの乗法群R×, Cの乗法群C×の部分群であり, R×はC×の部分群である. さらに, Z

の乗法群Z× = {1,−1}はQ×, R×, C×の部分群である.

部分群には, 次で与えられる特別なものがある.

定義 1.23 Gを群とし, H ⊂ GをGの部分群とする. このとき, H がGの正規部分群で

あるとは, 次の性質をみたすことである.

任意の g ∈ G, x ∈ Hについて gxg−1 ∈ H. (1.51)

このとき, H 	 Gと表す.
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群Gにおいて, G自身をGの部分群と考えると, 明らかにGの正規部分群である. また,

部分群 {1G} ⊂ Gについて, g ∈ Gを任意にとると, g1Gg−1 = gg−1 = 1G ∈ {1G}であるか
ら, {1G} ⊂ GもGの正規部分群である. また, GがAbel群であるときは, Gの任意の部

分群H ⊂ Gについて, 任意の g ∈ G, x ∈ Hに対して, gxg−1 = xgg−1 = x1G = x ∈ Hで

あるから, Hは正規部分群になる.

ここで, 記号を用意する. Gを群, S ⊂ Gを部分集合, x, y ∈ Gとする. このとき, 以下

で与えられる集合を考える.

xS = {xz ∈ G ; z ∈ S}, (1.52)

Sy = {zy ∈ G ; z ∈ S}, (1.53)

xSy = {xzy ∈ G ; z ∈ S}. (1.54)

また, 次のようなGの部分集合も考える.

S−1 = {z−1 ∈ G ; z ∈ S}. (1.55)

さらに, Gの部分集合 S1, S2 ⊂ Gについて次の部分集合を考える.

S1S2 = {zw ∈ G ; z ∈ S1, w ∈ S2}. (1.56)

すると, Gの部分集合H ⊂ Gが部分群であるとは, HH ⊂ H , H−1 ⊂ H であることと同

値である. なお, H−1 ⊂ H よりH−1 = Hが得られる. 実際, x ∈ Hについて, x−1 ∈ H−1

であるから, x = (x−1)−1 ∈ (H−1)−1である. よって, H ⊂ (H−1)−1である. また, Gの

部分集合 S1, S2 ⊂ Gについて, S1 ⊂ S2ならば S−1
1 ⊂ S−1

2 となるから, H−1 ⊂ H より

(H−1)−1 ⊂ H−1 ⊂ H である. よって, H = (H−1)−1 ⊂ H−1 ⊂ H となり, H−1 = H であ

ることが分かる.

上の記号を用いると, Gの部分群H ⊂ Gが正規部分群であることは, 任意の g ∈ Gにつ

いて, gHg−1 ⊂ Hであることと表すことができる. この場合も, g−1 ∈ Gを考えることに

より, g−1Hg ⊂ Hであることが分かる. また,

g(g−1Hg)g−1 = {gxg−1 ∈ G ; x ∈ g−1Hg}
= {y = g(g−1yg)g−1 ∈ G ; y ∈ H} = H.

よって, H = g(g−1Hg)g−1 ⊂ gHg−1 ⊂ H が成り立つ. 従って, 任意の g ∈ Gについて

gHg−1 = Hとなることが分かる.

ここで, 集合論の記号を復習する.
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定義 1.24 A, Bを集合, f : A −→ Bを写像とし, A1 ⊂ A, B1 ⊂ Bをそれぞれ部分集合

とする.

(1) f(A1) = {f(x) ∈ B ; x ∈ A1} ⊂ BをA1の f による像と呼ぶ.

(2) f−1(B1) = {x ∈ A ; f(x) ∈ B1} ⊂ AをB1の f による逆像と呼ぶ.

f−1(B1) ⊂ Aは, f の逆写像 f−1 : B −→ Aが存在しなくても定義することができる. も

し, f の逆写像 f−1が存在すれば, f−1(B1) ⊂ AはB1の f−1による像と一致する.

補題 1.25 G1, G2を群とし, f : G1 −→ G2を準同型写像とする.

(1) H1 ⊂ G1が部分群ならば, f(H1) ⊂ G2も部分群である. 特に, f(G1) ⊂ G2は部分群

である.

(2) H2 ⊂ G2が部分群ならば, f−1(H2) ⊂ G1も部分群である.

(3) さらに, H2 	 G2ならば, f−1(H2) 	 G1である. 特に, f−1({1G2}) 	 G1である.

証明. (1) x, y ∈ H1とする. xy ∈ H1であるから, f(x)f(y) = f(xy) ∈ f(H1)である.

また, x−1 ∈ Hであるから, f(x)−1 = f(x−1) ∈ f(H1)である. 従って, f(H1) ⊂ G2は部分

群である.

(2) x, y ∈ f−1(H2)とする. すると, f(x), f(y) ∈ H2である. H2 ⊂ G2は部分群であるか

ら, f(xy) = f(x)f(y) ∈ H2となり, xy ∈ f−1(H2)である. また, f(x−1) = f(x)−1 ∈ H2と

なることより x−1 ∈ f−1(H2)が成り立つ. 従って, f−1(H2) ⊂ G1は部分群である.

(3) x ∈ f−1(H2), g ∈ G1とする. このとき, f(x) ∈ H2, f(g) ∈ G2, かつH2 	 G2であるこ

とより, 次が成り立つ.

f(gxg−1) = f(g)f(x)f(g−1) = f(g)f(x)f(g)−1 ∈ H2.

よって, gxg−1 ∈ f−1(H2)となり, f−1(H2) 	 G1が得られる.

ここで, 群の準同型写像から得られる部分群を与える.

定義 1.26 G1, G2を群, f : G1 −→ G2を準同型写像とする.

(1) f(G1) ⊂ G2を f の像と呼び, Im f と表す.

(2) f−1({1G2}) ⊂ G1を f の核と呼び, Ker f と表す.

Im f ⊂ G2は部分群であり, Ker f ⊂ G1は正規部分群である. 一般に, Im f はG2の正規

部分群とは限らない.

ここからは, 群の性質を調べるときに重要な, 剰余類や剰余空間について述べる. それ

を正確に記述するには, 同値関係という概念が必要になる. そこで, その同値関係も含め

た関係という概念を導入する. これは, 写像の一般化でもある.
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定義 1.27 Sを集合とする. S上の関係Rとは, Sの元 x, y ∈ Sからなる (順序づけられた

)対 (x, y)について, (x, y)が関係Rをみたすか, みたさないかが決まる xと yたちの対応

のことである. (x, y)が関係Rをみたすとき, x ∼
R
y, xRy, R(x, y)などど表される. (x, y)

が関係Rをみたさないとき, x �∼
R
yなどど表される. 混乱の恐れがないときは, 関係Rを

∼と略記し, (x, y)が関係Rをみたすこと, およびみたさないことを, それぞれ単に x ∼ y,

x �∼ yと表す.

集合 S上の関係Rには, 次のような S × Sの部分集合 ΓRが対応する.

ΓR = {(x, y) ∈ S × S ; x ∼
R
y} ⊂ S × S.

逆に, S × Sの部分集合 Γ ⊂ S × Sが与えられたとき, S上の関係RΓ を次のように与え

ることができる.

x, y ∈ Sについて, (x, y)が関係RΓ をみたす ⇐⇒ (x, y) ∈ Γ.

これらを用いると, RΓR
= R, ΓRΓ

= Γ が成り立つことは容易に分かる. よって, S上の関

係と S × Sの部分集合は自然に対応する.

例 1.28 Sを集合とし, f : S −→ Sを写像とする. このとき, f から得られる関係Rf を

x, y ∈ Sについて, y = f(x)であるとき (x, y)が関係Rf をみたすと定義する. すると, Rf

は S上の関係であり, 対応する S × Sの部分集合 Γf は次のものである.

Γf = {(x, y) ∈ S × S ; y = f(x)}.

これは, 写像 f の graphに他ならない.

写像の graph Γ = Γf ⊂ S × Sには, 次の特徴がある.

任意の x ∈ Sについて, �{y ∈ S ; (x, y) ∈ Γ} = 1.

逆に, S × Sの部分集合 Γ ⊂ S × Sが上の性質をみたすとき, S上の写像 f : S −→ Sを

以下のように定義することができる.

x, y ∈ Sについて, y = f(x) ⇐⇒ (x, y) ∈ Γ.

すると, Γ から得られる関係RΓ と f から得られる関係Rf は一致する. このように, 集合

Sから S自身への写像は, S上の関係の特別なものと考えられる.

写像以外にも, 重要な関係はいろいろあるが, ここでは, そのうち同値関係を取り上げる.
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定義 1.29 Sを集合とし, ∼を S上の関係とする. 関係∼が同値関係であるとは, 次の性

質をみたすことである.

(i) 任意の x ∈ Sについて, x ∼ xが成り立つ (反射律).

(ii) x, y ∈ Sについて, x ∼ y ⇐⇒ y ∼ x (対称律).

(iii) x, y, z ∈ Sについて, x ∼ y かつ y ∼ z =⇒ x ∼ z (推移律).

この同値関係∼について, x ∼ yなるとき, xと yは同値であるという.

例 1.30 S = Zとし, Z上の関係∼を x, y ∈ Zについて, x − y ∈ 2Z, 即ち, x − yが偶数

であるとき x ∼ yが成り立つとする. この関係∼は同値関係である. 実際, 任意の x ∈ Z

について, x − x = 0は偶数であるから, x ∼ xが成り立つ. また, x, y ∈ Zについて,

y − x = −(x − y)であるから, x − yが偶数であることと, y − xが偶数であることは同値

である. ゆえに, x ∼ yであることと, y ∼ xであることは同値である. さらに, x, y, z ∈ Z

について, x ∼ yかつ y ∼ zとすると, 整数 k, l ∈ Zが存在して, x − y = 2k, y − z = 2lと

表される. よって, x − z = (x − y) + (y − z) = 2k + 2l = 2(k + l)となり, k + l ∈ Zであ

るから, x ∼ zが成り立つ. 従って, この関係∼は S = Z上の同値関係である.

例 1.31 S = Z上で, 上の例とは別の関係を考える. x, y ∈ Zについて, x ≤ yのとき xRy,

即ち, (x, y)が関係Rをみたすとする. この関係は同値関係ではない. なぜ, この関係Rが

同値関係でないか調べる. まず, 任意の x ∈ Zについて, x = xであるから, 当然 xRxであ

る. よって, この関係Rは反射律をみたす. また, x, y, z ∈ Zについて, xRy, yRzとすると,

x ≤ yかつx ≤ zであるから, y−x ≥ 0かつ z−y ≥ 0. よって, z−x = (z−y)+(y−x) ≥ 0

となり, xRzが成り立つことが分かる. ゆえに, この関係Rは推移律をみたす. ところが,

Rは対称律をみたさない. 例えば, 0 < 1であるから 0 ≤ 1となる. よって, 0R1が成り立

つが, 1 > 0であるから 1 �≤ 0となり, 1R0が成り立たない. よって, 関係Rは対称律をみ

たさない. ちなみに, この関係Rは, 次の性質をみたす.

(iv) x, y ∈ Sについて, xRy かつ yRx =⇒ x = y (反対称律).

実際 x, y ∈ Zについて, xRyかつ yRxとすると, x ≤ yかつ y ≤ xであるから, x = yが成

り立つ. このように, 定義 1.29の (i), (iii)およびこの (iv)がみたされる関係を順序関係と

呼ぶ.

集合 S上に同値関係∼が与えられたとする. すると, 任意の x ∈ Sに対して, xと同値

な Sの元全体のなす Sの部分集合を xの同値関係∼に関する同値類あるいは単に xの同

値類と呼び, C(x) ⊂ Sと表すことにする.

C(x) = {y ∈ S ; x ∼ y}. (1.57)

同値類たちには, 次のような著しい性質がある.
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命題 1.32 Sを集合とし, ∼を S上の同値関係とする.

(1) 任意の x, y ∈ Sについて, C(x) = C(y)またはC(x)∩C(y) = ∅のいずれかが成り立つ.

(2) Sの部分集合からなる集合族 Fを以下のものとする.

F = {C ⊂ S ; ∃x ∈ S, C = C(x)}. (1.58)

このとき, S =
⋃
�∈�

Cが成り立つ.

証明. (1) C(x) ∩ C(y) �= ∅であるとき, C(x) = C(y)であることを示せばよい. z ∈
C(x) ∩ C(y)であるとする. すると, x ∼ zかつ y ∼ zが成り立つ. よって, z ∼ yが成り

立つから, x ∼ yが得られ, y ∈ C(x)であることが分かる. このとき, w ∈ C(y)について,

y ∼ wであり, y ∈ C(x)より x ∼ yであるから, x ∼ wとなる. ゆえに, C(y) ⊂ C(x)が成

り立つ. ここで, xと yの立場を取り換えることにより, C(x) ⊂ C(y)も得られる. 従って,

C(x) = C(y)が成り立つ.

(2) 任意の x ∈ Sについて, x ∼ xであるから x ∈ C(x)である. 明らかに C(x) ∈ Fである

から, x ∈ C(x) ⊂
⋃
�∈�

Cとなる.

一般に, 集合 Sと, Sの部分集合からなる集合族 Fについて, 次の性質をみたすとき, S

は Fの元たちの直和であるという.

(i) T, T ′ ∈ Fについて, T �= T ′ならば T ∩ T ′ = ∅.
(ii) S =

⋃
T∈�

T .

SがFの元たちの直和であるとき, S =
⊔
T∈�

T と表す. 特に, Fの元たちが,ある集合Λの元

λ ∈ Λで F = {Tλ ; λ ∈ Λ}と添え字づけられているとき, S =
⊔
λ∈Λ

Tλと表される. さらに,

Fが有限集合であり, F = {T1, . . . , Tn} (n = �F)と表されているとき, S =

n⊔
j=1

Tj あるい

は S = T1 � · · · � Tnなどど表される. この記号を用いると, 命題 1.32の主張は, S =
⊔
�∈�

C

と表される. これを, Sの同値関係∼に関する同値類別と呼ぶ.

Sを集合, ∼を S上の同値関係とし, Fを, (1.58)で与えられる∼に関する同値類全体か
らなる Sの部分集合族とする. 任意の同値類 C ∈ Fについて, x ∈ Sが存在して C = C(x)

となるから, x ∈ Cであり, 特に C �= ∅である. そこで, 任意の同値類 C ∈ Fから Cに

属する元 x ∈ Cを 1つずつとる. それらを集めた S の部分集合 Λ ⊂ S を同値関係 ∼に
関する完全代表系と呼び x ∈ Cを同値類 Cの代表元と呼ぶ. 特に, ある集合M により,

F = {Cμ ; μ ∈ M}と表されているとし, 各 μ ∈ M について xμ ∈ Cμなる代表元 xμをとっ

たとき, この完全代表系はΛ = {xμ ; μ ∈ M}と表される. さらに, F = {C1, . . . , Cn}が有
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限集合で, 1 ≤ j ≤ nなる整数 jについて xj ∈ Cjなる代表元 xjをとったとき, この完全代

表系は Λ = {xj ; 1 ≤ j ≤ n} = {x1, . . . , xn}などど表される. よって, S上の同値関係∼
について, それに関する完全代表系Λ ⊂ Sが得られたとき, S =

⊔
x∈Λ

C(x)と表される.

定義 1.33 Sを集合, ∼をS上の同値関係とし, (1.58)で与えられる同値関係∼に関する同
値類全体のなす Sの部分集合族Fを Sの同値関係∼に関する剰余空間と呼び, F = S/ ∼
と表す.

ここからは, 群GとGの部分群H ⊂ Gについて, Hから得られるG上の同値関係を考

える.

命題 1.34 Gを群, H ⊂ GをGの部分群とする.

(1) Gにおける関係∼を次で与える.

x, y ∈ Gについて, x ∼ y ⇐⇒ x−1y ∈ H. (1.59)

この関係∼は同値関係である.

(2) Gにおける関係∼を次で与える.

x, y ∈ Gについて, x ∼ y ⇐⇒ yx−1 ∈ H. (1.60)

この関係∼も同値関係である.

証明. (1)を示す. 任意の x ∈ Gについて, 1G ∈ H であるから, x−1x = 1G ∈ H であ

る. よって, x ∼ xとなる. また, x, y ∈ Gが x ∼ yなる元とする. すると, x−1y ∈ H

である. よって, y−1x = (x−1y)−1 ∈ H となる. ゆえに, y ∼ xが成り立つ. さらに,

x, y, z ∈ Gが x ∼ y, y ∼ zなる元であるとすると, x−1y ∈ Hかつ y−1z ∈ Hである. よっ

て, x−1z = (x−1y)(y−1z) ∈ Hであるから, x ∼ zとなる. 従って, この関係∼は同値関係
である. (2)も全く同様である.

定義 1.35 Gを群, H ⊂ GをGの部分群とする.

(1) (1.59)で与えられる同値関係に関する同値類 CをGのHに関する右剰余類と呼ぶ. そ

して, 右同値類全体からなる剰余空間G/ ∼を右剰余空間と呼び, G/Hと表す.

(2) (1.60)で与えられる同値関係に関する同値類 CをGのHに関する左剰余類と呼ぶ. そ

して, 左同値類全体からなる剰余空間G/ ∼を左剰余空間と呼び, H\Gと表す.

注意 1.36 文献によっては, 右剰余類と左剰余類を定義 1.35とは逆に用いるものがある.

それに伴い, 右剰余空間と左剰余空間が逆の意味で用いられる場合がある. 学習の際には

様々な文献を読むことがあるが, その文献がどちらの意味で用語を用いているか確かめて

から読み進めることが必要である.
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群Gとその部分群H ⊂ Gについて, GのHに関する右剰余類, 左剰余類はどのような

形をしているだろうか.

補題 1.37 Gを群, H ⊂ GをGの部分群とする.

(1) GのHに関する任意の右剰余類 Cに対して, x ∈ Gが存在して, C = xHと表される.

逆に, 任意の x ∈ Gについて, xHはGのHに関する右剰余類である.

(2) GのHに関する任意の左剰余類 Cに対して, x ∈ Gが存在して, C = Hxと表される.

逆に, 任意の x ∈ Gについて, HxはGのHに関する左剰余類である.

証明. (1)を示す. Cを群Gの部分群Hに関する右同値類とする. いま, Cの元 x ∈ Cを

1つとると, 任意の y ∈ Cについて, x−1y ∈ H であるから, x−1y = hなるH の元 h ∈ H

が存在する. よって, y = xh ∈ xH である. ゆえに, C ⊂ xH が成り立つ. 逆に, xH の元

は, H の元 h ∈ H を用いて xhと表されるが, x−1(xh) = h ∈ H であるから x ∼ xhであ

る. よって, xh ∈ Cとなり, xH ⊂ Cが得られる. 従って, 群Gの部分群H に関する任意

の右同値類はGの元 x ∈ Gを用いて xHの形で表される. (2)についても同様である.

ここで, Gの同値関係 (1.59)に関する完全代表系をΛ ⊂ Gとする. すると, 右剰余空間

G/HはG/H = {xH ; x ∈ Λ}と表される. 同値関係 (1.60)についても同様である.

なお, x ∈ Hのとき, 右剰余類 xH ⊂ GはHに含まれる. さらに, x−1 ∈ Hであるから,

x−1H ⊂ Hであり, H = x(x−1H) ⊂ xH となるから, xH = H である. このことは, 左剰

余類についても同様である. 以下では, Hと一致する右剰余類や左剰余類は, 単にHと表

すことにする.

いま, x ∈ Gとし, 右剰余類 xH ∈ G/H を考える. xH = {xh ∈ G ; h ∈ H}である
が, h, h′ ∈ H について, xh = xh′ ならば, h = x−1(xh) = x−1(xh′) = h′ であるから,

�(xH) = �Hである. 左剰余類Hx ∈ H\Gについても, �(Hx) = �Hが成り立つ.

次の定理は, 単純だが重要なものである.

定理 1.38 Gを有限群, H ⊂ GをGの部分群とする. このとき, Hの位数 �HはGの位数

�Gの約数である.

証明. HはGの部分群だから,明らかに有限な部分群である. そこで, GをHに関する右

剰余類たちに分解する. その完全代表系をΛ = {x1, . . . , xm}とすると, G = x1H�· · ·�xmH

と分解される. このとき, 1 ≤ j ≤ mなる任意の整数 jについて �(xjH) = �Hであるから,

�G =

m∑
j=1

�(xjH) = m�Hとなる. よって, �Hは �Gの約数である.

この証明により, 右剰余空間G/Hの元の個数 �(G/H)もGの位数 �Gの約数であること

がわかる. また, この証明は左剰余類を用いても全く同様にすることができる. よって, 左

剰余空間H\Gの元の個数 �(H\G)も �Gの約数であり, �(G/H)と一致する.

29



定義 1.39 Gを (有限群とは限らない)群とし, H ⊂ GをGの部分群とする. このとき, 右

剰余空間G/Hの元の個数 �(G/H)をHのGにおける指数と呼び, しばしば [G : H ]と表

す. [G : H ]が有限であるとき, HをGの指数有限な部分群と呼ぶ.

問 1.40 Gを (有限群とは限らない)群とし, H ⊂ GをGの部分群とする.

(1) Gの部分集合 S ⊂ Gについて, SがH に関する右剰余類であることと, S−1 ⊂ Gが

Hに関する左剰余類であることが同値であることを示せ.

(2) H ⊂ GがGの指数有限な部分群であるとする. このとき, HのGにおける指数 [G : H ]

は, GのHに関する左剰余空間H\Gの元の個数 �(H\G)とも一致することを示せ.

右剰余空間および左剰余空間は, Gの部分群H ⊂ Gが正規部分群であるとき, よりよい

性質をもつ.

補題 1.41 Gを群とし, H 	 GをGの正規部分群とする. このとき, 任意の x ∈ Gについ

て xH = Hxが成り立つ.

証明. h ∈ Hについて, xh = (xhx−1)xであるが, H 	 Gであるから, xhx−1 ∈ H . よっ

て, xh = (xhx−1)x ∈ Hxとなる. これが, 任意の h ∈ Hについて成り立つから, xH ⊂ Hx

となる. 同様にして, Hx ⊂ xHも得られる. 従って, xH = Hxが成り立つ.

この補題により,群Gの正規部分群H 	Gについて,右剰余空間G/Hと左剰余空間H\G
は集合として一致する. そこで, x ∈ Gに対して, xH = Hxを単に剰余類, G/Hを単に剰

余空間と呼ぶことにする.

問 1.42 Gを群とし, H ⊂ Gを指数 2の部分群とする. このとき, HはGの正規部分群で

あることを示せ.

問 1.43 G = S3を 3次対称群とする.

(1) G = S3のすべての部分群を求めよ.

(2) (1)で求めた部分群について, それがG = S3の正規部分群であるかどうか調べよ.

この剰余空間G/Hには, Gの乗法から導かれる乗法が定義できる.

定理 1.44 Gを群とし, H 	 GをGの正規部分群とする.

(1) GのH に関する剰余類 xH, yH ∈ G/H (x, y ∈ G)について, 積 (xH) · (yH)を次の

ように定義する.

(xH) · (yH) = xyH. (1.61)
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この定義は, 剰余類 xH, yH ∈ G/Hの代表元のとり方に依らない.

(2) 剰余空間 G/H は, この乗法により群になる. この群の単位元は 1GH = H であり,

G/Hの元 xH ∈ G/Hの逆元は x−1H ∈ G/Hである.

証明. (1) x′, y′ ∈ Gを, xH = x′H , yH = y′H をみたす Gの元とする. このとき,

xyH = x′y′H を示す. x′ ∈ x′H = xH, y′ ∈ y′H = yHであるから, Hの元 h1, h2 ∈ H が

存在して x′ = xh1, y′ = yh2と表される. このとき, H 	 Gより y−1h1y ∈ Hであるから,

x′y′ = (xh1)(yh2) = (xy)((y−1h1y)h2) ∈ xyH.

よって, x′y′ ∈ xyHとなる. ゆえに, x′y′H ⊂ xyHである. ここで, xと x′, yと y′の立場

を入れ替えることにより, xyH ⊂ x′y′Hも成り立つ. 従って, xyH = x′y′Hが得られる.

(2) G/Hの元 xH, yH, zH ∈ G/H (x, y, z ∈ G)をとると, (xy)z = x(yz)であるから,

((xH) · (yH)) · (zH) = (xyH) · (zH) = ((xy)z)H = (x(yz))H

= (xH) · (yzH) = (xH) · ((yH) · (zH)).

よって, この乗法は結合法則をみたす. また, 任意の xH ∈ G/H (x ∈ G)について, (xH) ·
H = (xH)·(1GH) = (x·1G)H = xHとなる. 同様にして, H ·(xH) = xHも成り立つ. ゆえ

に, H = 1GHはG/Hのこの乗法に関する単位元になる. さらに, xH ∈ G/H (x ∈ G)につ

いて, (xH)·(x−1H) = (xx−1)H = 1GH = Hとなる. これも同様にして, (x−1H)·(xH) = H

が成り立つ. よって, x−1H は G/H のこの乗法に関する xH の逆元である. 以上により,

G/Hはこの乗法により群になる.

定義 1.45 Gを群とし, H 	 Gを正規部分群とする. このとき, 剰余空間G/H上に (1.61)

により定義される乗法により群と考えたものを, GのHによる剰余群と呼ぶ.

H = {1G}のときは, G/Hは自然にGと同一視される. また, H = Gのときは, G/Hは

ただ 1個の元からなる群である.

特に混乱の恐れがない場合, x ∈ Gを元としてもつ剰余類 xH ∈ G/H を xと書くこと

にする. この記号を用いると, 剰余群G/Hの単位元は 1G/H = 1Gであり, x = xH ∈ G/H

の逆元は (x)−1 = x−1 ∈ G/Hである.

(1.61)のように, 定義が同値類の代表元のとり方に依らないときがある. このようなと

き, 定義がwell-defined, あるいは単にこの演算がwell-definedであるという. しばし

ば, 集合 S上の同値関係∼による剰余空間 S/ ∼上で定義された概念が, 見かけ上同値類

の代表元に依存していることがある. それが真に剰余空間上の概念であるためには, その

定義がwell-defined, 即ち, 代表元のとり方に依らないことを示さなければならない.

ここで, 自然な射影について述べる.
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命題 1.46 Gを群, H 	 Gを正規部分群とし, G/HをGのHによる剰余群とする. いま,

写像 π : G −→ G/Hを次で定義する.

π(x) = x = xH, (1.62)

ただし, x ∈ Gとする. このとき, πは全射準同型写像である.

証明. x, y ∈ Gについて, (1.61)より

π(xy) = xyH = (xH) · (yH) = π(x)π(y).

ゆえに, πは準同型写像である. また, G/H の任意の元は, Gの元 x ∈ Gを用いて x =

xH ∈ G/Hの形で表されるから, π(x) = xH ∈ G/Hとなる. よって, πは全射である.

定義 1.47 Gを群, H 	 Gを正規部分群とし, G/HをGのH に関する剰余群とする. こ

のとき, (1.62)で与えられる準同型写像 πを, GからG/Hへの自然な射影と呼ぶ.

例 1.48 nを 0でない整数とする. このとき, H = nZ = {nm ∈ Z ; m ∈ Z}は加法群
G = Zの部分群である. 実際, m1, m2 ∈ Zについて, nm1 +nm2 = n(m1 +m2) ∈ nZ = H.

そして, 整数 m ∈ Zについて, −nm = n(−m) ∈ nZ = H となる. 加法群 G = Zは

Abel群であるから, Gの部分群 H = nZは G = Zの正規部分群である. そこで, 剰

余群 G/H = Z/nZを考える. 任意の整数 m ∈ Zについて, nm = (−n)(−m)である

から, nZ = (−n)Zである. よって, nは正整数として一般性を失わない. n = 1のと

きは, 1Z = Zであるから, G/H = Z/Zは 1個の元からなる群である. n ≥ 2とする

と, 完全代表系として, {0, 1, . . . , n − 1}をとることができる. よって, 集合としては,

G/H = Z/nZ = {0, 1, . . . , n − 1}である. 0 ≤ j ≤ n − 1なる整数 j について, 同値類

j = j + nZ ∈ Z/nZは, nでわったときの余りが jとなる整数全体のなす Zの部分集合で

ある. この剰余群G/H = Z/nZを位数 nの (有限)巡回群と呼ぶ. Z/nZを有限巡回群と

呼ぶことに対して, 加法群 Zを無限巡回群と呼ぶ.

ここで, 群論の最も重要な定理である準同型定理を述べる.

定理 1.49 　 (準同型定理). G1, G2を群, f : G1 −→ G2を準同型写像とし, π : G1 −→
G1/Kerfを自然な射影とする. このとき, f = f ◦πが成り立つ準同型写像 f ; G/Kerf −→
G2がただ 1つ存在する. さらに, f はG1/Kerf から Imf ⊂ G2への同型写像になる.

証明. 準同型写像 f : G1 −→ G2について, f の核Kerf ⊂ G1はG1の正規部分群であ

り, fの像 Imf ⊂ G2はG2の部分群であることを思い出す. その上で, f : G1/Kerf −→ G2

を, 以下で定義する.

f(x) = f(x), x ∈ G1. (1.63)
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まず,これがwell-definedであることを示す. x = x′とすると, h ∈ Kerfが存在してx′ = xh

となる. h ∈ Kerf であるから f(h) = 1G2 ∈ G2. よって, f(x′) = f(xh) = f(x)f(h) =

f(x)1G2 = f(x). ゆえに, f(x) = f(x′)である. 従って, f はwell-definedである.

次に, f が準同型であることを示す. x, y ∈ G/Kerf (x, y ∈ G)について, x · y =

(xKerf) · (yKerf) = xyKerf = xyであるから,

f(x · y) = f(xy) = f(xy) = f(x)f(y) = f(x)f(y).

従って, f は準同型である.

f ◦ π = f であることは, 任意の x ∈ G1について π(x) = xであることから, (f ◦ π)(x) =

f(π(x)) = f(x) = f(x)が成り立つことより分かる. 逆に,準同型写像 g : G1/Kerf −→ G2

が g ◦ π = f をみたすとする. すると, 任意の x ∈ G1/Kerf (x ∈ G1)について, g(x) =

g(π(x)) = (g ◦ π)(x) = f(x) = f(x)が成り立つ. 従って, g = f となり, f の一意性が示さ

れた.

続いて, f が単射であることを示す. x, y ∈ G1/Kerf (x, y ∈ G1)について, f(x) = f(y)

が成り立つとする. すると, f(x) = f(x) = f(y) = f(y)である. よって, f(x−1y) =

f(x−1)f(y) = f(x)−1f(y) = 1G2 ∈ G2となる. ゆえに, x−1y ∈ Kerfであるから, h ∈ Kerf

が存在して, x−1y = hとなる. よって, y = xhとなり, y = yKerf = xhKerf = xKerf = x.

よって, f は単射である.

最後に, f がG1/Kerf から Imf への全射であることを示す. 任意の y ∈ Imf に対して,

x ∈ G1が存在して, y = f(x)と表される. このとき, x ∈ G1/Kerfであり, f(x) = f(x) = y

となる. 従って, Imf ⊂ Imf となる. また, (1.63)より, Imf ⊂ Imf は明らかである. 従っ

て, Imf = Imf であり, f は全射である.

例 1.50 nを n ≥ 2なる整数とする. このとき, n次の置換 σ に符号 sgn σを与えるこ

とは, n次対称群 Snから Cの単元群 C×への準同型写像と考えられる. この写像を σ :

Sn −→ C×と表すことにする. すると, この準同型写像 sgnの核 Ker(sgn)は n次交代群

Anに他ならない. また, sgnの像 Im(sgn)は {1,−1} ⊂ C×である. 従って, 準同型定理よ

り Sn/An � {1,−1}が成り立つ.

準同型定理を用いて, 1個の元から生成される群の構造を調べる.

補題 1.51 Gを群とする.

(1) Λを空集合でない (元の個数が任意の)集合とし, {Hλ ⊂ G ; λ ∈ Λ}をGの部分群か

らなる集合族とする. このとき,
⋂
λ∈Λ

Hλ ⊂ GはGの部分群である.

(2) S ⊂ Gを部分集合とする. このとき, Sを含むGの最小の部分群が存在する.
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証明. (1) x, y ∈
⋂
λ∈Λ

Hλ とする. すると, 任意の λ ∈ Λについて x, y ∈ Hλ であり,

Hλ ⊂ GはGの部分群であるから, xy, x−1 ∈ Hλとなる. よって, xy, x−1 ∈
⋂
λ∈Λ

Hλとなり,⋂
λ∈Λ

Hλ ⊂ GはGの部分群になる.

(2) H = {H ⊂ G ; Gの部分群, S ⊂ H}とし, H0 =
⋂

H∈�
H ⊂ Gとおく. すると, G ∈ H

より, Hは空集合ではない. また, (1)よりH0 ⊂ GはGの部分群であり, 明らかに Sを含

む. さらに, Hの定義より, S ⊂ H なる任意の部分群H ⊂ Gについて, H ∈ Hであるか

らH0 ⊂ Hである. 従って, H0は Sを含むGの最小の部分群である.

定義 1.52 Gを群とし, S ⊂ Gを部分集合とする. このとき, Sを含むGの最小の部分群

を Sが生成するGの部分群と呼び, 〈S〉と表すことにする. 特に, S = {a} (1点集合)のと

き, 〈S〉を単に 〈a〉と表し, aが生成するGの部分群と呼ぶ.

補題 1.53 Gを群とし, a ∈ GをGの元とする. このとき, 次が成り立つ.

〈a〉 = {an ∈ G ; n ∈ Z}. (1.64)

ここで, a0 = 1Gとし, 正整数 nについて, a−n = (a−1)n ∈ Gとする.

証明. H = {an ∈ G ; n ∈ Z}とする. すると, H ⊂ 〈a〉である. そこで, 〈a〉 ⊂ Hを示す.

そのためには, H が aを元としてもつGの部分群であることを示せばよい. a = a1 ∈ H

は明らかである. そこで, H ⊂ Gが部分群であることを示す. まず, 次のことを示す.

任意のn ∈ Zについて, (an)−1 = a−n. (1.65)

nが正整数であるとき,

ana−n = an(a−1)n = an−1aa−1(a−1)n−1 = an−1(a−1)n−1 = · · · = aa−1 = 1G.

同様にして, a−nan = 1Gが得られるから, (an)−1 = a−n ∈ Hである. また, このことより

(a−n)−1 = an = a−(−n) ∈ H でもある. さらに, a0 = 1G ∈ H について 1−1
G = 1G = a0 =

a−0 ∈ Hである. 従って, 任意の整数 n ∈ Zについて (an)−1 = a−n ∈ Hであることが分か

る. 続いて, 以下のことを示す.

任意のm,n ∈ Zについて, aman = am+n ∈ H. (1.66)

ここで, 6つの場合に分ける.

(1) m,n ≥ 0のとき. 通常の乗法で aman = am+n ∈ Hとなり, 主張が成り立つ.
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(2) m,n < 0のとき. (1.65)より am = (a−m)−1, an = (a−n)−1 であるから, aman =

(a−m)−1(a−n)−1 = (a−na−m)−1 = (a(−n)+(−m))−1 = (a−(m+n))−1 = am+n ∈ H .

(3) m ≥ 0, n < 0かつm ≥ |n|のとき. m ≥ −nであるから, am = am−(−n)a−n = am+na−n

となる. よって, aman = am+na−nan = am+n ∈ H .

(4) m ≥ 0, n < 0 かつ m < |n|のとき. m < −n であるから, an = (a−n)−1 =

(a(−n)−mam)−1 = (am)−1(a(−n)−m)−1 = (am)−1(a−(m+n))−1 = a−mam+n となる. ゆえに,

aman = ama−mam+n = am+n ∈ H .

(5) m < 0, n ≥ 0かつ |m| ≤ nのとき. (3)と同様にして, −m ≤ nより an = a−mam+nと

なる. よって, am = ama−mam+n = am+n ∈ H .

(6) m < 0, n ≥ 0かつ |m| > nのとき. (4)と同様にして, −m > nより am = am+na−nと

なる. ゆえに, aman = am+na−nan = am+n ∈ H .

以上により, 任意の整数m,n ∈ Zについて aman = am+n ∈ Hが成り立つ. 従って, H ⊂ G

がGの部分群であることが分かる.

補題 1.54 Gを群, a ∈ GをGの元とする. このとき, 写像 f : Z −→ Gを次で定義する.

f(n) = an, n ∈ Z. (1.67)

このとき, f は準同型写像であり, Imf = 〈a〉 ⊂ Gである.

証明. (1.66)より,任意の整数m,n ∈ Zについて, f(m)f(n) = aman = am+n = f(m+n)

であることが分かる. よって, f は準同型写像である. また, 補題 1.53より 〈a〉 = {an ∈
G ; n ∈ Z}であるから, Imf = 〈a〉である.

補題 1.55 Zを加法群と考え, H ⊂ Zを部分群とする. このとき, 非負整数 nが存在して,

H = nZ = {nm ; m ∈ Z}と表される.

証明. H ⊂ Zは部分群だから, 0 ∈ H である. H = {0}ならば, n = 0とする

と, H = {0} = 0Zとなる. そこで, l �= 0なる l ∈ H が存在するとする. H ⊂ Zは

部分群だから, −l ∈ H である. よって, l > 0なる H の元 l ∈ H が存在する. いま,

n = min{l ∈ H ; l > 0}とする. すると, n > 0であり, 任意の整数mについて nm ∈ H

である. ここで, k ∈ H ならば, kは nの倍数, 即ち, 整数m ∈ Zが存在して, k = nmと

なることを示す. もし, kが nの倍数でないとすると, 整数m′および 1 ≤ r ≤ n − 1なる

整数 rが存在して, k = nm′ + rと表される. nm′ ∈ H であるから, −nm ∈ H . よって,

r = k + (−nm) ∈ H . これは, nの最小性に反する. 従って, kは nの倍数である. 以上に

より, H = nZであることが分かる.
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定義 1.56 Gを群とし, Gの元 a ∈ Gが存在してG = 〈a〉であるとする. このとき, Gは

a ∈ Gで生成される巡回群であるという. さらにGが有限群ときは a ∈ Gで生成される有

限巡回群, 無限群のときは a ∈ Gで生成される無限巡回群という.

命題 1.57 Gを, ある元 a ∈ Gで生成される群G = 〈a〉であるとする.

(1) Gが有限群ならば, 正整数 nが存在して, G � Z/nZとなる.

(2) Gが無限群ならば, G � Zとなる.

証明. f : Z −→ Gを (1.67)で与えられる準同型写像とすると, G = 〈a〉より f は全射

で, Kerf = {l ∈ Z ; al = 1G} ⊂ Gであり, 準同型定理よりG � Z/Kerf となる.

(1) Gを有限群とする. すると, l < mかつ al = amなる非負整数 l, mが存在する. l > 0

ならば, 1G = al(al)−1 = am(al)−1 = am−lal(al)−1 = am−lであり, m − l > 0となる. ゆえ

に, Kerf は 0以外の元をもつ. よって, 補題 1.55より, 正整数 nが存在して, Kerf = nZ

となる. 従って, G = 〈a〉 � Z/nZが成り立つ.

(2) Gを無限群とする. このとき, fは単射であることを示す. いま, l < mかつal = amなる

整数 l, mが存在するとする. すると, am = am−lalより1G = al(al)−1 = am−lal(al)−1 = am−l

となる. m − l > 0より, Kerf は 0でない元をもつ. すると, (1)と同様にして, 正整数 n

が存在して, Kerf = nZとなり, G � Z/nZとなるが, 例 1.48より �G = �Z/nZ = nであ

り, Gが無限群であることに反する. よって, f は単射であり, Kerf = {0}となる. 従って,

G = 〈a〉 � Zとなる.

定義 1.58 Gを群, a ∈ GをGの元とする. 〈a〉が有限部分群であるとき, 〈a〉の位数 �〈a〉
を aの位数と呼ぶ. 〈a〉が無限群であるとき, aの位数は∞であるとする.

問 1.59 Gを群, a ∈ Gとし, �〈a〉 = n (nは正整数)であるとする. このとき, nは an = 1G

なる最小の正整数であることを示せ.

命題 1.60 Gを有限群, a ∈ GをGの元とする. このとき, aの位数はGの位数の約数で

ある.

証明. 〈a〉はGの部分群であり, Gは有限群であるから, 定理 1.38より �〈a〉は �Gの約

数である. よって, a ∈ Gの位数は �Gの約数になる.

準同型定理から得られる同型定理と呼ばれる 2つの定理を与える.

定理 1.61 (第一同型定理). G1, G2を群, N 	 G2をG2の正規部分群とし, f : G1 −→ G2

を全射準同型写像とする. このとき, G1/f
−1(N) � G2/N が成り立つ.

36



証明. π2 : G2 −→ G2/N を自然な射影とし, π2(z) = z ∈ G2/N (z ∈ G2)と表すこと

にする. また, 準同型写像 g : G1 −→ G2/N を g = π2 ◦ f と定義する. すると, 任意の

x, y ∈ G1について,

g(xy) = (π2 ◦ f)(xy) = π2(f(xy)) = π2(f(x)f(y)) = π2(f(x))π2(f(y))

= (π2 ◦ f)(x)(π2 ◦ f)(y) = g(x)g(y).

よって, gも準同型写像である. また, f , π2ともに全射であるから, g = π2◦fも全射である.

ゆえに,準同型定理により, G1/Ker g � Im g = G2/Nが成り立つ. そこで, Ker g = f−1(N)

を示す. x ∈ Ker gとすると, g(x) = 1G2/N = 1G2 = N ∈ G2/Nであり, g(x) = (π2◦f)(x) =

π2(f(x)) = f(x) = f(x)N であるから, f(x) ∈ N となる. よって, x ∈ f−1(N)が成り立

つ. ゆえに, Ker g ⊂ f−1(N)となる. 逆に, x ∈ f−1(N)とすると, f(x) ∈ N であるから,

g(x) = (π2 ◦ f)(x) = π2(f(x)) = f(x) = f(x)N = N = 1G2 ∈ G2/N となる. ゆえに,

x ∈ Ker gとなるから, f−1(N) ⊂ Ker gが成り立つ. 従って, Ker g = f−1(N)となる.

命題 1.62 Gを群, N 	 Gを正規部分群とし, π : G −→ G/N を自然な射影とする.

(1) H ⊂ GをN ⊂ Hなる部分群とする. このとき, π(H) ⊂ G/N はG/N の部分群であ

り, π(H) � H/N である.

(2) さらに, HがGの正規部分群であるならば, π(H) ⊂ G/N はG/N の正規部分群であ

り, π(H)とH/N を同一視することにより, (G/N)/(H/N) � G/Hが成り立つ.

証明. (1) H ⊂ Gは部分群であり, π : G −→ G/Nは準同型であるから, π(H) ⊂ G/N

はG/N の部分群である. また, πのHへの制限を πH と表すとすると, πH : H −→ G/N

は準同型であり, ImπH = π(H)である. そして,

KerπH = {h ∈ H ; π(h) = 1G/N = 1G = 1GN = N} = {h ∈ H ; hN = N}
= {h ∈ N ; h ∈ N} = N.

よって, 準同型定理より π(H) � H/N となる.

(2) g ∈ G, h ∈ Hとする. このとき, H 	 Gより ghg−1 ∈ H . よって,

π(g)π(h)π(g)−1 = π(g)π(h)π(g−1) = π(ghg−1) ∈ π(H).

ゆえに, π(H) ⊂ G/N はG/N の正規部分群である. (1)より, π(H) � H/N であるから,

π(H)とH/N を同一視する. 自然な射影 π : G −→ G/N は全射準同型であるから, 第一

同型定理より, (G/N)/(H/N) � G/(π−1(H/N))が成り立つ. ここで,

π−1(H/N) = {g ∈ G ; π(g) ∈ H/N = π(H)} = {g ∈ G ; ∃h ∈ H, π(g) = π(h)}
= {g ∈ G ; ∃h ∈ H, g ∈ hN}.
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g ∈ Gについて, h ∈ Hが存在して g ∈ hN であるとすると, N ⊂ Hより hN ⊂ Hである

から, g ∈ Hとなる. 逆に, g ∈ Hならば, 明らかに g ∈ gN である. ゆえに,

π−1(H/N) = {g ∈ G ; g ∈ H} = H.

従って, (G/N)/(H/N) � G/Hが成り立つ.

もう一つの同型定理を述べる前に, 補題を用意する.

補題 1.63 Gを群とし, H, N ⊂ Gを部分群とする.

(1) H, N のうち少なくとも一方が正規部分群ならば, HN ⊂ GはGの部分群である.

(2) H, N ともに正規部分群ならば, HN ⊂ Gも正規部分群である.

証明. (1) N 	 Gとする. h1, h2 ∈ H , n1, n2 ∈ N とするとき, N 	 Gより h−1
2 n1h2 ∈ N

であるから,

(h1n1)(h2n2) = (h1h2)((h
−1
2 n1h2)n2) ∈ HN.

また, h ∈ H , n ∈ N について, N 	 Gより hn−1h−1 ∈ N となり,

(hn)−1 = n−1h−1 = h−1(hn−1h−1) ∈ HN.

従って, HN ⊂ GはGの部分群である. H 	 Gのときも同様である.

(2) h ∈ H , n ∈ N , および g ∈ Gについて, H 	 G, N 	 Gより ghg−1 ∈ Hかつ gng−1 ∈ N

である. よって,

g(hn)g−1 = (ghg−1)(gng−1) ∈ HN.

ゆえに, HN 	 Gとなる.

H ⊂ Gが部分群で, N 	 Gのとき, 任意の h ∈ H , n ∈ N について, hnh−1 ∈ N より

hn = (hnh−1)h ∈ NH . よって, HN ⊂ NHとなる. 同様にして, NH ⊂ HN も得られる.

ゆえに, HN = NHである.

定理 1.64 (第二同型定理). Gを群, H ⊂ GをGの部分群とし, N 	 GをGの正規部分群

とする. このとき, (HN)/N � H/(H ∩ N)が成り立つ.

証明. π : G −→ G/N を自然な射影とする. いま, πをH上に制限したものを πH とす

る. このとき,

KerπH = {h ∈ H ; πH(h) = 1G/N = 1G = 1GN = N} = {h ∈ H ; hN = N}
= {h ∈ H ; h ∈ N} = H ∩ N.

38



また, 補題 1.63 (1)より HN ⊂ Gは Gの部分群であり, H ⊂ HN であるから π(H) ⊂
π(HN). また, h ∈ H , n ∈ N について, π(hn) = hn = hnN = hN = π(h) ∈ π(H). よっ

て, π(HN) ⊂ π(H). ゆえに, π(H) = π(HN)となる. また, HN ⊃ N であるから, 命題

1.62 (1)より π(HN) � (HN)/N となる. 従って, 準同型定理より,

H/(H ∩ N) � ImπH = π(H) = π(HN) � (HN)/N.

ここで, 複数の群から新しい群を作る操作を述べる.

定義 1.65 　 nを正整数, G1, . . . , Gnを群とし, G = G1 × · · · × GnをG1, . . . , Gnの直積

集合とする.

G = {(x1, . . . , xn) ; xj ∈ Gj (1 ≤ ∀j ≤ n)}.

このとき, G上の乗法を次のように定義する.

xy = (x1y2, . . . , xnyn) ∈ G, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ G. (1.68)

すると, Gがこの乗法で群になることが分かる. この群GをG1, . . . , Gnの直積群という.

この操作は, 与えられた群たちから新しい群を構成する操作である. すると, 1 ≤ j ≤ n

なる整数 jについて, 次の写像 ιj : Gj −→ Gを考えることができる.

ιj : Gj � xj �→ (1G1 , . . . , xj, . . . , 1Gn) ∈ G. (1.69)

この写像 ιjは明らかに準同型であり, 単射である. この ιjをGjのGへの埋め込みと呼ぶ

ことがある. よって, 各Gj (1 ≤ j ≤ n)はGの部分群と見做される. また, 1 ≤ j ≤ nなる

整数 jについて, 次の写像 πj : G −→ Gjを考えることができる.

πj : G � (x1, . . . , xn) �→ xj ∈ Gj. (1.70)

この写像πjは準同型であり、全射である. このπjをGからGjへの射影と呼ぶことがある.

逆に, 与えられた群が幾つかの部分群の直積に表される状況を考える.

定義 1.66 Gを群, H1, . . . , Hn ⊂ G (nは正整数)をGの部分群とし, 次の写像が同型写

像であるとする.

Φ : H1 × · · · × Hn � (x1, . . . , xn) �→ x1 · · ·xn ∈ G. (1.71)

このとき, H1 × · · · × HnをGの直積分解と呼ぶ. また, 各 j (1 ≤ j ≤ n)をGの直積因子

と呼ぶ.
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群の部分群が直積因子となるための条件が次で与えられる.

命題 1.67 Gを群とし, H1, . . . , Hn ⊂ G (nは正整数)を部分群とする. このとき, Gが

G = H1 × · · · × Hnと直積分解されるには, H1, . . . , Hnが以下の条件をみたすことが必要

十分である.

(i) 1 ≤ j ≤ nなるすべての整数 jについて, HjはGの正規部分群である.

(ii) 集合として, G = H1 · · ·Hnとなる.

(iii) 1 ≤ j ≤ n − 1なる任意の整数 jについて, (H1 · · ·Hj) ∩ Hj+1 = {1G}が成り立つ.

証明. (必要性) Φを (1.71)で与えられる同型写像とする. すると, Φは全射であるか

ら, (ii)は明らかに成り立つ. また, 任意のGの元 g ∈ Gについて, gk ∈ Hk (1 ≤ k ≤ n)が

存在して, g = ϕ(g1, . . . , gn) = g1 · · · gn ∈ Gと表される. そして, 1 ≤ j ≤ nなる任意の整

数 jについて, xj ∈ Hjとするとき, Φ(1G, . . . , xj , . . . , 1G) = xj ∈ Hj ⊂ Gである. よって,

gxjg
−1 = Φ(g1, . . . gj , . . . , gn)Φ(1G, . . . , xj , . . . , 1G)Φ(g1, . . . , gj, . . . , gn)−1

= Φ(g1, . . . gj , . . . , gn)Φ(1G, . . . , xj , . . . , 1G)Φ(g−1
1 , . . . , g−1

j , . . . , g−1
n )

= Φ(g1g
−1
1 , . . . , gjxjg

−1
j , . . . , gng−1

n )

= Φ(1G, . . . , gjxjg
−1
j , . . . , 1G) = gjxjg

−1
j ∈ Hj ⊂ G.

ゆえに, gHjg
−1 ⊂ Hjであり, Hj ⊂ GがGの正規部分群となり, (i)が成り立つ. さらに,

1 ≤ j ≤ n − 1なる整数 jについて,

Φ(x1, . . . , xj, 1G, . . . , 1G) = x1 · · ·xj ∈ H1 · · ·Hj ⊂ G, xl ∈ Hl, 1 ≤ l ≤ j.

ゆえに,

H1 · · ·Hj = Φ(H1 × · · · × Hj × {1G} × · · · × {1G}).

また, x = (x1, . . . , xn) ∈ (H1×· · ·×Hj×{1G}×· · ·×{1G})∩({1G}×· · ·×Hj+1×· · ·×{1G})
とすると, x ∈ H1 × · · ·Hj × {1G} × · · · × {1G}より, xl = 1G (j + 1 ≤ l ≤ n). そして,

x ∈ ({1G} × · · · × Hj+1 × · · · × {1G})より xl = 1G (1 ≤ l ≤ j). よって,

(H1 × · · · × Hj × {1G} × · · · × {1G}) ∩ ({1G} × · · · × Hj+1 × · · · × {1G})
= {1G} × · · · × {1G}.

Φは同型であるから,

(H1 · · ·Hj) ∩ Hj+1

= Φ((H1 × · · · × Hj × {1G} × · · · × {1G}) ∩ ({1G} × · · · × Hj+1 × · · · × {1G}))
= Φ({1G} × · · · × {1G}) = {1G}.
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以上により, (iii)が示された.

(十分性) (1.71)で与えられる写像Φが同型写像であることを示せばよい. まず, Φ(H1×
· · · × Hn) = H1 · · ·Hnであるから, (ii)より Φが全射である. 次に, kを 2 ≤ k ≤ nなる

整数とし, jを 1 ≤ j ≤ k − 1なる整数とするとき, Hj ⊂ H1 · · ·Hj · · ·Hk−1であるから,

(iii)よりHj ∩ Hk ⊂ (H1 · · ·Hk−1) ∩ Hk = {1G}となる. ここで, xj ∈ Hj , xk ∈ Hkとす

る. すると, (i)よりHj, Hk 	 Gであるから, xjxkx
−1
j ∈ Hk, xkx

−1
j x−1

k ∈ Hj である. ゆえ

に, xjxkx
−1
j x−1

k ∈ Hj ∩ Hk = {1G}となるから, xjxkx
−1
j x−1

k = 1Gとなり, xjxk = xkxj が

成り立つ. これを用いると, xj , yj ∈ Hj (1 ≤ j ≤ n)とするとき,

(x1 · · ·xn)(y1 · · · yn) = (x1 · · ·xn−1)y1xn(y2 · · · yn)

= (x1 · · ·xn−2)y1(xn−1xn)(y2 · · · yn)

= · · ·
= (x1y1)(x2 · · ·xn)(y2 · · · yn)

= · · ·
= (x1y1) · · · (xnyn).

従って, 次が成り立つ.

Φ(x)Φ(y) = Φ(xy), x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ H1 × · · · × Hn.

これは, Φが準同型写像であることを示している. 続いて, Φが単射であることを示すため

に, Ker Φ = {1G}×· · ·×{1G}であることを示す. x = (x1, . . . , xn) ∈ KerΦ ⊂ H1×· · ·×Hn

とすると, 1G = x1 · · ·xn ∈ G. いま, x �= (1G, . . . , 1G)とし, xj �= 1Gとなる整数 j のう

ち最大のものを j0とする. すると, j0 < k ≤ nのとき xk = 1Gである. j0 > 1とすると,

x1 · · ·xj0−1 = x−1
j0

∈ (H1 · · ·Hj0−1)∩Hj0 = {1G}となり, xj0 = 1Gが成り立つが, これは j0

のとり方に反する. よって, j0 = 1となるが, このとき 1G = Φ(x) = Φ(x1, 1G, . . . , 1G) = x1

となり, これも j0のとり方に反する. 従って, Ker Φ = {1G} × · · · × {1G}となる. これを

用いて, Φが単射であることを示す. x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ H1 × · · · ×Hnと

し, Φ(x) = Φ(y)であるとする. すると, Φが準同型であるから, Φ(y)−1 = Φ(y−1)となる.

よって,

1G = Φ(x)Φ(y)−1 = Φ(x)Φ(y−1) = Φ(xy−1).

Ker Φ = {1G} × · · · × {1G}であるから, xy−1 = (1G, . . . , 1G) ∈ H1 × · · · × Hn. ゆえに,

xj = yj ( 1 ≤ j ≤ n)となり, x = yであることがわかる. 従って, Φが単射であることが示

された.
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問 1.68 G = S3を 3次対称群とし, H1 = 〈(1, 2)〉 ⊂ G, H2 = 〈(1, 2, 3)〉 ⊂ Gとする. この

とき, H1 ∩ H2 = {1G = ι}, G = H1H2であるが, GはH1とH2の直積群ではないことを

示せ. ここで, (1, 2)は互換, (1, 2, 3)は 3次の巡回置換, ιは恒等置換を表す.

ここからは, 群の集合への作用について述べる.

定義 1.69 Gを群とし, Sを集合とする. このとき, 群Gが集合 Sに (左から)作用すると

は, 写像 ϕ : G × S −→ Sが存在して, 任意の g, h ∈ Gおよび x ∈ Sについて, 次が成り

立つことである.

ϕ(gh, x) = ϕ(g, ϕ(h, x)), (1.72)

ϕ(1G, x) = x. (1.73)

この写像ϕをGの Sへの作用と呼ぶ.

群の作用を表す写像を, 混乱の恐れがなければ ϕを用いずに単に g · x, あるいは gxと

表すことがある. この表し方によると, 上の (1.72) (1.73)はそれぞれ gh · x = g · (h · x),

1G · x = xと表される.

任意の g ∈ Gについて, Φ(g) : S −→ Sを次で与える.

Φ(g)(x) = ϕ(g, x), x ∈ S.

すると, 上の (1.72)(1.73)はそれぞれ次のように表される.

Φ(gh) = Φ(g)Φ(h), (1.74)

Φ(1G) = IdS. (1.75)

ここで, IdSは S上の恒等写像を表す. これは, 次のようにも考えることができる. S上の

全単射全体のなす集合をAut(S)と表すことにする. すると, Aut(S)は写像の合成を乗法

として群になる. 単位元は S上の恒等写像 IdSであり, S上の全単射 f ∈ Aut(S)の逆元は

f の逆写像 f−1である. ところで, 任意の g ∈ Gおよび x ∈ Sについて,

x = 1G · x = gg−1 · x = g · (g−1 · x),

x = 1G · x = g−1g · x = g−1 · (g · x).

よって, Φ(g)Φ(g−1) = Φ(g−1)Φ(g) = IdSとなり, Φ(g−1) = Φ(g)−1であり, Φ(g)はS上の全

単射となるから, ϕ(g) ∈ Aut(S)であることがわかる. よって,写像Φ : G −→ Aut(S)が定
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義できるが, (1.74)より,この写像は準同型写像である. 逆に,準同型写像Φ : G −→ Aut(S)

が与えられたとする. このとき, 写像 ϕ : G × S −→ Sを次で与える.

ϕ(g, x) = Φ(g)(x), g ∈ G, x ∈ S. (1.76)

すると, Φ(gh) = Φ(g)Φ(h) (g, h ∈ G), Φ(1G) = IdS であることから, 任意の x ∈ Sにつ

いて,

ϕ(gh, x) = Φ(gh)(x) = Φ(g)Φ(h)(x) = Φ(g)(ϕ(h, x)) = ϕ(g, ϕ(h, x)),

ϕ(1G, x) = Φ(1G)(x) = IdS(x) = x.

ゆえに, ϕはGの Sへの作用を与える. 即ち, 群Gの Sへの作用を与えることと, Gから

Aut(S)への準同型写像を与えることは, 本質的に同じことである.

次に, 群の集合への作用に関する軌道を定義する.

定義 1.70 Gを群, Sを集合で, Gが Sに作用しているとし, その作用をϕ : G×S −→ S

とする. このとき, 任意の x ∈ Sに対して, Sの部分集合 {ϕ(g, x) = g ·x ∈ S ; g ∈ G} ⊂ S

を xを通るGの軌道, あるいは xのG軌道と呼び, G · xあるいは単にGxと表す.

群の集合への作用は, 集合上のある同値関係を与える.

補題 1.71 Gを群, S を集合で, Gが S に作用しているとし, その作用を (g, x) �→ g · x

(g ∈ G, x ∈ S)とする. このとき, x, y ∈ S について, y が xの G軌道上の元, 即ち,

y ∈ G · xであるとき x ∼ yとする. すると, この関係は同値関係である.

証明. まず, x ∈ S について, x = 1G · x ∈ G · xであるから, x ∼ xである. 次に,

x, y, z ∈ Sについて, x ∼ yかつ y ∼ zであるとき, g, h ∈ Gが存在して, y = g · x ∈ G · x,

z = h · y ∈ G · yと表される. このとき,

z = h · y = h · (g · x) = hg · x ∈ G · x.

ゆえに, x ∼ zが成り立つ. 最後に, x, y ∈ Gについて, x ∼ yであるときに, y ∼ xである

ことを示す. y ∈ G · xであるから, g ∈ Gが存在して y = g · xと表される. このとき,

x = 1G · x = g−1g · x = g−1 · (g · x) = g−1 · y ∈ G · y.

よって, y ∼ xとなる. 以上により, この関係∼は S上の同値関係である.

群が集合に作用するとき, 軌道には群のある剰余類が対応する.
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補題 1.72 Gを群, S を集合で, Gが S に作用しているとし, その作用を (g, x) �→ g · x

(g ∈ G, x ∈ S)とする. このとき, 任意の x ∈ S に対して, Gの部分集合 Gx = {g ∈
G ; g · x = x} ⊂ GはGの部分群である.

証明. g, h ∈ Gxとする. すると, g · x = x, h · x = xであるから,

gh · x = g · (h · x) = g · x = x.

ゆえに, gh ∈ Gxとなる. また,

g−1 · x = g−1 · (g · x) = g−1g · x = 1G · x = x.

よって, g−1 ∈ Gxである. 従って, Gx ⊂ GはGの部分群である.

定義 1.73 上の補題におけるGx ⊂ GをGの xに関する固定部分群, あるいは等方部分群

と呼ぶ.

定理 1.74 Gを群, S を集合で, Gが S に作用しているとし, その作用を (g, x) �→ g · x

(g ∈ G, x ∈ S)とする. いま, x ∈ Sとする. このとき, 次の写像 ϕx : G/Gx −→ G · xが
定義され, 全単射となる.

ϕx : G/Gx � gGx �→ g · x ∈ G · x. (1.77)

証明. まず, ϕx が well-definedであることを示す. gGx = hGx (g, h ∈ G)とすると,

k ∈ Gxが存在して h = gkと表される. このとき,

h · x = gk · x = g · (k · x) = g · x.

ゆえに, ϕxは well-definedである. また, ϕx(gGx) = ϕx(hGx) (g, h ∈ G)ならば, h · x =

ϕx(hGx) = ϕx(gGx) = g · xとなり,

g−1h · x = g−1 · (h · x) = g−1 · (g · x) = g−1g · x = 1G · x = x.

よって, g−1h ∈ Gxとなる. ゆえに, k ∈ Gxが存在して, g−1h = kとなるから, h = gk ∈
gGx. 従って, hGx = gGxとなり, ϕxは単射となる. さらに, 任意の y ∈ G · xについて,

y = g · xとなる g ∈ Gが存在するから, ϕx(gGx) = g · x = yとなる. よって, ϕxは全射と

なる.

群の作用の中で重要なものとして, 軌道が 1個のみのものがある.
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定義 1.75 Gを群, S を集合で Gが S に作用しているとし, その作用を (g, x) �→ g · x

(g ∈ G, x ∈ S)とする. Sに含まれるG軌道がただ 1個であるとき, この作用は推移的で

あるという.

群Gの集合 Sへの作用が推移的であるとき, x ∈ Sを 1つとると, G/GxとG · x = Sは

自然に同一視される. 逆に, H ⊂ GをGの部分群とするとき, Gは剰余空間G = G/Hに

次のように作用する.

g · x = gx, g ∈ G, x = xH ∈ G = G/H. (1.78)

この作用が well-definedであることを示す必要がある. x = yとすると, xH = yHである

から, h ∈ Hが存在して, y = xhと表される. よって,

gy = gyH = gxhH = gxH = gx.

ゆえに, GのG/H への作用は well-definedである. さらに, 1G = 1GH = H ∈ G/Hを考

えると, 任意の x = xH ∈ G/H (x ∈ G)について,

x = x1G = x · 1G.

よって, G/H = G · 1Gとなり, GのG/Hへの作用は推移的になる. 以上により, 群Gの

推移的な作用を考えることと, Gの部分群Hによる右剰余空間G/Hへの作用を考えるこ

とは, 本質的に同じことである.

Gが推移的に作用する集合 S, あるいは, Gの部分群H による右剰余空間G/Hはしば

しば等質空間と呼ばれる.
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1.3 線形代数学の復習.

ここでは, 線形代数学の事項のうち, 後に (有限)群の表現論で必要になるものについて

まとめる.

まず, 行列の traceについて述べる.

定義 1.76 nを正整数とし, A =

⎛⎜⎝a1,1 · · · a1,n

...
...

an,1 · · · an,n

⎞⎟⎠を複素 n次正方行列とする. このと

き, Aの trace trA ∈ Cを次で与える.

trA =

n∑
j=1

aj,j . (1.79)

ここで, 正整数m,nに対して, 複素 (m, n)行列全体のなす集合をMat(m,n, C)と表す

ことにする.

Mat(m,n, C) =

⎧⎪⎨⎪⎩A =

⎛⎜⎝a1,1 · · · a1,n

...
...

am,1 · · · am,n

⎞⎟⎠ ; aj,k ∈ C, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n

⎫⎪⎬⎪⎭ . (1.80)

特に, m = nのとき, 単にMat(n, C)と表すことにする. Mat(m,n, C)は通常の加法, scalar

倍によりC上の vector空間になり, dim Mat(m,n, C) = mnである.

次のことは, 容易に分かる.

命題 1.77 写像 tr : Mat(n, C) � A �→ tr A ∈ Cは線形写像である.

証明. A = (aj,k)
n
j,k=1, B = (bj,k)

n
j,k=1 ∈ Mat(n, C), c ∈ Cとするとき, 以下が成り立つ.

tr (A + B) =

n∑
j=1

(aj,j + bj,j) =

n∑
j=1

aj,j +

n∑
j=1

bj,j = trA + trB,

tr (cA) =
n∑

j=1

(caj,j) = c
n∑

j=1

aj,j = c(tr A).

ゆえに, 写像 trは線形である.

一般に, 正方行列でない行列には traceは定義できないが, 積が正方行列になる 2つの行

列には興味深い性質がある.

命題 1.78 m,nを正整数とし, A ∈ Mat(m,n, C), B ∈ Mat(n, m, C)とする. このとき,

trAB = trBAが成り立つ.
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証明. C = (cj,k)
m
j,k=1 = AB, D = (dj,k)

n
j,k=1 = BAとする. すると, 次が分かる.

cj,j =

n∑
k=1

aj,kbk,j, 1 ≤ j ≤ m, dk,k =

m∑
j=1

bk,jaj,k, 1 ≤ k ≤ n.

ゆえに, 次が得られる.

trAB = trC =
m∑

j=1

cj,j =
m∑

j=1

(
n∑

k=1

aj,kbk,j

)
=

n∑
k=1

(
m∑

j=1

bk,jaj,k

)

=

n∑
k=1

dk,k = trD = tr BA.

このことから, 複素正方行列の traceに関して, 重要な次のことが得られる.

系 1.79 nを正整数, A ∈ Mat(n, C)で, P をC上の n次正則行列とする. このとき, 次が

成り立つ.

tr PAP−1 = tr A. (1.81)

証明. C = PAとおくと, 定理 1.78より, 次が得られる.

trPAP−1 = trCP−1 = tr P−1C = trP−1PA = trA.

これを用いると, C上の有限次元 vector空間 V から V 自身への線形写像 f : V −→ V

に対して, その traceを考えることができる.

命題 1.80 V を {0}でない C上の vector空間, f : V −→ V を線形写像とする. いま,

dim V = n, {x1, . . . , xn} ⊂ V を V の基底とし, この基底に関する f の表現行列をAとす

る. このとき, tr Aは基底のとり方に依らない. この tr Aを trfと表し, fの traceと呼ぶ.

証明. {y1, . . . , yn} ⊂ V を V の基底とする. すると, 正則行列 P が存在して, 次のよう

に表される.

(y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn)P. (1.82)

このとき, P は正則行列であり, 次も成り立つ.

(x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn)P−1.
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ここで, fの {x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn}に関する表現行列をそれぞれA, Bとする. 即ち, 次

のようになる.

(f(x1), . . . , f(xn)) = (x1, . . . , xn)A, (f(y1), . . . , f(yn)) = (y1, . . . , yn)B. (1.83)

ところで, f が線形であることと (1.82)より次のことが分かる.

(f(y1), . . . , f(yn)) = (f(x1), . . . , f(xn))P.

従って, 次が得られる.

(f(y1), . . . , f(yn)) = (f(x1), . . . , f(xn))P = (x1, . . . , xn)AP

= (y1, . . . , yn)P−1AP.

ゆえに, B = P−1AP であり, 系 1.79より trB = tr (P−1AP ) = trAが成り立つ.

これから, 次のことが得られる.

系 1.81 V をC上の {0}でない有限次元 vector空間, f : V −→ V を線形写像, g : V −→
V を線形同型, 即ち, 全単射線形写像とする. このとき, tr gfg−1 = trf が成り立つ.

証明. dim V = n, {v1, . . . , vn} ⊂ V を V の基底とし, この基底に関する f , gの表現行

列をそれぞれ A, Bとする. gは線形同型であるから, Bは正則行列であり, g−1の表現行

列はB−1になる. よって, gfg−1の表現行列はBAB−1となり, 次が得られる.

tr gfg−1 = tr BAB−1 = trA = trf.

次に, 複素 vector空間の直和について述べる.

定義 1.82 mを正整数とし, V1, . . . , VmをC上の vector空間とする. このとき, V1, . . . , Vm

の (集合としての)直積集合 V = V1 × · · · × Vmに次のように加法と scalar倍を定義する.

(v1, . . . , vm) + (v′
1, . . . , v

′
m) = (v1 + v′

1, . . . , vm + v′
m), vj , v′

j ∈ Vj, 1 ≤ j ≤ m, (1.84)

c(v1, . . . , vm) = (cv1, . . . , cvm), c ∈ C, vj ∈ Vj, 1 ≤ j ≤ m. (1.85)

すると, V はこの加法, scalar倍に関して vector空間になる. この V を V1, . . . , Vmの直和

と呼び, V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vmと表す.
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V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vmにおける零 vector 0V ∈ V は次のものである.

0V = (0V1, . . . , 0Vm), 0Vj
(1 ≤ j ≤ m)は Vjにおける零 vector. (1.86)

また, x = (x1, . . . , xm) ∈ V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vmの逆 vectorは次のものである.

−x = (−x1, . . . ,−xm), −xj (1 ≤ j ≤ m)は Vjにおける xjの逆 vector. (1.87)

群の直積と同様に, 1 ≤ j ≤ mなる整数 jについて, 次の写像 ιj : Vj −→ V を考えるこ

とができる.

ιj : Vj � xj �→ (0V1 , . . . , xj , . . . , 0Vm) ∈ V. (1.88)

すると, ιjは線形写像であり, 単射である. この ιjを Vjの V への埋め込みと呼ぶことがあ

る. この ιjにより, Vjは V の部分 vector空間と見做される. また, これも群の直積と同様

に, 1 ≤ j ≤ mなる整数 jについて, 次の写像 πj ; V −→ Vjを考えることができる.

πj : V � x = (x1, . . . , xm) �→ xj ∈ Vj. (1.89)

この πjは線形写像であり, 全射である. この πjを V から Vjへの射影と呼ぶことがある.

逆に, 与えられた vector空間が幾つかの部分 vector空間の直和として表される状況を考

える.

定義 1.83 V をC上の vector空間, W1, . . . , Wm ⊂ V を V の部分 vector空間とし, 次の写

像 Φが線形同型写像であるとする.

Φ : W1 ⊕ · · · ⊕ Wm � (v1, . . . , vm) �→ v1 + · · ·+ vm ∈ V. (1.90)

このとき, W1 ⊕ · · · ⊕ Wmを V の直和分解と呼ぶ. また, 1 ≤ j ≤ mなる整数 jについて,

Wjを V の直和因子と呼ぶ.

vector空間の部分 vector空間たちが, ある直和分解の直和因子たちになるための条件は,

以下で与えられる.

命題 1.84 V をC上の vector空間とし, W1, . . . , Wm ⊂ V (mは正整数)を部分 vector空

間とする. このとき, V が V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wmと直和分解されるには, W1, . . . , Wmが以

下の条件をみたすことが必要十分である.

(i) 集合として, V = W1 + · · ·+ Wmとなる.

(ii) 1 ≤ j ≤ m− 1なる任意の整数 jについて, (W1 + · · ·+ Wj) ∩Wj+1 = {0V }が成り立
つ. ただし, 0V は V における零 vectorである.
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証明. (必要性). Φを (1.90)で与えられる線形同型写像とする. すると, Φは全射であ

るから, (i)が成り立つ. また, 1 ≤ j ≤ mなる任意の整数 jについて, vj ∈ Wjとするとき,

Φ(0V , . . . , vj , . . . , 0V ) = vj ∈ Wj ⊂ V であるから, Φ({0V } ⊕ · · · ⊕ Wj ⊕ · · · ⊕ {0V }) = Wj

である. ところで, 1 ≤ j ≤ m − 1なる整数 jについて, 次が成り立つ.

Φ(v1, . . . , vj, 0V , . . . , 0V ) = v1 + · · ·+ vj ∈ V1 + · · ·+ Vj , vl ∈ Wl, 1 ≤ l ≤ j.

ゆえに,

W1 + · · · + Wj = Φ(W1 ⊕ · · · ⊕ Wj ⊕ {0V } ⊕ · · · ⊕ {0V }).

また, v = (v1, . . . , vm) ∈ (W1⊕· · ·⊕Wj⊕{0V }⊕· · ·⊕{0V })∩({0V }⊕· · ·⊕Wj+1⊕· · ·⊕{0V })
とすると, v ∈ W1 ⊕ · · · ⊕ Wj ⊕ {0V } ⊕ · · · ⊕ {0V }より, vl = 0V (j + 1 ≤ l ≤ m)となる.

そして, v ∈ {0V } ⊕ · · · ⊕ Wj+1 ⊕ · · · ⊕ {0V }より, vl = 0V (1 ≤ l ≤ j). 従って, 次が得ら

れる.

(W1 ⊕ · · · ⊕ Wj ⊕ {0V } ⊕ · · · ⊕ {0V }) ∩ ({0V } ⊕ · · · ⊕ Wj+1 ⊕ · · · ⊕ {0V })
= {0V } ⊕ · · · ⊕ {0V }.

Φは線形同型であるから, 次が成り立つことが分かる.

(W1 + · · ·+ Wj) ∩ Wj+1

= Φ((W1 ⊕ · · · ⊕ Wj ⊕ {0V } ⊕ · · · ⊕ {0V }) ∩ ({0V } ⊕ · · · ⊕ Wj+1 ⊕ · · · ⊕ {0V }))
= Φ({0V } ⊕ · · · ⊕ {0V }) = {0V }.

以上により, (ii)が示された.

(十分性). (1.90)で与えられる写像 Φが線形同型写像であることを示せばよい. まず,

線形写像であることを確認する. v = (v1, . . . vm), v′ = (v′
1, . . . , v

′
m) ∈ V1 ⊕ · · ·⊕ Vmについ

て, 次が成り立つ.

Φ(v + v′) = Φ(v1 + v′
1, . . . , vm + v′

m) = (v1 + v′
1) + · · ·+ (vm + v′

m)

= (v1 + · · ·+ vm) + (v′
1 + · · · + v′

m) = Φ(v) + Φ(v′).

また, c ∈ Cとするとき, 次が成り立つ.

Φ(cv) = Φ(cv1, . . . , cvm) = cv1 + · · ·+ cvm

= c(v1 + · · ·+ vm) = cΦ(v).
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従って, Φは線形写像である. また, Φ(W1 ⊕ · · ·⊕Wm) = W1 + · · ·+ Wm ⊂ V であるから,

(i)より Φは全射である.

ここで, Φが単射であることを示す. そのために, Ker Φ = {0V }⊕· · ·⊕{0V }であることを
示す. v = (v1, . . . , vm) ∈ KerΦ ⊂ W1 ⊕ · · ·⊕Wmとする. すると, 0V = v1 + · · ·+ vm ∈ V .

いま, v �= (0V , . . . , 0V )とし, vj �= 0V となる整数 j のうち最大のものを j0 とする. す

ると, j0 < k ≤ mのとき vj = 0V である. j0 ≥ 2のとき, v1 + · · · + vj0−1 = −vj0 ∈
(W1 + · · ·+ Wj0−1) ∩ Wj0 = {0V }となり, vj0 = 0V が成り立つが, これは j0のとり方に反

する. よって, j0 = 1となるが, このとき, 0V = Φ(v) = v1となり, これも j0のとり方に反

する. 従って, Ker Φ = {0V }⊕ · · · ⊕ {0V }である. このことを用いて, Φが単射であること

を示す. v = (v1, . . . , vm), v′ = (v′
1, . . . , v

′
m) ∈ W1 ⊕ · · · ⊕ Wmとし, Φ(v) = Φ(v′)であると

する. すると, Φが線形写像であるから, −Φ(v′) = Φ(−v′)である. よって,

0V = Φ(v) − Φ(v′) = Φ(v − v′).

Ker Φ = {0V }⊕ · · ·⊕ {0V }であるから, v − v′ = (0V , . . . , 0V ) ∈ W1 ⊕ · · ·⊕Wmとなる. ゆ

えに, vj = v′
j (1 ≤ j ≤ m)であり, v = v′であることが分かる. 従って, Φは単射である.

問 1.85 V = C2とし, W1, W2, W3を以下で与えられる V の部分 vector空間とする.

W1 =

{(
z

0

)
∈ C2 ; z ∈ C

}
, W2 =

{(
0

z

)
∈ C2 ; z ∈ C

}
, W3 =

{(
z

z

)
∈ C2 ; z ∈ C

}
.

(1) W1 + W2 + W3 = V かつWj ∩ Wk = {0V } (1 ≤ j, k ≤ 3, j �= k)となることを示せ.

(2) 線形写像Ψ : W1 ⊕W2 ⊕W3 � (v1, v2, v3) �→ v1 + v2 + v3 ∈ V は線形同型写像でない

ことを示せ.

続いて, 複素 vector空間上の内積について述べる.

定義 1.86 V をC上の vector空間とする. このとき, V 上の (複素) 内積とは, 次の性質を

みたす写像 〈·, ·〉 : V × V −→ Cのことである.

(i) 任意の v ∈ V について 〈v, v〉 ≥ 0であり, 〈v, v〉 = 0であることと, v = 0であること

は同値である.

(ii) v, v′, w ∈ V および c ∈ Cについて, 次のことが成り立つ.

〈v + v′, w〉 = 〈v, w〉+ 〈v′, w〉 (1.91)

〈cv, w〉 = c〈v, w〉. (1.92)

(iii) v, w ∈ V について, 〈v, w〉 = 〈w, v〉が成り立つ.

(複素)内積が与えられているC上の vector空間を (複素)内積空間, あるいは, (複素)計量

vector空間と呼ぶ.
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(ii), (iii)より, v, w, w′ ∈ V , c ∈ Cについて, 次のことが成り立つ.

〈v, w + w′〉 = 〈v, w〉+ 〈v, w′〉, (1.93)

〈v, cw〉 = c〈v, w〉. (1.94)

(1.91)∼(1.94)の性質を半双線形性, (iii)の性質をHermite性という.

V 上の (複素)内積を用いて, V 上の normを次のように定義することができる.

‖v‖ =
√
〈v, v〉, v ∈ V. (1.95)

任意の v ∈ V について, ‖v‖ ≥ 0であり, (i)より ‖v‖ = 0であることと, v = 0であること

は同値である.

例 1.87 nを正整数とし, V = Cnとする. このとき, x =

⎛⎜⎝x1

...

xn

⎞⎟⎠, y =

⎛⎜⎝y1

...

yn

⎞⎟⎠ ∈ Cnに対し

て, 〈x, y〉 ∈ Cを次で与える.

〈x, y〉 =

n∑
j=1

xjyj = x1y1 + · · · + xnyn. (1.96)

すると, 〈·, ·〉はCn上の複素内積になる. この内積をCn上の標準内積と呼ぶ. この内積か

ら得られるC上の normは, 次のものである.

‖x‖ =

√√√√ n∑
j=1

|xj |2 =
√

|x1|2 + · · · + |xn|2, x =

⎛⎜⎝x1

...

xn

⎞⎟⎠ ∈ Cn. (1.97)

次の補題は, 内積空間を扱う上で, 大変重要なものである.

補題 1.88 V を C上の vector空間, 〈·, ·〉を V 上の (複素)内積とし, ‖ · ‖を内積 〈·, ·〉か
ら得られる normとする. このとき, 任意の v, v′ ∈ V について, 次の不等式が成り立つ

(Schwarzの不等式).

|〈v, v′〉| ≤ ‖v‖‖v′‖. (1.98)

証明. v = 0のときは, ‖v‖ = 0であり, v = 0 = 0 · vであることより, 次が得られる.

〈v, v′〉 = 〈0 · v, v′〉 = 0 · 〈v, v′〉 = 0.

ゆえに, この不等式は成り立つ. いま, v �= 0とする. すると, ‖v‖ �= 0である. ところで,

任意の複素数 λ ∈ Cについて, 次が成り立つ.

0 ≤ ‖λv + v′‖2 = 〈λv + v′, λv + v′〉 = |λ|2〈v, v〉 + λ〈v, v′〉 + λ〈v′, v〉 + 〈v′, v′〉
= |λ|2‖v‖2 + λ〈v, v′〉 + λ〈v′, v〉 + ‖v′‖2.
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そこで, λ = −〈v′, v〉
‖v‖2

とする. すると, 〈v′, v〉 = 〈v, v′〉より, 次が得られる.

0 ≤ |〈v′, v〉|2
‖v‖4

‖v‖2 − 〈v′, v〉
‖v‖2

〈v, v′〉 − 〈v, v′〉
‖v‖2

〈v′, v〉 + ‖v′‖2

= −|〈v, v′〉|2
‖v‖2

+ ‖v′‖2.

従って, |〈v, v′〉|2 ≤ ‖v‖2‖v′‖2が得られる.

この補題により, 次の命題が得られる.

命題 1.89 V をC上の vector空間, 〈·, ·〉を V 上の (複素)内積, ‖ · ‖を 〈·, ·〉から得られる
normとする. このとき, 次のことが成り立つ.

(i) 任意の v ∈ V について, ‖v‖ ≥ 0であり, ‖v‖ = 0であることと, v = 0であることは

同値である.

(ii) 任意の v ∈ V および c ∈ Cについて, ‖cv‖ = |c|‖v‖が成り立つ.

(iii) 任意の v, v′ ∈ V について, ‖v + v′‖ ≤ ‖v‖ + ‖v′‖が成り立つ (三角不等式).

証明. (i)は既に確認している. いま, v ∈ V , c ∈ Cとする. すると, 次が得られる.

‖cv‖2 = 〈cv, cv〉 = cc〈v, v〉 = |c|2‖v‖2.

ゆえに, (ii)が得られる. 次に, v, v′ ∈ V とする. すると, 次が成り立つ.

‖v + v′‖2 = 〈v + v′, v + v′〉 = 〈v, v〉 + 〈v, v′〉 + 〈v′, v〉 + 〈v′, v′〉
= ‖v‖2 + 2Re〈v, v′〉 + ‖v′‖2.

一般に, 複素数 λ ∈ Cについて, Reλ ≤ |Reλ| ≤ |λ|が成り立つ. このことと, Schwarzの不

等式を用いると, 次が得られる.

‖v + v′‖2 = ‖v‖2 + 2Re〈v, v′〉 + ‖v′‖2

≤ ‖v‖2 + 2|〈v, v′〉| + ‖v′‖2

≤ ‖v‖2 + 2‖v‖‖v′‖ + ‖v′‖2 = (‖v‖ + ‖v′‖)2.

従って, (iii)が成り立つことが分かる.

続いて, 内積空間の元を扱いやすくするための重要な概念の一つである, 正規直交基底

について述べる.

定義 1.90 V をC上の vector空間, 〈·, ·〉を V 上の (複素)内積とし, ‖ · ‖を 〈·, ·〉から得ら
れる normとする. このとき, V の vector {v1, . . . , vm} ⊂ V ( mは正整数)が V の直交系
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であるとは, vj �= 0 (1 ≤ j ≤ m)であり, 1 ≤ j, k ≤ mかつ j �= kなる整数 j, kについて,

〈vj, vk〉 = 0が成り立つことである. そして, {v1, . . . , vm} ⊂ V が V の正規直交系であると

は, 直交系であり, かつ 1 ≤ j ≤ mなる任意の整数 jについて, ‖vj‖ = 1が成り立つことで

ある. さらに, V が有限次元であり, dim V = n (nは正整数)であるとき, {v1, . . . , vn} ⊂ V

が V の正規直交基底であるとは, 正規直交系であり, かつ V の基底であることである.

{v1, . . . , vm} ⊂ V が V の正規直交系であることは, Kroneckerの deltaを用いると, 次の

ように表される.

〈vj, vk〉 = δj,k =

{
1, j = k,

0, j �= k.
(1.99)

このことより, 複素内積空間の有限個の vectorからなる正規直交系は, 線形独立であるこ

とが分かる. 実際, {v1, . . . , vm} ⊂ V を V の正規直交系, a1, . . . , am ∈ Cとし, 次が成り

立っているとする.

a1v1 + · · ·+ amvm = 0.

このとき, 1 ≤ j ≤ mなる任意の整数 jについて, 次が得られる.

0 = 〈a1v1 + · · ·+ amvm, vj〉 = a1〈v1, vj〉 + · · · + am〈vm, vj〉
= a1δ1,j + · · ·+ amδm,j = aj .

これは, {v1, . . . , vm}が線形独立であることを意味している.

ここで, 複素 vector空間 V の有限個の vector v1, . . . , vm ∈ V に対して, V の次の部分

vector空間を考える.

Span(v1, . . . , vm) = {a1v1 + · · ·+ amvm ∈ V ; a1, . . . , am ∈ C}. (1.100)

この部分 vector空間を v1, . . . , vmが生成する部分 vector空間と呼ぶ.

有限次元複素内積空間には, 正規直交基底が存在することが, 次の定理より分かる.

定理 1.91 V をC上の有限次元 vector空間, dim V = n > 0とし, 〈·, ·〉を V 上の内積, ‖ · ‖
を 〈·, ·〉から得られる normとする. いま, {w1, . . . , wn} ⊂ V を V の基底とする. このとき,

V の正規直交基底 {v1, . . . , vn} ⊂ V で, 1 ≤ j ≤ nなる任意の整数 jについて, 次が成り立

つものが存在する (Gram-Schmidtの直交化法).

Span(v1, . . . , vj) = Span(w1, . . . , wj). (1.101)
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証明. まず, w1 �= 0であるから, ‖w1‖ �= 0. そこで, v1 ∈ V を v1 =
w1

‖w1‖ とする. する

と, 次が得られる.

‖v1‖ =

∥∥∥∥ w1

‖w1‖
∥∥∥∥ =

1

‖w1‖‖w1‖ = 1.

次に, {w1, w2} ⊂ V は線形独立であるから, {v1, w2}も線形独立である. いま, v′
2 ∈ V を

次で与える.

v′
2 = w2 − 〈w2, v1〉v1.

{v1, w2}は線形独立であるから, v′
2 �= 0. ゆえに, ‖v′

2‖ �= 0である. さらに, 次が得られる.

〈v1, v
′
2〉 = 〈v1, w2 − 〈w2, v1〉v1〉 = 〈v1, w2〉 − 〈w2, v1〉〈v1, v1〉

= 〈v1, w2〉 − 〈v1, w2〉 · 1 = 0.

そこで, v2 ∈ V を v2 =
v′
2

‖v′
2‖
とする. すると, v1と同様にして, ‖v2‖ = 1が得られる. ゆえ

に, {v1, v2} ⊂ V は V の正規直交系である.

このような操作を繰り返して, 1 ≤ m ≤ nなる整数mに対して, 1 ≤ j ≤ mなる任意の

整数 jについて (1.101)が成り立つ V の正規直交系 {v1, . . . , vm} ⊂ V が得られることを,

mに関する帰納法により示す. m = 1のときは, v1はw1の 0でない scalar倍であるから,

Span(v1) = Span(w1)となり, 主張が成り立つ. そこで, 1 < m ≤ nとし, m − 1まで主張

が成り立つと仮定する. ここで, {v1, . . . , vm−1, wm} ⊂ V が線形独立であることを示す. い

ま, a1, . . . , am ∈ Cとし, 次が成り立つとする.

a1v1 + · · ·+ am−1vm−1 + amwm = 0.

もし, am �= 0であれば, 次が成り立つ.

wm = − a1

am
v1 − · · · − am−1

am
vm−1 ∈ Span(v1, . . . , vm−1) = Span(w1, . . . , wm−1).

これは, {w1, . . . , wm}が線形独立であることに反する. ゆえに, am = 0となる. すると, 次

が成り立つ.

a1v1 + · · ·+ am−1vm−1 = 0.

帰納法の仮定により, {v1, . . . , vm−1}は線形独立である. よって, a1 = · · · = am−1 = 0が

得られる. 従って, {v1, . . . , vm−1, wm} ⊂ V は線形独立である. そこで, v′
m ∈ V を次で与

える.

v′
m = wm −

m−1∑
j=1

〈wm, vj〉vj.
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{v1, . . . , vm−1, wm} ⊂ V は線形独立であるから, v′
m �= 0. ゆえに, ‖v′

m‖ �= 0である. さら

に, 1 ≤ k ≤ m − 1なる任意の整数 kに対して, 次が得られる.

〈vk, v
′
m〉 =

〈
vk, wm −

m−1∑
j=1

〈wm, vj〉vj

〉
= 〈vk, wm〉 −

m−1∑
j=1

〈wm, vj〉〈vj, vk〉

= 〈vk, wm〉 −
m−1∑
j=1

〈vj, wm〉δj,k = 〈vk, wm〉 − 〈vk, wm〉 = 0.

そこで, vm ∈ V を vm =
v′

m

‖v′
m‖
とする. すると, 今までと同様にして, ‖vm‖ = 1となり,

{v1, . . . , vm} ⊂ V は正規直交系である. あとは, j = mのとき (1.101)が成り立つことを示

せばよい. v′
mの定義から, v′

m ∈ Span(v1, . . . , vm−1, wm)である. また, 帰納法の仮定より,

Span(v1, . . . , vm−1) = Span(w1, . . . , wm−1)であるから, 次が成り立つ.

v1, . . . , vm−1 ∈ Span(w1, . . . , wm−1) ⊂ Span(w1, . . . , wm−1, wm).

明らかに, wm ∈ Span(w1, . . . , wm−1, wm)であるから, 次が得られる.

Span(v1, . . . , vm−1, wm) ⊂ Span(w1, . . . , wm−1, wm).

これより, v′
m ∈ Span(v1, . . . , vm−1, wm) ⊂ Span(w1, . . . , wm−1, wm)となるから, 次が成り

立つことが分かる.

Span(v1, . . . , vm−1, v
′
m) ⊂ Span(w1, . . . , wm−1, wm).

逆に, wm = v′
m +

m−1∑
j=1

〈wm, vj〉vjであるから, wm ∈ Span(v1, . . . , vm−1, v
′
m)である. さらに,

帰納法の仮定より, 次が得られる.

w1, . . . , wm−1 ∈ Span(v1, . . . , vm−1) ⊂ Span(v1, . . . , vm−1, v
′
m).

従って, 次が成り立つことが分かる.

Span(w1, . . . , wm−1, wm) ⊂ Span(v1, . . . , vm−1, v
′
m).

ゆえに, 次が得られる.

Span(v1, . . . , vm−1, v
′
m) = Span(w1, . . . , wm−1, wm).

ところで, vmは v′
mの 0でない scalar倍である. このことから, Span(v1, . . . , vm−1, vm) =

Span(v1, . . . , vm−1, v
′
m)が成り立つ. よって, 次が成り立つことが分かる.

Span(v1, . . . , vm−1, vm) = Span(w1, . . . , wm−1, wm).
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以上により, mでも主張が成り立つことが分かる. 特に, m = nのときも成り立つ.

ところで, dim V = nであり, V の正規直交系 {v1, . . . , vn} ⊂ V は線形独立であるから,

{v1, . . . , vn}も V の基底である. 従って, 1 ≤ j ≤ nなる任意の整数 jについて, (1.101)が

成り立つ正規直交基底 {v1, . . . , vn} ⊂ V が存在することが示された.

問 1.92 V を C上の有限次元 vector空間, dim V = n > 0, 〈·, ·〉を V 上の (複素)内積と

し, {v1, . . . , vn}を V の正規直交基底とする.

(1) {w1, . . . , wn}を, 定理 1.91の証明で与えられている方法で {v1, . . . , vn} ⊂ V から得ら

れる V の正規直交基底とするとき, vj = wj (1 ≤ j ≤ n)が成り立つことを示せ.

(2) より一般に, (1.101)をみたす V の任意の正規直交基底 {w1, . . . , wn}に対して, |λj| =

1 (1 ≤ j ≤ n)なる複素数 λ1, . . . , λn ∈ Cが存在して, wj = λjvj ( 1 ≤ j ≤ n)が成り立つ

ことを示せ.

ここで, 内積に整合する直和空間の概念を導入する.

命題 1.93 mを正整数, V1, . . . , VmをC上の有限次元 vector空間とし, 〈·, ·〉j (1 ≤ j ≤ m)

を Vjの (複素)内積とする.

(1) V1, . . . , Vmの直和 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vmの元 v = (v1, . . . , vm), v′ = (v′
1, . . . , v

′
m) ∈ V に

ついて, 〈v, v′〉 ∈ Cを次のように定義する.

〈v, v′〉 =
m∑

j=1

〈vj, v
′
j〉j = 〈v1, v

′
1〉1 + · · ·+ 〈vm, v′

m〉m. (1.102)

このとき, 〈·, ·〉は V 上の (複素)内積である.

(2) 1 ≤ j ≤ mなる整数 j について, Vj を V の部分 vector空間とみなす. このとき,

1 ≤ j, k ≤ mかつ j �= kなる整数 j, kについて, vj ∈ Vj, vk ∈ Vkならば, 〈vj, vk〉 = 0が成

り立つ.

証明. (1) 定義1.86における (i), (ii), (iii)が成り立つことを示せばよい. まず, (i)を示す.

v = (v1, . . . , vm) ∈ V = V1⊕· · ·⊕Vmについて, vj ∈ Vj (1 ≤ j ≤ m)であり, 〈·, ·〉jはVj上の

(複素)内積であるから, 〈vj, vj〉j ≥ 0. よって, 〈v, v〉 = 〈v1, v1〉1+ · · ·+〈vm, vm〉m ≥ 0+ · · ·+
0 = 0となる. また, v = (v1, . . . , vm) = 0V = (0V1 , . . . , 0Vm) ∈ V (0Vj

∈ Vj (1 ≤ j ≤ m)は

Vjの零 vector)とすると, 1 ≤ j ≤ mなる任意の整数 jについて, 〈vj, vj〉j = 0が成り立つ.

よって, 〈v, v〉 = 〈v1, v1〉1 + · · ·+ 〈vm, vm〉m = 0となる. 逆に, v = (v1, . . . , vm) ∈ V につい

て, 〈v, v〉 = 0が成り立つとする. すると, 0 = 〈v, v〉 = 〈v1, v1〉1 + · · · + 〈vm, vm〉mとなる
が, 1 ≤ j ≤ mなる任意の整数 jについて 〈vj, vj〉j ≥ 0であるから, 次が成り立つことが分

かる.

〈v1, v1〉1 = · · · = 〈vm, vm〉m = 0.
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〈·, ·〉j (1 ≤ j ≤ m)は Vjの (複素)内積であるから, vj = 0Vj
(1 ≤ j ≤ m)となる. 従って,

v = (v1, . . . , vm) = (0V1, . . . , 0Vm) = 0V ∈ V が得られる.

続いて, (ii)を示す. v = (v1, . . . , vm), v′ = (v′
1, . . . , v

′
m), w = (w1, . . . , wm) ∈ V とし,

c ∈ Cとする. すると, v + v′ = (v1 + v′
1, . . . , vm + v′

m), cv = (cv1, . . . , cvm)である. よって,

次が得られる.

〈v + v′, w〉 = 〈v1 + v′
1, w1〉1 + · · · + 〈vm + v′

m, wm〉m
= (〈v1, w1〉1 + 〈v′

1, w1〉1) + · · ·+ (〈vm, wm〉m + 〈v′
m, wm〉m)

= (〈v1, w1〉1 + · · · + 〈vm, wm〉m) + (〈v′
1, w1〉1 + · · · + 〈v′

m, wm〉m)

= 〈v, w〉+ 〈v′, w〉,
〈cv, w〉 = 〈cv1, w1〉1 + · · · + 〈cvm, wm〉m

= c〈v1, w1〉1 + · · · + c〈vm, wm〉m
= c(〈v1, w1〉1 + · · · + 〈vm, wm〉m)

= c〈v, w〉.

従って, (ii)が成り立つ. 最後に, (iii)が成り立つことを示す. v = (v1, . . . , vm), w =

(w1, . . . , wm) ∈ V とするとき, 1 ≤ j ≤ mなる任意の整数 jについて, 〈·, ·〉jが Vjの (複素)

内積であることより, 〈vj , wj〉j = 〈wj, vj〉jが成り立つ. 従って, 次が得られる.

〈v, w〉 = 〈v1, w1〉1 + · · · + 〈vm, wm〉m
= 〈w1, v1〉1 + · · · + 〈wm, vm〉m
= 〈w1, v1〉1 + · · · + 〈wm, vm〉m = 〈w, v〉.

(2) いま, 1 ≤ j < k ≤ mとする. すると, vj ∈ Vj は V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm の元と

しては, vj = (0V1 , . . . , vj, . . . , 0Vk
, . . . , 0Vm)と表される. 同様にして, vk ∈ Vk は vk =

(0V1 , . . . , 0Vj
, . . . , vk, . . . , 0Vm)と表される. 従って, 次が成り立つ.

〈vj, vk〉 = 〈(0V1, . . . , vj, . . . , 0Vk
, . . . , 0Vm), (0V1, . . . , 0Vj

, . . . , vk, . . . , 0Vm)〉
= 〈0V1, 0V1〉1 + · · ·+ 〈vj, 0Vj

〉j + · · ·+ 〈0Vk
, vk〉k + · · · + 〈0Vm, 0Vm〉m

= 0 + · · ·+ 0 + · · ·+ 0 + · · ·+ 0 = 0.

1 ≤ k < j ≤ mでも同様である.

定義 1.94 mを正整数, V1, . . . , VmをC上の有限次元 vector空間, 〈·, ·〉j (1 ≤ j ≤ m)を

Vj上の (複素)内積とし, V = V1 ⊕· · ·⊕Vmを V1, . . . , Vmの直和とする. このとき, (1.102)

で定義される (複素)内積を V 上に与えたものを, V1, . . . , Vmの直交直和と呼ぶ.

59



命題 1.102における (ii)は, Vj⊥Vk (1 ≤ j, k ≤ m, j �= k)と表される.

vector空間で直和分解を定義したが, 元の vector空間に内積が与えられているときは,

その内積に整合する分解が考えられる.

定義 1.95 V をC上の有限次元vector空間, 〈·, ·〉をV 上の (複素)内積とし, W1, . . . , Wm ⊂
V (mは正整数)を V の部分 vector空間とする. このとき, W1 ⊕ · · · ⊕ Wmが V の直交分

解であるとは, 次の条件が成り立つことである.

(i) vector空間として, V = W1 + · · ·+ Wmである.

(ii) 1 ≤ j, k ≤ mかつ j �= kなる整数 j, kについて, 任意の vj ∈ Wj, vk ∈ Wkに対して,

〈vj, vk〉 = 0が成り立つ.

補題 1.96 V をC上の有限次元 vector空間, 〈·, ·〉を V 上の (複素)内積, W1, . . . , Wm ⊂ V

(mは正整数)を定義 1.95における (i), (ii)をみたす部分 vector空間とする. このとき, V

は vector空間として V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wmと直和分解される.

証明. 命題 1.84における (i), (ii)をみたすことを示せばよい. ところが, 命題 1.84にお

ける (i)は定義 1.95における (i)と同じであるから, 命題 1.84における (ii)を示せば十分で

ある.

いま, jを 1 ≤ j ≤ m − 1なる整数とし, v ∈ (W1 + · · · + Wj) ∩ Vj+1とする. すると,

v = v1 + · · · + vj (vk ∈ Wk, 1 ≤ k ≤ j)と表される. ここで, 1 ≤ k ≤ jのとき, k �= j + 1

であり, v ∈ Wj+1であるから, 定義 1.95における (ii)より, 〈vk, v〉 = 0となる. ゆえに, 次

が成り立つ.

〈v, v〉 = 〈v1 + · · ·+ vj , v〉 = 〈v1, v〉 + · · ·+ 〈vj , v〉 = 0 + · · ·+ 0 = 0.

よって, v = 0となる. ゆえに, (W1 + · · ·+ Wm) ∩ Wj+1 = {0}となり, 命題 1.84における

(ii)が成り立つ. 従って, V は vector空間として V = W1 ⊕ · · · ⊕Wmと直和分解される.

例 1.97 nを正整数, V = Cnとし, 〈·, 〉を Cn上の標準内積とする. ここで, 1 ≤ j ≤ n

なる任意の整数 jについて, ej =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
...

1
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Cn (第 j成分が 1, 他の成分が 0)を基本 vector

とし, Wj = Cej = {cej ∈ Cn ; c ∈ C} ⊂ Cnとする. すると, vector空間として V =

W1 ⊕ · · · ⊕ Wnである. また, 1 ≤ j < k ≤ mなる整数 j, kについて, vj ∈ Vj, vk ∈ Vkと
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すると, 複素数 cj, ck ∈ Cが存在して, vj = cjej, vk = ckekと表される. ゆえに, 次が成り

立つ.

〈vj , vk〉 = 〈cjej, ckek〉
= 0 · 0 + · · ·+ cj · 0 + · · ·+ 0 · ck + · · · + 0 · 0
= 0 + · · ·+ 0 + · · · + 0 + · · ·+ 0 = 0.

同様にして, 1 ≤ k < j ≤ nであるときも, 〈vj , vk〉 = 0 (vj ∈ Vj, vk ∈ Vk)が成り立つ.

従って, V は V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wnと直交分解される.

問 1.98 V = C2とし, W1, W2 ⊂ C2を次で与えられる部分 vector空間とする.

W1 =

{(
z

0

)
∈ C2 ; z ∈ C

}
, W2 =

{(
z

z

)
∈ C2 ; z ∈ C

}
.

このとき, V = C2は vector空間として V = W1 ⊕W2と直和分解されるが, この分解は直

交分解でないことを示せ.

ここで, (複素)内積が与えられた有限次元複素 vector空間について, 任意の部分 vector

空間に対して, 特別な補空間が存在することを示す.

定理 1.99 V をC上の有限次元 vector空間, dim V = n > 0, 〈·, ·〉を V 上の (複素)内積と

し, W ⊂ V を V の部分 vector空間とする. いま, 次で与えられる V の部分集合をW⊥と

表すことにする.

W⊥ = {v ∈ V ; 〈v, w〉 = 0, w ∈ W}. (1.103)

(1) W⊥ ⊂ V は V の部分 vector空間である.

(2) V は V = W ⊕ W⊥と直交分解される.

このW⊥をW の直交補空間と呼ぶ.

証明. (1) v, v′ ∈ W⊥, c ∈ Cとする. このとき, 任意のw ∈ W について, 次が成り立つ.

〈v + v′, w〉 = 〈v, w〉 + 〈v′, w〉 = 0 + 0 = 0,

〈cv, w〉 = c〈v, w〉 = c · 0 = 0.

ゆえに, v + v′, cv ∈ W⊥である. また, V の零 vector 0V ∈ V について, 〈0V , w〉 = 0である

から, 0V ∈ W⊥である. 従って, W⊥ ⊂ V は V の部分 vector空間である.

(2) まず, V が vector空間として V = W ⊕ W⊥ と直和分解されることを示す. いま,

61



dim W = m (0 ≤ m ≤ n)とする. m = 0とすると, W = {0V }であるから, 任意の

v ∈ V について, 〈v, 0V 〉 = 0となる. 従って, W⊥ = V であり, V は vector空間として,

V = W ⊕W⊥と直和分解される. m = nのときは, W = V であるが, v ∈ W⊥とすると,任

意のw ∈ W = V について 〈v, w〉 = 0となる. 特に, w = vとすると, 〈v, v〉 = 0となるから,

v = 0V が成り立つ. 従って, W⊥ = {0V }となり, V はvector空間としてV = W ⊕W⊥と直

和分解される. そこで, 1 ≤ m ≤ n−1とする. このとき, V 上の (複素)内積 〈·, ·〉をW 上の

制限したものを 〈·, ·〉Wとすると, 〈·, ·〉WはW 上の (複素)内積になる. W は有限次元である

から,定理1.91より, Wの (複素)内積 〈·, ·〉Wに関する正規直交基底{w1, . . . , wm} ⊂ Wが存

在する. 〈·, ·〉W は 〈·, ·〉の制限であるから, {w1, . . . , wm} ⊂ W ⊂ V は V の (複素)内積 〈·, ·〉
に関する正規直交系である. 特に, {w1, . . . , wm}は線形独立である. そこで, {w1, . . . , wm}
に vectorを加えて, {w1, . . . , wm, wm+1, . . . , wn} ⊂ V が V の基底であるようにする. この

{w1, . . . , wn}から, 定理 1.91の証明にて与えられた方法により得られる V の正規直交基底

を {v1, . . . , vn} ⊂ V とする. すると, Span(v1, . . . , vm) = Span(w1, . . . , wm) = W であり,

{w1, . . . , wm} ⊂ W は正規直交系であるから, 問 1.92 (i)により, vj = wj (1 ≤ j ≤ m)が

成り立つ. ここで, V の部分 vector空間W ′ ⊂ V を次のものとする.

W ′ = Span(vm+1, . . . , vn).

すると,明らかにV はV = W⊕W ′と直和分解される. そこで, W⊥ = W ′が成り立つことを

示す. まず, W ′ ⊂ W⊥を示す. v ∈ W ′とすると, v =
n∑

k=m+1

ckvk (ck ∈ C, m + 1 ≤ k ≤ n)

と表される. また, {v1, . . . , vm} ⊂ W はW の正規直交基底であり, 任意の w ∈ W は

w =

m∑
j=1

ajvj (aj ∈ C, 1 ≤ j ≤ m)と表される. ここで, {w1, . . . , wm, wm+1, . . . , wn} ⊂ V

は V の正規直交基底であるから, 1 ≤ j ≤ m, m + 1 ≤ k ≤ nなる整数 j, kについて,

〈vj, vk〉 = 0が成り立つ. ゆえに, 次が得られる.

〈v, w〉 =

〈
n∑

k=m+1

ckvk,

m∑
j=1

ajvj

〉
=

m∑
j=1

n∑
k=m+1

ckaj〈vk, vj〉 =

m∑
j=1

n∑
k=m+1

ckaj · 0 = 0.

従って, W ′ ⊂ W⊥が成り立つことが分かる. 続いて, W⊥ ⊂ W ′を示す. いま, v ∈ W⊥ ⊂ V

とする. すると, v =
n∑

j=1

bjvj (bj ∈ C, 1 ≤ j ≤ n)と表される. このとき, 1 ≤ k ≤ mな

る任意の整数 kについて, vk ∈ W であり, {v1, . . . , vn} ⊂ V は V の正規直交基底であるか

ら, 次が成り立つ.

0 = 〈v, vk〉 =

〈
n∑

j=1

bjvj, vk

〉
=

n∑
j=1

bj〈vj, vk〉 =

n∑
j=1

bjδj,k = bk.
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ゆえに, v ∈ Span(vm+1, . . . , vn)となり, W⊥ ⊂ W ′が得られる.

以上により, V の任意の部分 vector空間 W ⊂ V について, V は vector空間として

V = W ⊕W⊥と直和分解される. また, W⊥の定義より, 任意の v ∈ W⊥およびw ∈ W に

ついて, 〈v, w〉 = 0が成り立つ. 従って, V = W ⊕ W⊥は直交分解である.

vector空間の直交分解を用いて, 線形形式が内積を用いて表されることを示す.

補題 1.100 V をC上の有限次元vector空間, 〈·, ·〉をV 上の (複素)内積とし, f : V −→ C

を線形形式とする. このとき, 次が成り立つ vf ∈ V がただ 1つ存在する (Rieszの補題).

f(v) = 〈v, vf〉, v ∈ V. (1.104)

証明. まず, V 上の任意の線形形式 f について, f(v) = 〈v, vf〉 (v ∈ V )となる vf ∈ V

が存在することを示す. f = 0のときは, vf = 0V (零 vector)とすると, 〈v, 0V 〉 = 0 =

f(v) (v ∈ V )となる. そこで, f �= 0とする. すると, f の像 Imf ⊂ Cは {0}ではない
から, dim Im f = 1となる. ここで, dim V = nとすると, dim Kerf = n − 1となる.

よって, dim(Kerf)⊥ = 1である. ‖ · ‖を V の (複素)内積 〈·, ·〉から得られる normとし,

w0 ∈ (Kerf)⊥を ‖w0‖ = 1なる元とする. このとき, vf ∈ V を次のように定める.

vf = f(w0)w0.

ところで, V = Kerf ⊕ (Kerf)⊥であるから, 任意の v ∈ V について, v = v′ + cw0なる

v′ ∈ Kerf および c ∈ Cがただ 1つずつ存在する. よって, 次が成り立つ.

〈v, vf〉 = 〈v, f(w0)w0〉 = f(w0)〈v, w0〉 = f(w0)〈v′ + cw0, w0〉
= f(w0)(〈v′, w0〉 + c〈w0, w0〉) = f(w0) · (0 + c · 1) = cf(w0).

また, v′ ∈ Kerf であるから, 次が成り立つ.

f(v) = f(v′ + cw0) = f(v′) + cf(w0) = cf(w0).

よって, f(v) = 〈v, vf〉 (v ∈ V )となることが分かる.

次に, f(v) = 〈v, vf〉 (v ∈ V )なる vf ∈ V はただ 1つであることを示す. いま, f(v) =

〈v, w〉 (v ∈ V )が成り立つとする. すると, 任意の v ∈ V について, 次が成り立つ.

〈v, vf − w〉 = 〈v, vf〉 − 〈v, w〉 = f(v) − f(v) = 0.

特に, v = vf −wとすると, 0 = 〈vf −w, vf −w〉となるから, vf −w = 0V となり, w = vf

が得られる.

ここで, 内積と線形写像の関係を考える. そのために, 内積と深く関係する, 行列に関す

る操作を与える.
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定義 1.101 m,nを正整数とし, A =

⎛⎜⎝a1,1 · · · a1,n

...
...

am,1 · · · am,n

⎞⎟⎠を複素 (m, n)行列とする. この

とき, 次で与えられる複素 (n, m)行列をAの随伴行列と呼び, A∗と表す.

A∗ = tA =

⎛⎜⎝a1,1 · · · am,1

...
...

a1,n · · · am,n

⎞⎟⎠ . (1.105)

問 1.102 l, m, nを正整数とする.

(1) Aを複素 (m, n)行列とするとき, (A∗)∗ = Aとなることを示せ.

(2) A, Bを複素 (m, n)行列とし, c ∈ Cとするとき, 次が成り立つことを示せ.

(A + B)∗ = A∗ + B∗,

(cA)∗ = cA∗.

(3) A, Bをそれぞれ複素 (l, m)行列, 複素 (m, n)行列とする. このとき, (AB)∗ = B∗A∗

が成り立つことを示せ.

内積が与えられた有限次元 vector空間上の線形写像に対して, その内積により新たな線

形写像が定義される.

定理 1.103 V, WをC上の有限次元vector空間, 〈·, ·〉V , 〈·, ·〉WをそれぞれV , W上の (複素

)内積とし, f : V −→ W を線形写像とする. このとき, 次をみたす線形写像 g : W −→ V

がただ 1つ存在する.

〈f(v), w〉W = 〈v, g(w)〉V , v ∈ V, w ∈ W. (1.106)

この gを f の随伴写像と呼び, g = f ∗と表す.

証明. w ∈ W とし, V 上の写像 fw : V −→ Cを次で定義する.

fw(v) = 〈f(v), w〉W , v ∈ V. (1.107)

このとき, v, v′ ∈ V , c ∈ Cについて, 次が成り立つ.

fw(v + v′) = 〈f(v + v′), w〉W = 〈f(v) + f(v′), w〉W
= 〈f(v), w〉W + 〈f(v′), w〉W = fw(v) + fw(v′),

fw(cv) = 〈f(cv), w〉W = 〈cf(v), w〉W
= c〈f(v), w〉W = cfw(v).
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ゆえに, fwは V 上の線形形式である. よって, 補題 1.100より, fw(v) = 〈v, vw〉V (v ∈ V )

が成り立つ vw ∈ V がただ 1つ存在する. このとき, g(w) = vw とする. すると, 任意の

v ∈ V , w ∈ W について, (1.106)が成り立つことが分かる. さらに, vwの一意性により,

(1.106)をみたす写像 g : W −→ V はただ 1つしか存在しない. ここで, gが線形写像であ

ることを示す. v ∈ V , w, w′ ∈ W であるとき, 次が成り立つ.

〈v, g(w + w′)〉V = 〈f(v), w + w′〉W = 〈f(v), w〉W + 〈f(v), w′〉W
= 〈v, g(w)〉V + 〈v, g(w′)〉V = 〈v, g(w) + g(w′)〉V .

よって, gの一意性により, g(w + w′) = g(w) + g(w′)となる. 次に, c ∈ Cとすると, 次が

得られる.

〈v, g(cw)〉V = 〈f(v), cw〉W = c〈f(v), w〉W = c〈v, g(w)〉V = 〈v, cg(w)〉V .

再び gの一意性より, g(cw) = cg(w)となる. 従って, gは線形写像である.

随伴写像は, 随伴行列と同様な性質をもつ.

命題 1.104 U, V, WをC上の有限次元vector空間とし,それぞれ (複素)内積 〈·, ·〉U , 〈·, ·〉V ,

〈·, ·〉W をもつとする.

(1) f : V −→ W を線形写像とする. このとき, (f ∗)∗ = f が成り立つ.

(2) f, g : V −→ W を線形写像とし, c ∈ Cとする. このとき, 次が成り立つ.

(f + g)∗ = f ∗ + g∗,

(cf)∗ = cf ∗.

(3) f : V −→ W , g : U −→ V をともに線形写像とする. このとき, (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗が

成り立つ.

証明. (1) f ∗はW から V への線形写像であるから, (f ∗)∗は V からW への線形写像で

ある. このとき, 任意の v ∈ V , w ∈ W について, 次が成り立つ.

〈w, (f ∗)∗(v)〉W = 〈f ∗(w), v〉V = 〈v, f ∗(w)〉V = 〈f(v), w〉W = 〈w, f(v)〉W .

ここで, (f ∗)∗は f ∗に対して一意的に定められるから, (f ∗)∗ = f となる.

(2) v ∈, w ∈ W について, 次が成り立つ.

〈v, (f + g)∗(w)〉V = 〈(f + g)(v), w〉W = 〈f(v) + g(v), w〉W
= 〈f(v), w〉W + 〈g(v), w〉W = 〈v, f ∗(w)〉V + 〈v, g∗(w)〉V
= 〈v, f ∗(w) + g∗(w)〉V = 〈v, (f ∗ + g∗)(w)〉V .
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f + gに対して, (f + g)∗は一意的であるから, (f + g)∗ = f ∗ + g∗が成り立つ. また, 次も

得られる.

〈v, (cf)∗(w)〉V = 〈(cf)(v), w〉W = 〈c(f(v)), w〉W = c〈f(v), w〉W
= c〈v, f ∗(w)〉V = 〈v, c(f ∗(w))〉V = 〈v, (cf ∗)(w)〉V .

cf に対して, (cf)∗は一意的であるから, (cf)∗ = cf ∗が成り立つことが分かる.

(3) f ◦ gは U からW への線形写像であるから, (f ◦ g)∗はW から U への線形写像であ

る. いま u ∈ U , w ∈ W とする. このとき, 次が成り立つ.

〈u, (f ◦ g)∗(w)〉U = 〈(f ◦ g)(u), w〉W = 〈f(g(u)), w〉W
= 〈g(u), f ∗(w)〉V = 〈u, g∗(f ∗(w))〉U = 〈u, (g∗ ◦ f ∗)(w)〉U .

f ◦ gに対して, (f ◦ g)∗は一意的であるから, (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗が成り立つ.

随伴写像と随伴表現は, 正規直交基底により関連づけられる.

命題 1.105 V, W を C上の有限次元 vector空間, dim V = n > 0, dim = m > 0とし,

〈·, ·〉V , 〈·, ·〉W をそれぞれ V, W 上の (複素)内積, {v1, . . . , vn} ⊂ V , {w1, . . . , wm} ⊂ W を

それぞれ V, W の正規直交基底とする. いま, f : V −→ W を線形写像とし, {v1, . . . , vn},
{w1, . . . , wm}に関する表現行列をAとする. このとき, f ∗ : W −→ V の {w1, . . . , wm},
{v1, . . . , vn}に関する表現行列はA∗である.

証明. A =

⎛⎜⎝a1,1 · · · a1,n

...
...

am,1 · · · am,n

⎞⎟⎠とする. すると, 1 ≤ k ≤ nなる任意の整数 kについて,

次が成り立つ.

f(vk) =

m∑
j=1

aj,kwj.

{w1, . . . , wm} ⊂ W はW の正規直交基底であるから, 1 ≤ j ≤ mなる任意の整数 jについ

て, 次が成り立つ.

〈f(vk), wj〉W =

〈
m∑

l=1

al,kwl, wj

〉
W

=
m∑

l=1

al,k〈wl, wj〉W =
m∑

l=1

δl,jal,k = aj,k.

ここで, f ∗ : W −→ V の表現行列をB =

⎛⎜⎝b1,1 · · · b1,m

...
...

bn,1 · · · bn,m

⎞⎟⎠とする. すると, 1 ≤ j ≤ m

なる整数 jについて, 次が成り立つ.

f ∗(wj) =

n∑
k=1

bk,jvk.
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{v1, . . . , vn} ⊂ V は V の正規直交基底であるから, Aと同様にして, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n

なる任意の整数 j, kについて, 次が得られる.

〈f ∗(wj), vk〉V = bk,j.

f ∗は f の随伴写像であるから, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ nなる任意の整数 j, k について,

〈vk, f
∗(wj)〉V = 〈f(vk), wj〉が成り立つから, 次が得られる.

bk,j = 〈f ∗(wj), vk〉V = 〈vk, f ∗(wj)〉V = 〈f(vk), wj〉W = aj,k.

従って, 次が成り立つことが分かる.

B =

⎛⎜⎝b1,1 · · · b1,m

...
...

bn,1 · · · bn,m

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝a1,1 · · · am,1

...
...

a1,n · · · am,n

⎞⎟⎠ = A∗.
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1.4 行列のなす群.

ここでは, 行列たちからなる群の例を挙げる.

定義 1.106 m,nを正整数, KをCまたはRとする. このとき, Kの元を成分としてもつ

(m, n)行列全体のなす vector空間をM(m, n, K)と表すことにする.

M(m, n, K) =

⎧⎪⎨⎪⎩A =

⎛⎜⎝a1,1 · · · a1,n

...
...

am,1 · · · am,n

⎞⎟⎠ ; aj,k ∈ K, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n

⎫⎪⎬⎪⎭ . (1.108)

特に, m = nのとき, M(m, n, K)を単にM(n, K)と表すことにする.

M(n, K) =

⎧⎪⎨⎪⎩A =

⎛⎜⎝a1,1 · · · a1,n

...
...

an,1 · · · an,n

⎞⎟⎠ ; aj,k ∈ K, 1 ≤ j, k ≤ n

⎫⎪⎬⎪⎭ . (1.109)

M(n, K)は単に体K上の vector空間というだけではなく, 通常の行列の積をとることを

乗法とする (非可換)環になる. このときの乗法の単位元は, 単位行列 Inである.

以下では, 特に断らない限り, M(n, K)およびその部分集合上の乗法は, 通常の行列の乗

法とする. M(n, K)自身は乗法に関して群ではないが, M(n, K)の部分集合で, 乗法に関

して閉じているものがある.

定理 1.107 nを正整数とし, KをCまたはRとする. ここで, M(n, K)の次の部分集合を

考える.

GL(n, K) = {A ∈ M(n, K) ; det A �= 0}. (1.110)

このとき, GL(n, K)は乗法に関して群をなす.

証明. A, B ∈ GL(n, K)とする. すると, det AB = det A det B �= 0となる. よっ

て, AB ∈ GL(n, K)が得られる. また, Aの余因子行列を Ãと表すとすると, AÃ =

ÃA = (det A)Inが成り立つ. ここで, det A �= 0であることより, B =
1

det A
Ãとおくと,

AB = BA = Inとなり, Aは逆行列B = A−1をもつ. このとき,

1 = det In = det(AA−1) = det A det A−1.

よって, det A−1 = (det A)−1 �= 0となり, A−1 ∈ GL(n, K)が成り立つ.

ここで, GL(n, K)における乗法が, 群の公理をみたすことを示す. M(n, K)における行

列の乗法は結合法則をみたすから, A, B, C ∈ M(n, K)について, (AB)C = A(BC)が成
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り立つ. また, n次単位行列 Inについて, det In = 1 �= 0であるから In ∈ GL(n, K)であ

り, InはM(n, K)における乗法に関する単位元であるから, 任意のA ∈ GL(n, K)に関し

てAIn = InA = Aが成り立つ. よって, InはGL(n, K)の乗法に関する単位元である. さ

らに, A ∈ GL(n, K)について, A−1 ∈ GL(n, K)であり, AA−1 = A−1A = Inが成り立つ.

ゆえに, A−1はAのGL(n, K)における乗法に関する逆元である.

以上により, GL(n, K)が乗法に関して群をなすことが示された.

定義 1.108 nを正整数, KをCまたはRとする. このとき, GL(n, K)を体K上の n次一

般線形群と呼ぶ. 特に, K = C, Rのとき, GL(n, C), GL(n, R)をそれぞれ n次複素一般

線形群, n次実一般線形群と呼ぶ.

G ⊂ M(n, K)を単位行列Inを単位元とする乗法に関する部分群とする. このとき,任意の

A ∈ Gについて, AB = BA = InなるB ∈ Gをとると, 1 = det In = det AB = det A detB

であるから, det A �= 0でなければならない. よって, G ⊂ GL(n, K)となる. 従って,

GL(n, K)はM(n, K)に含まれる Inを単位元とする最大の群であることが分かる.

それでは, GL(n, K)に含まれる群には, どのようなものがあるだろうか.

定理 1.109 nを正整数, KをCまたはRとする. いま, M(n, K)の次の部分集合を考える.

SL(n, K) = {A ∈ M(n, K) ; det A = 1}. (1.111)

明らかに, SL(n, K) ⊂ GL(n, K)である.

(1) SL(n, K)は乗法に関して群をなす.

(2) SL(n, K) ⊂ GL(n, K)はGL(n, K)の正規部分群である.

証明. (1) SL(n, K) ⊂ GL(n, K) であり, GL(n, K) は乗法に関して群であるから,

SL(n, K)が部分群であることを示せばよい. まず, A, B ∈ SL(n, K)とする. すると,

det AB = det A det B = 1 · 1 = 1であるから, AB ∈ SL(n, K)である. また, A ∈
SL(n, K)について, A ∈ SL(n, K) ⊂ GL(n, K)より, A−1 ∈ GL(n, K)である. さらに,

1 = det In = det AA−1 = (det A)(det A−1) = det A−1より, A−1 ∈ SL(n, K)である. 以上

により, SL(n, K)がGL(n, K)の部分群であることが分かり, 特に, 乗法に関して群をなす.

(2) A ∈ SL(n, K), B ∈ GL(n, K) とする. すると, det B−1 = (det B)−1 であるか

ら, det BAB−1 = (det B)(det A)(det B−1) = (det B)(det B)−1 = 1となり, BAB−1 ∈
SL(n, K)が成り立つ. 従って, SL(n, K)はGL(n, K)の正規部分群である.

注意 1.110 定理 1.109 (2)は次のように証明することもできる. Kの単元群K× = K \ {0}
は乗法に関して群をなす. いま, 行列 A ∈ M(n, K)に対して行列式 det Aをとる操作を,
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写像 det : M(n, K) −→ Kと考える. このとき, A ∈ GL(n, K)について, det A �= 0で

あるから, det A ∈ K \ {0} = K× である. そこで, 写像 detの定義域と終域をそれぞ

れGL(n, K), K×に制限したものを再び detで表すとすると, A, B ∈ GL(n, K)について

det AB = (det A)(det B)であるから, 写像 det : GL(n, K) −→ K× は準同型写像であ

る. ところで, 準同型写像 detの核 Ker(det)は GL(n, K)の正規部分群である. ここで,

Ker (det)を求めると, 次のようになる.

Ker (det) = {A ∈ GL(n, K) ; det A = 1} = SL(n, K).

従って, SL(n, K)はGL(n, K)の正規部分群である.

定義 1.111 nを正整数とし, KをCまたは Rとする. このとき, SL(n, K)を体K上の n

次特殊線形群と呼ぶ. 特に, K = C, Rのとき, それぞれ n次複素特殊線形群, n次実特殊

線形群と呼ぶ.

GL(n, K)の部分群には, 内積と深く関わるものがある.

定理 1.112 nを正整数とする. いま, M(n, C)の次の部分集合を考える.

U(n) = {A ∈ M(n, C) ; A∗A = In}, (1.112)

SU(n) = {A ∈ U(n) ; det A = 1} = U(n) ∩ SL(n, C). (1.113)

(1) U(n), SU(n)ともにGL(n, C)の部分群であり, SU(n)は SL(n, C)の部分群である.

(2) SU(n)は U(n)の正規部分群である.

証明. (1) A ∈ U(n)とすると, In = A∗Aより, 1 = det In = (det A∗)(det A)となるか

ら, det A �= 0である. ゆえに, A ∈ GL(n, C)が成り立つ. よって, U(n) ⊂ GL(n, C)であ

る. ここで, A, B ∈ U(n)とする. すると, (AB)∗ = B∗A∗であるから,

(AB)∗(AB) = (B∗A∗)(AB) = B∗(A∗A)B = B∗InB = B∗B = In.

よって, AB ∈ U(n)である. また, A ∈ U(n)について, A∗A = Inであるから, AA∗ = In

でもある. よって, A∗ = A−1であり, (A∗)∗ = Aであるから, 次が得られる.

In = AA∗ = (A∗)∗A∗ = (A−1)∗A−1.

ゆえに, A−1 = A∗ ∈ U(n)である. 従って, U(n)はGL(n, C)の部分群である. また, U(n),

SL(n, C) ⊂ GL(n, C)はともにGL(n, C)の部分群であるから, SU(n) = U(n) ∩ SL(n, C)

はGL(n, C)の部分群である. さらに, SU(n) ⊂ SL(n, C)であるから, SU(n)は SL(n, C)
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の部分群である.

(2) SU(n) ⊂ U(n)であり, SU(n)はGL(n, C)の部分群であるから, SU(n)は (n)の部分群

である. そこで, SU(n)がU(n)の正規部分群であることを示す. A ∈ SU(n), B ∈ U(n)と

する. すると, SU(n) ⊂ U(n)であるから, BAB−1 ∈ U(n)である. さらに, det BAB−1 =

(det B)(det A)(det B−1) = (det B)(det B)−1 = 1となるから, BAB−1 ∈ SL(n, C)となる.

ゆえに, BAB−1 ∈ U(n) ∩ SL(n, C) = SU(n)となる. 従って, SU(n)は U(n)の正規部分

群である.

注意 1.113 一般に, Gを群, H ⊂ Gを部分群, N ⊂ Gを正規部分群とすると, H ∩ N は

Hの正規部分群である. さらに, 第二同型定理より, (HN)/N � H/(H ∩ N)である.

定義 1.114 nを正整数とする. このとき, U(n)を n次 unitary群, SU(n)を n次特殊

unitary群と呼ぶ. U(n)は n次 unitary行列全体のなすGL(n, C)の部分群に他ならない.

K = Rの場合も, 同様な群を定義することができる.

定理 1.115 nを正整数とする. いま, M(n, R)の次の部分集合を考える.

O(n) = {A ∈ M(n, C) ; tAA = In}, (1.114)

SO(n) = {A ∈ O(n) ; det A = 1} = O(n) ∩ SL(n, R). (1.115)

(1) O(n), SO(n)ともにGL(n, R)の部分群であり, SO(n)は SL(n, R)の部分群である.

(2) SO(n)はO(n)の正規部分群である.

証明は定理 1.112と同様である.

問 1.116 定理 1.112と同様な方法により, 定理 1.115を証明せよ.

定義 1.117 nを正整数とする. このとき, O(n)を n次 (実)直交群, SO(n)を n次 (実)特

殊直交群と呼ぶ. O(n)は n次 (実)直交行列全体のなすGL(n, R)の部分群に他ならない.

ここまでは, 具体的な行列たちからなる群を考えてきたが, 行列は線形写像と密接に関

係する. そこで, 線形写像たちからなる群を考える.

定理 1.118 KをCまたはRとし, V を体K上の {0}でない vector空間とする. いま, 次

のような集合を考える.

GL(V ) = {F : V −→ V ; 線形同型写像 }. (1.116)

(1) GL(V )は写像の合成を乗法とする群である.

(2) さらに, V が有限次元で, dim V = n > 0であるとき, GL(V )はGL(n, K)と同型で

ある.
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証明. (1) 初めに,写像の合成は結合法則をみたすことに注意する. まず, F, G ∈ GL(V )

とする. このとき, F, Gともに線形同型写像であるから, 逆写像F−1, G−1 : V −→ V が存

在する. すると, 次が成り立つ.

(F ◦ G) ◦ (G−1 ◦ F−1) = F ◦ (G ◦ G−1) ◦ F−1 = F ◦ IdV ◦ F−1 = F ◦ F−1 = IdV ,

(G−1 ◦ F−1) ◦ (F ◦ G) = G−1 ◦ (F−1 ◦ F ) ◦ G = G−1 ◦ IdV ◦ G = G−1 ◦ G = IdV .

ここで, IdV は V 上の恒等写像である. よって, F ◦ Gは逆写像 (F ◦ G)−1 = G−1 ◦ F−1を

もち, F ◦ Gは線形同型写像になる. ゆえに, F ◦ G ∈ GL(V )である. ところで, 写像の合

成は結合法則をみたすから, F, G, H ∈ GL(V )について, (F ◦ G) ◦ H = F ◦ (G ◦ H)が成

り立つ. また, V 上の恒等写像 IdV : V −→ V は線形同型写像であり, 任意の F ∈ GL(V )

について, F ◦ IdV = IdV ◦ F = F が成り立つ. よって, IdV ∈ GL(V )は, 乗法に関する単

位元である. さらに, F ∈ GL(V )について, F−1は線形写像であり, 同型写像であるから,

F−1 ∈ GL(V )であるが, F ◦ F−1 = F−1 ◦ F = IdV であるから, F−1 ∈ GL(V )は乗法に関

する F の逆元である. 従って, GL(V )は写像の合成を乗法とする群である.

(2) {v1, . . . , vn} ⊂ V を V の基底とする. このとき, 線形写像 F : V −→ V に対して, 基

底 {v1, . . . , vn}に関する表現行列AF ∈ M(n, K)を対応させることができる. この対応を

Φと表すことにする. このとき, 線形写像 F, G : V −→ V について次が成り立つ.

AF◦G = AF AG. (1.117)

さらに, AIdV
= In ∈ M(n, K)であるから, F ∈ GL(V )について, In = AIdV

= AF◦F−1 =

AF AF−1 が成り立つ. よって, AF ∈ GL(n, K)であり, AF−1 = (AF )−1となる. そこで,

Φ : GL(V ) −→ GL(n, K)をΦ(F ) = AF (A ∈ GL(V ))とする. すると, Φは全単射であり,

また, (1.117)より, Φは準同型写像である. 従って, Φは同型写像である.

定義 1.119 KをCまたはRとし, V を体K上の {0}でない vector空間とする. このとき,

GL(V )を V 上の一般線形群と呼ぶことにする.

さらに, V が有限次元であれば, 特殊線形群に対応する群を考えることができる.

定理 1.120 KをCまたはR, V を体K上の {0}でない有限次元 vector空間とし, dim V =

n > 0とする. ここで, 次のような集合を考える.

SL(V ) = {F : V −→ V ; 線形写像, det F = 1}. (1.118)

(1) SL(V )は SL(n, K)と同型な群である.

(2) SL(V )はGL(V )の正規部分群である.
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証明. {v1, . . . , vn} ⊂ V を V の基底とし, 線形写像 F : V −→ V の基底 {v1, . . . , vn}に
関する表現行列をAF ∈ M(n, K)とする. すると, det F = 1であるとは, det AF = 1であ

ることであり, 特に det AF �= 0であるから, AF ∈ GL(n, K)である. よって, F ∈ GL(V )

である. さらに, 同型写像 Φ : GL(V ) −→ GL(n, K)を Φ(F ) = AF (F ∈ GL(V ))とする

と, 次が成り立つ.

SL(V ) = {F ∈ GL(V ) ; det F = 1}
= {F ∈ GL(V ) ; det AF = 1} = Φ−1(SL(n, K)).

従って, SL(V ) ⊂ GL(V )は部分群であり, SL(n, K)と同型になる.

定義 1.121 KをCまたはR, V を体K上の {0}でない有限次元 vector空間とする. この

とき, SL(V )を V 上の特殊線形群と呼ぶことにする.

vector空間上の内積からも, 群を定義することができる.

定理 1.122 V をC上の有限次元 vector空間, dim V = n > 0とし, 〈·, 〉を V 上の複素内

積とする. ここで, 次のような集合を考える.

U(V ) = {F : V −→ V ; 線形写像, 〈F (v), F (w)〉 = 〈v, w〉, v, w ∈ V }, (1.119)

SU(V ) = {F ∈ U(V ) ; det F = 1} = U(V ) ∩ SL(V ). (1.120)

(1) U(V ), SU(V )はそれぞれ U(n), SU(n)と同型な群である.

(2) U(V ), SU(V )はともにGL(V )の部分群であり, SU(V )はSL(V )の部分群である. さ

らに, SU(V )は U(V )の正規部分群である.

証明. {v1, . . . , vn} ⊂ を V の正規直交基底とし, 線形写像 F : V −→ V の基底

{v1, . . . , vn}に関する表現行列を AF ∈ M(n, C)とする. いま, F ∈ V とする. このと

き, v ∈ V について, F (v) = 0とする. ここで, 内積 〈·, ·〉から得られる normを ‖ · ‖と表
すとする. すると,

0 = ‖F (v)‖2 = 〈F (v), F (v)〉 = 〈v, v〉 = ‖v‖2.

ゆえに, v = 0となるから, F は単射である. さらに, F : V −→ V であり, V は有限次

元であるから, F は全単射である. よって, F は V 上の線形同型写像である. ここで, 同

型写像 Φ : GL(V ) −→ GL(n, C)を Φ(F ) = AF (F ∈ GL(V ))なるものする. このとき,

AF =

⎛⎜⎝a1,1 · · · a1,n

...
...

an,1 · · · an,n

⎞⎟⎠とすると, 1 ≤ k ≤ nなる整数 kについて, F (vk) =
n∑

j=1

aj,kvj で
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あるから, 1 ≤ j ≤ nなる任意の整数 j, kについて, aj,k = 〈F (vk), vj〉が成り立つ. ところ

で, 1 ≤ j, k ≤ nなる整数 j, kについて, 〈F (vk), F (vj)〉 = 〈vk, vj〉 = δj,kであるから, 次が

得られる.

δj,k = 〈F (vk), F (vj)〉 =

〈
n∑

l=1

al,kvl,
n∑

p=1

ap,jvp

〉
=

n∑
l=1

n∑
p=1

al,kap,j〈vl, vp〉

=

n∑
l=1

n∑
p=1

al,kap,jδl,p =

n∑
l=1

al,kal,j = a∗
jak.

ただし, AF = (a1, . . . , an)とする. ゆえに, A∗
FAF = In となり, AF ∈ U(n) である

ことが分かる. 逆に, AF ∈ U(n)であるとき, 1 ≤ j, k ≤ nなる任意の整数 j, k につ

いて, 上と同様な変形により, δj,k = 〈F (vk), F (vj)〉が得られる. よって, 任意の複素数

c1, . . . , cn, d1, . . . , dn ∈ Cについて, v =

n∑
k=1

ckvk, w =

n∑
j=1

djvjとするとき, 次が成り立つ.

〈F (v), F (w)〉 =

〈
F

(
n∑

k=1

ckvk

)
, F

(
n∑

j=1

djvj

)〉
=

n∑
k=1

n∑
j=1

ckdj〈F (vk), F (vj)〉

=

n∑
k=1

n∑
j=1

ckdjδj,k =

n∑
k=1

n∑
j=1

ckdj〈vk, vj〉

=

〈
n∑

k=1

ckvk,
n∑

j=1

djvj

〉
= 〈v, w〉.

ゆえに, F ∈ U(V )となる. 従って, F ∈ U(V )であることと, AF ∈ U(n)であることは

同値となる. よって, U(V ) = Φ−1(U(n)) ⊂ GL(V )は部分群である. さらに, SU(V ) =

U(V )∩SL(U)であるから, SU(V )はGL(V ), SL(V )の部分群であり, SL(V )がGL(V )の

正規部分群であることより, SU(V )は U(V )の正規部分群である.

定義 1.123 V を C上の {0}でない有限次元 vector空間とし, 〈·, ·〉を V 上の複素内積と

する. このとき, U(V ), SU(V )をそれぞれ (複素内積 〈·, ·〉に関する) unitary群, 特殊

unitary群と呼ぶことにする.

実内積についても, 同様なことが考えられる.

定理 1.124 V をR上の有限次元 vector空間, dim V = n > 0とし, 〈·, 〉を V 上の実内積

とする. ここで, 次のような集合を考える.

O(V ) = {F : V −→ V ; 線形写像, 〈F (v), F (w)〉 = 〈v, w〉, v, w ∈ V }, (1.121)

SO(V ) = {F ∈ O(V ) ; det F = 1} = O(V ) ∩ SL(V ). (1.122)
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(1) O(V ), SO(V )はそれぞれO(n), SO(n)と同型な群である.

(2) O(V ), SO(V )はともにGL(V )の部分群であり, SO(V )はSL(V )の部分群である. さ

らに, SO(V )はO(V )の正規部分群である.

問 1.125 定理 1.122と同様な方法により, 定理 1.124を証明せよ.

定義 1.126 V を R上の {0}でない有限次元 vector空間とし, 〈·, ·〉を V 上の実内積とす

る. このとき, O(V ), SO(V )をそれぞれ (実内積 〈·, ·〉に関する) (実)直交群, (実)特殊直

交群と呼ぶことにする.
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2 有限群の表現.

ここでは, 前節までに復習した群論や線形代数学に基づいて, 一般の群の性質を行列群

を用いて調べる群の表現について述べる.

2.1 定義と基本的性質.

まず, 群の表現の定義を与える.

定義 2.1 Gを有限群とし, V をC上の {0}でない有限次元 vector空間とする. このとき,

群の準同型写像 π : G −→ GL(V )を群Gの V 上の (有限次元線形) 表現と呼ぶ. そして,

V を表現 πの表現空間と呼ぶ. また, dim V = nであるとき, πは n次元表現であるとい

い, n = dimπと表す.

πがGの V 上の表現であるとき, πが準同型写像であることから, 次が成り立つことが

分かる.

π(xy) = π(x) ◦ π(y), x, y ∈ G, (2.1)

π(1G) = IdV . (2.2)

なお, 慣習として, π(x) ◦ π(y)における合成を表す記号 ◦はしばしば省略されて, 単に

π(x)π(y)と表すことが多い. 今後混乱の恐れがない限り, ◦を省略した表し方を用いる.

群の表現と作用は次のように関連づけられる.

命題 2.2 Gを有限群, V をC上の {0}でない有限次元 vector空間とし, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. いま, 写像 Φ : G × V −→ V を次のように定義する.

Φ(x, v) = π(x)(v), x ∈ G, v ∈ V. (2.3)

このとき, ΦはGの V への作用である.

証明. x, y ∈ G, v ∈ V とするとき, 次が成り立つ.

Φ(xy, v) = π(xy)(v) = (π(x)π(y))(v) = π(x)(π(y)(v))

= π(x)(Φ(y, v)) = Φ(x, Φ(y, v)),

Φ(1G, v) = π(1G)(v) = IdV (v) = v.

従って, ΦはGの V への作用である.

逆に, 写像Φ : G× V −→ V がある性質をみたすならば, Gの V 上の表現を定義するこ

とができる.
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命題 2.3 Gを有限群, V をC上の {0}でない有限次元 vector空間とし, Φ : G× V −→ V

をGの V への作用とする. いま, 任意の x ∈ Gに対して, 写像 π(x) : V −→ V を次で定

義する.

π(x)(v) = Φ(x, v), v ∈ V. (2.4)

このとき, すべての x ∈ Gに対して, π(x)が線形写像であれば, π(x) ∈ GL(V )であり,

π : G −→ GL(V )はGの V 上の表現である. このような作用 ΦをGの V への線形作用

と呼ぶことがある.

証明. x, y ∈ G, v ∈ V について, 次が成り立つ.

π(xy)(v) = Φ(xy, v) = Φ(x, Φ(y, v))

= π(x)(π(y)(v)) = (π(x)π(y))(v),

π(1G)(v) = Φ(1G, v) = v = IdV (v).

ゆえに, (2.1), (2.2)が成り立つ. よって, 任意の x ∈ Gについて, 次が成り立つことが分

かる.

π(x)π(x−1) = π(xx−1) = π(1G) = IdV ,

π(x−1)π(x) = π(x−1x) = π(1G) = IdV .

ゆえに, π(x−1) = π(x)−1であり, π(x)は線形同型写像である. 従って, π(x) ∈ GL(V )で

あり, π : G −→ GL(V )がGの V 上の表現であることが分かる.

群の表現は, しばしば線形作用の形で表される. 即ち, x ∈ G, v ∈ V に対して, π(x)(v) ∈
V を与えるという形で表現 πを定義することがある. このとき, πが表現であることを証

明するには, 次のことを示す必要がある.

(a) 任意の x ∈ G, v ∈ V に対して, (確かに)π(x)(v) ∈ V である.

(b) 任意の x ∈ G, v, v′ ∈ V , c ∈ Cについて, 次が成り立つ.

π(x)(v + v′) = π(x)(v) + π(x)(v′), π(x)(cv) = c(π(x)(v)).

(c) 任意の x, y ∈ G, v ∈ V について, π(xy)(v) = π(x)(π(y)(v))が成り立つ.

(d) 任意の v ∈ V について, π(1G)(v) = vが成り立つ.

(b), (c), (d)を示すのは当然であるが, π(x)(v)の形によっては, それが本当に V の元であ

るかどうかがすぐには分からないときがある. 従って, (a)を確認することを怠ってはな

らない場合がある. また, (b), (c)のみでは, 任意の x ∈ Gについて, π(x) ∈ GL(V ), 即ち,

π(x)が V 上の線形同型写像であることを示すことができない. これを示すために, (d)が

必要なのである.
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例 2.4 Gを有限群, V をC上の {0}でない有限次元 vector空間とする. いま, π : G −→
GL(V )を次で定義する.

π(x) = IdV , x ∈ G. (2.5)

このとき, πはGの V 上の表現である. これを証明するには, IdV ∈ GL(V )であるから,

π : G −→ GL(V )が準同型写像であること, 即ち, (2.1)を示せばよい. ところが, 任意の

x, y ∈ Gについて, 次が成り立つ.

π(x)π(y) = IdV ◦ IdV = IdV = π(xy).

従って, πはGの V 上の表現である. 特に, dim V = 1のとき, πを単位表現と呼ぶ.

例 2.5 Gを有限群, Sを空でない有限集合とする. この Sに対して, V を Sの元を基底と

するC上の vector空間とする.

V =
⊕
s∈S

Cvs �
{∑

s∈S

asvs ; as ∈ C, s ∈ S

}
. (2.6)

いま, G × S � (x, s) �→ x · s ∈ SをGの Sへの作用とする. このとき, Gの V 上の表現 π

を次で定義する.

π(x)

(∑
s∈S

asvs

)
=
∑
s∈S

asvx·s =
∑
s∈S

ax−1·svs. (2.7)

ここで, x ∈ G, as ∈ C (s ∈ S) である. この π が表現であることを示す. まず,

x ∈ G, v =
∑
s∈S

asvs ∈ V について, π(x)(v) ∈ V である. また, x ∈ G, v =
∑
s∈S

asvs,

v′ ∈
∑
s∈S

a′
svs ∈ V , c ∈ Cについて, 次が成り立つ.

π(x)(v + v′) = π(x)

(∑
s∈S

(as + a′
s)vs

)
=
∑
s∈S

(as + a′
s)vx·s

=
∑
s∈S

asvx·s +
∑
s∈S

a′
svx·s = π(x)(v) + π(x)(v′),

π(x)(cv) = π(x)

(∑
s∈S

(cas)vs

)
=
∑
s∈S

(cas)vx·s

= c

(∑
s∈S

asvx·s

)
= c(π(x)(v)).
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ゆえに, π(x) : V −→ V は線形写像である. 次に, x, y ∈ G, v =
∑
s∈S

asvs ∈ V とする. こ

こで, π(y)(v) =
∑
s∈S

bsvs ∈ V とおく. すると, 次が成り立つ.

∑
s∈S

bsvs = π(y)v = π(y)

(∑
s∈S

asvs

)
=
∑
s∈S

ay−1·svs.

ゆえに, bs = ay−1·s (s ∈ S)である. よって, 次が得られる.

π(xy)(v) =
∑
s∈S

asvxy·s =
∑
s∈S

asvx·(y·s) =
∑
s∈S

ay−1·svx·s

=
∑
s∈S

bsvx·s = π(x)

(∑
s∈S

bsvs

)
= π(x)(π(y)(v)).

さらに, 任意の v =
∑
s∈S

asvs ∈ V について, 次が成り立つ.

π(1G)(v) =
∑
s∈S

asv1g ·s =
∑
s∈S

asvs = v.

以上により, π : G −→ GL(V )は表現であることが分かる.

例 2.6 例 2.5において, S = Gとする. そして, GのG自身への作用として, 次で与えら

れるものを考える.

x · y = xy, x, y ∈ G. (2.8)

これがGのG自身への作用であることは, Gの乗法の結合法則および単位元の性質より

容易に分かる. この作用をGの左移動と呼ぶ. また, GのG自身への作用として, 次のも

のを考える.

x · y = yx−1. (2.9)

これが作用であることを示す. いま, x, y, z ∈ Gとする. すると, 次が得られる.

xy · z = z(xy)−1 = z(y−1x−1) = (zy−1)x−1 = x · zy−1 = x · (y · z),

1G · z = z1−1
G = z1G = z.

よって, これは確かに作用になっている. この作用を右移動と呼ぶ. なお, 単に (x, y) �→ yx

(x, y ∈ G)を右移動と呼ぶこともある. このときは, Gが右からG自身に作用している.
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これらの作用からGの表現を構成する. いま, V =
⊕
x∈G

Cvx =

{∑
x∈G

axvx ; ax ∈ C, x ∈ G

}
とする. すると, このGの左移動から得られる表現 πL : G −→ GL(V ), 右移動から得ら

れる表現 πR : G −→ GL(V )はそれぞれ次のように表される.

πL(x)

(∑
y∈G

ayvy

)
=
∑
y∈G

ayvxy =
∑
y∈G

ax−1yvy, (2.10)

πR(x)

(∑
y∈G

ayvy

)
=
∑
y∈G

ayvyx−1 =
∑
y∈G

ayxvy. (2.11)

ここで, x ∈ G, ay ∈ C (y ∈ G)である. この πL, πRをそれぞれGの左正則表現, 右正則

表現と呼ぶ.

例 2.7 Gを有限群, Sを空でない有限集合とし, (x, s) �→ x · sをGの Sへの作用とする.

このとき, 見た目上例 2.5と異なる表現を考える. (この例は本質的に例 2.5と同じもので

ある.) まず, C上の vector空間W を次で与える.

W = {f : S −→ C}. (2.12)

即ち, W は S上の複素数値関数全体のなす vector空間である. ここで, x ∈ G, f ∈ W に

対して, ρ(x)(f) ∈ W を次で定義する.

(ρ(x)(f))(s) = f(x−1 · s), s ∈ S. (2.13)

この ρがGの表現であることを示す. まず, 任意の x ∈ G, f ∈ W について, ρ(x)(f) ∈ W

である. また, x ∈ G, f, g ∈ W , c ∈ Cについて, 次のことが成り立つ.

(ρ(x)(f + g))(s) = (f + g)(x−1 · s) = f(x−1 · s) + g(x−1 · s)
= (ρ(x)(f))(s) + (ρ(x)(g))(s) = (ρ(x)(f) + ρ(x)(g))(s),

(ρ(x)(cf))(s) = (cf)(x−1 · s) = c(f(x−1 · s))
= c((ρ(x)(f))(s)) = (c(ρ(x)(f)))(s).

ここで, s ∈ Sである. よって, ρ(x) : W −→ W は線形写像である. そして, x, y ∈ G,

f ∈ W とするとき, 次が得られる.

(ρ(xy)(f))(s) = f((xy)−1 · s) = f(y−1x−1 · s) = f(y−1 · (x−1 · s))
= (ρ(y)(f))(x−1 · s) = (ρ(x)(ρ(y)(f)))(s) = ((ρ(x)ρ(y))(f))(s).
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ここで, s ∈ Sである. ゆえに, ρ(xy) = ρ(x)ρ(y)が成り立つことが分かる. 最後に, f ∈ W ,

s ∈ Sについて, 次が成り立つ.

(ρ(1G)(f))(s) = f(1−1
G · s) = f(1G · s) = f(s).

よって, ρ(1G) = IdW となる. 以上により, ρ : G −→ GL(W )はGのW 上の表現である.

群の表現は, しばしば群から行列のなす群への準同型として実現されることがある. こ

のことを, vector空間の基底を用いて説明する. Gを有限群, V をC上の {0}でない有限
次 vector空間とし, π : G −→ GL(V )をGの V 上の表現とする. いま, dim V = n > 0で

あるとし, {v1, . . . , vn} ⊂ V を V の基底とする. すると, 任意の x ∈ Gに対して, π(x)の

{v1, . . . , vn}に関する表現行列Aπ(x) ∈ GL(n, C)が得られる. このとき, (2.1), (2.2)より,

次のことが得られる.

Aπ(xy) = Aπ(x)Aπ(y), x, y ∈ G, (2.14)

Aπ(1G) = In. (2.15)

よって, 写像 Aπ : G −→ GL(n, C)は準同型写像になる. 逆に, nを正整数とし, A :

G −→ GL(n, C)を準同型写像とする. このとき, V = Cnとし, 任意の x ∈ Gに対して,

πA(x) : V −→ V を次で定義する.

πA(x)v = A(x)v, v ∈ V = Cn. (2.16)

すると, 任意の x ∈ Gについて, A(x) ∈ GL(n, C)であるから, πA(x) ∈ GL(V )となり,

πA : G −→ GL(V )は Gの V = Cn 上の表現である. 従って, V = Cn のときは, Cn

の標準基底 {e1, . . . , en} ⊂ Cn をとることにより, 準同型 π : G −→ GL(V )全体と準

同型 A : G −→ GL(n, C)全体は自然に同一視される. よって, 今後 Gの n次元表現を

π : g −→ GL(n, C)と表すことがある. このときは, 表現空間として V = Cnをとってい

ると考える.

表現の性質を調べるには, 与えられた表現を分解することが重要である. そのために, 分

解されて得られる「部分」を定義する.

定義 2.8 Gを有限群, V をC上の {0}でない有限次元 vector空間とし, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. いま, W ⊂ V を V の部分 vector空間で, 任意の x ∈ Gについ

て, 次が成り立つとする.

π(x)W = {π(x)w ∈ V ; w ∈ W} ⊂ W. (2.17)

このとき, W をG不変部分 vector空間, あるいは単にG不変部分空間と呼ぶ.
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任意の x ∈ Gについて, π(x)V は V の部分集合であるから, V 自身はG不変部分空間で

ある. また, W = {0}とするとき, 任意の x ∈ Gについて, π(x)(0) = 0 ∈ {0} = W とな

る. よって, {0}もG不変部分空間である. この {0}と V 自身を V の自明なG不変部分空

間と呼ぶ.

命題 2.9 Gを有限群, V をCの {0}でない有限次元 vector空間で, π : G −→ GL(V )を

Gの V 上の表現とし, W ⊂ V を V の {0}でないG不変部分空間とする. いま, x ∈ Gに

対して, πW (x) : W −→ W を次のように定義する.

πW (x)(w) = π(x)(w), w ∈ W. (2.18)

このとき, 任意の x ∈ Gについて πW (x) ∈ GL(W )であり, πW : G −→ GL(W )はGの

W 上の表現になる. この πW を πの部分表現, あるいは, πのW 上への制限と呼ぶ.

証明. 任意の x ∈ Gについて, πW (x)は π : V −→ V の定義域と終域をW に制限した

ものであるから, πW (x) : W −→ W も線形写像である. また, x, y ∈ G, w ∈ W について,

次が得られる.

πW (xy)(w) = π(xy)(w) = (π(x)π(y))(w) = π(x)(π(y)(w))

= πW (x)(πW (y)(w)) = (πW (x)πW (y))(w).

ゆえに, πW (xy) = πW (x)πW (y)が成り立つ. さらに, 任意の w ∈ W について, 次が成り

立つ.

πW (1G)(w) = π(1G)(w) = IdV (w) = w.

よって, πW (1G) = IdW となる. 以上により, πW はGのW 上の表現である.

表現 πに対して, πW は πより「小さい」表現と考えることができる. そこで, “これ以

上小さくならない”表現を考える.

定義 2.10 Gを有限群, V をC上の {0}でない有限次元 vector空間で, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. いま, V には自明でないG不変部分空間が存在しないとする.

このとき, πは既約であるという. このことを, V が既約であるともいう. また, πが既約

でないとき, πは可約であるという. このことは, V が可約であるともいわれる.

特に, dim V = 1であるとき, Gの V 上の表現は常に既約である.

表現が可約であるとき, 表現空間からG不変部分空間を “除いた”部分, より正確にいう

と, G不変部分空間の補空間では何が起きているであろうか. このことを説明するために,

表現の直和を定義する.
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定理 2.11 mを正整数, Gを有限群, V1, . . . , VmをC上の {0}でない有限次元 vector空間

とし, πj : G −→ GL(Vj) (1 ≤ j ≤ m)をGのVj上の表現とする. いま, V = V1⊕· · ·⊕Vm

とし, 任意の x ∈ Gについて, π(x) : V −→ V を次のように定義する.

π(x)(v1, . . . , vm) = (π1(x)(v1), . . . , πm(x)(vm)), vj ∈ Vj , 1 ≤ j ≤ m. (2.19)

このとき, π(x) ∈ GL(V )であり, π : G −→ GL(V )はGの V 上の表現である. この πを

π1, . . . , πmの直和表現と呼び, π = π1 ⊕ · · · ⊕ πmと表す.

証明. x ∈ G, v = (v1, . . . , vm), v′ = (v′
1, . . . , v

′
m) ∈ V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm, c ∈ Cとする.

このとき, 次が得られる.

π(x)(v + v′) = π(x)(v1 + v′
1, . . . , vm + v′

m)

= (π1(x)(v1 + v′
1), . . . , πm(x)(vm + v′

m))

= (π1(x)(v) + π1(x)(v′
1), . . . , πm(x)(vm) + πm(x)(v′

m))

= (π1(x)(v1), . . . , πm(x)(vm)) + (π1(x)(v′
1), . . . , πm(x)(v′

m))

= π(x)(v1, . . . , vm) + π(x)(v′
1, . . . , v

′
m) = π(x)(v) + π(x)(v′),

π(x)(cv) = π(x)(cv1, . . . , cvm)

= (π1(x)(cv1), . . . , πm(x)(cvm))

= (c(π1(x)(v1)), . . . , c(πm(x)(vm)))

= c(π1(x)(v1), . . . , πm(x)(vm))

= c(π(x)(v1, . . . , vm)) = c(π(x)(v)).

よって, π(x) : V −→ V は線形写像である. また, 任意の x, y ∈ G, v = (v1, . . . , vm) ∈
V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vmに対して, 次が得られる.

π(xy)(v) = π(xy)(v1, . . . , vm) = (π1(xy)(v1), . . . , πm(xy)(vm))

= ((π1(x)π1(y))(v1), . . . , (πm(x)πm(y))(vm))

= (π1(x)(π1(y)(v1)), . . . , πm(x)(πm(y)(vm)))

= π(x)(π1(y)(v1), . . . , πm(y)(vm))

= π(x)(π(y)(v1, . . . , vm)) = π(x)(π(y)(v)) = (π(x)π(y))(v).

ゆえに, π(xy) = π(x)π(y)が成り立つ. 最後に,任意の v = (v1, . . . , vm) ∈ V = V1⊕· · ·⊕Vm

について, 次が成り立つ.

π(1G)(v) = π(1G)(v1, . . . , vm) = (π1(1G)(v1), . . . , πm(1G)(vm))

= (IdV1(v1), . . . , IdVm(vm)) = (v1, . . . , vm) = v.
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よって, π(1G) = IdV が成り立つ. 以上により, πはGの V 上の表現である.

この定理は, 複数の表現の表現空間たちの直和空間に表現を構成するというものである.

これとは逆に, ある表現の表現空間の直和分解に整合するように, 表現を分解することを

考える.

定義 2.12 Gを有限群, V をC上の{0}でない有限次元vector空間とし, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. いま, V の任意のG不変部分空間W に対して, G不変な補空

間W ′, 即ち, G不変であって, V = W ⊕W ′が成り立つものが存在するとする. このとき,

πは完全可約であるという.

W = V のとき, W ⊕ W ′ = V となる V の部分 vector空間はW ′ = {0}のみであり, こ

れはG不変である. また, W = {0}のときは, W ⊕ W ′ = V となる V の部分 vector空間

はW ′ = W のみである. これもG不変である. よって, 特にGの V 上の表現 πが既約で

あれば, πは完全可約である. なお, 一般に, Gの V 上の表現 πが完全可約であっても, G

不変部分空間W ⊂ V に対して, G不変な補空間W ′ ⊂ V はただ 1つとは限らない.

表現が完全可約であるとき, G不変部分空間とそのG不変な補空間により, 表現は直和

に分解される.

命題 2.13 Gを有限群, V をC上の {0}でない有限次元 vector空間とし, W, W ′ ⊂ V をと

もにG不変部分空間で, V = W ⊕ W ′なるものとする. そして, πのW, W ′上への制限を

それぞれ πW , πW ′とする. このとき, π = πW ⊕ πW ′となる.

証明. v = (w, w′) ∈ V = W ⊕W ′とする. このとき,任意のx ∈ Gに対してπW (x)(w) ∈
W , πW ′(x)(w′) ∈ W ′ であるから, W ⊕ W ′と V の同一視を Φ : W ⊕ W ′ � (w, w′) �→
w + w′ ∈ V とすると, 次が得られる.

π(x)(Φ(w, w′)) = π(x)(w + w′) = π(x)(w) + π(x)(w′)

= πW (x)(w) + πW ′(x)(w′) = Φ(πW (x)(w), πW ′(x)(w′)).

よって, Φによる V とW ⊕ W ′の同一視により, π(x)(w, w′) = (πW (x)(w), πW ′(x)(w′))が

成り立つと見做せる. 従って, π = πW ⊕ πW ′である.

表現が完全可約であるとき, 表現を直和分解する操作は, 分解して現れる部分表現が既

約になるまで続けることができる.

定理 2.14 Gを有限群, V をC上の{0}でない有限次元vector空間とし, π : G −→ GL(V )

を Gの V 上の表現とする. もし, πが完全可約であるならば, V の既約なG不変部分空

間 V1, . . . , Vr が存在し, V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr と分解することができる. ここに現れる各

Vj (1 ≤ j ≤ r)を V の既約成分, 直和分解 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vrを V の既約分解と呼ぶ.
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証明. まず, V の任意の {0}でないG不変部分空間W について, πのW への制限 πW

も完全可約であることを示す. いま, W1 ⊂ W をW のG不変部分空間とする. 即ち, 任意

の x ∈ Gおよび w ∈ W1について, πW (x)(w) ∈ W1であるW の部分 vector空間とする.

すると, W1 ⊂ W ⊂ V であり, かつ任意の x ∈ Gおよび w ∈ W1について, w ∈ W1 ⊂ W

であるから, π(x)(w) ∈ W であり, さらに, π(x)(w) = πW (x)(w) ∈ W1となる. よって,

W1 ⊂ V は V のG不変部分空間である. ところで, πは完全可約であるから, V のG不変

部分空間W ′ ⊂ Gが存在して, V = W1 ⊕ W ′が成り立つ. そこで, W ′
1 = W ∩ W ′ ⊂ V

とおく. すると, W ′
1 ⊂ W はW の部分 vector空間である. さらに, w′ ∈ W ′

1 = W ∩ W ′

について, w′ ∈ W かつ w ∈ W ′であるから, 任意の x ∈ Gについて, π(x)(w′) ∈ W かつ

π(x)(w′) ∈ W ′が成り立つ. ゆえに, π(x)(w′) ∈ W ∩ W ′ = W ′
1となり, W ′ ⊂ V は V のG

不変部分空間になる. そして, πW (x)(w′) = π(x)(w′) ∈ W ′
1となる. 従って, W ′

1 ⊂ W はW

のG不変部分空間である. さらに, W1 ∩W ′
1 ⊂ W1 ∩W ′ = {0}が成り立つ. そして, 任意の

w ∈ W について, w ∈ W ⊂ V であるから, V = W1⊕W ′より, w1 ∈ W1, w′ ∈ W ′が存在し

て, w = w1 + w′と表される. このとき, w1 ∈ W1 ⊂ W であるから, w′ = w−w1 ∈ W とな

り, w′ ∈ W ′∩W = W ′
1が得られる. ゆえに, w = w1+w′ ∈ W1 +W ′

1となり, W = W1 +W ′
1

が成り立つことが分かる. 従って, W = W1 ⊕ W ′
1となり, πW は完全可約である.

ここで, 定理の主張を表現空間 V の次元に関する帰納法により示す. dim V = 1のとき

は, πは既約であるから, r = 1, V1 = V とすれば主張が得られる. そこで, dim V = n > 1

とし, n − 1まで主張が成り立つと仮定する. もし, πが既約であれば, r = 1, V1 = V

とすればよい. そこで, πが可約であるとする. すると, {0}でも V でもない V の G不

変部分空間W ⊂ V が存在する. すると, πは完全可約であるから, V の G不変部分空

間W ′ ⊂ V で, V = W ⊕ W ′ となるものが存在する. このとき, dim W �= 0, nである

から, dim W ′ = n − dim W �= n, 0. よって, 0 < dim W, dim W ′ < nとなる. すると,

前半の議論により, πのW , W ′上への制限 πW , πW ′ はいずれも完全可約になる. このと

き, 帰納法の仮定により, W の既約な G不変部分空間W1, . . . , Wr1 , W ′の既約な G不変

部分空間W ′
1, . . . , W

′
r2
が存在して, W = W1 ⊕ · · · ⊕ Wr1 , W ′ = W ′

1 ⊕ · · · ⊕ W ′
r2
が成り

立つ. すると, W1, . . . , Wr1, W
′
1, . . . , W

′
r2

⊂ V は V の既約なG不変部分空間である. そこ

で, V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wr1 ⊕ W ′
1 ⊕ · · · ⊕ W ′

r2
を示す. いま, v ∈ V を任意のとる. すると,

V = W ⊕ W ′であるから, w ∈ W , w′ ∈ W ′で v = w + w′となるものが存在する. この

とき, W = W1 ⊕ · · · ⊕ Wr1 , W ′ = W ′
1 ⊕ · · · ⊕ W ′

r2
であるから, wj ∈ Wj (1 ≤ j ≤ r1),

w′
k ∈ W ′

k (1 ≤ k ≤ r2)が存在して, 次が得られる.

w = w1 + · · · + wr1, w′ = w′
1 + · · · + w′

r2
.
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よって, 次が成り立つ.

v=w + w′=(w1 + · · ·+ wr1)+(w′
1 + · · ·+ w′

r2
)∈W1+ · · ·+Wr1 +W ′

1+ · · ·+W ′
r2
.

ゆえに, V = W1 + · · · + Wr1 + W ′
1 + · · · + W ′

r2
が得られる. 次に, wj ∈ Wj (1 ≤ j ≤ r1),

w′
k ∈ W ′

k (1 ≤ k ≤ r2)が存在して, 次が成り立つとする.

w1 + · · · + wr1 + w′
1 + · · ·+ w′

r2
= 0.

すると, Wj ⊂ W (1 ≤ j ≤ r1), W ′
k ⊂ W ′ (1 ≤ k ≤ r2)より, 次が得られる.

w = w1 + · · · + wr1 ∈ W, w′ = w′
1 + · · ·+ w′

r2
∈ W ′.

ところで, V = W ⊕ W ′ であり, w ∈ W , w′ ∈ W ′, かつ w + w′ = 0 ∈ V であるか

ら, w = w′ = 0となる. すると, W = W1 ⊕ · · · ⊕ Wr1 , wj ∈ Wj (1 ≤ j ≤ r1), か

つ 0 = w = w1 + · · · + wr1 であるから, w1 = · · · = wr1 = 0が得られる. 同様にして,

w′
1 = · · · = w′

r2
= 0が成り立つ. 以上により, V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wr1 ⊕ W ′

1 ⊕ · · · ⊕ W ′
r2
が得

られる.

実は, 有限群の (C上の)有限次元線形表現は, 常に完全可約である.

定理 2.15 Gを有限群, V をC上の{0}でない有限次元vector空間とし, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. このとき, πは完全可約である (Maschkeの定理).

証明. πが既約であれば, πは完全可約であるから, 主張は示されている. そこで, πは

可約であるとし, W ⊂ V を {0}でも V 自身でもない V のG不変部分空間とする. このと

き, V のG不変部分空間W ′
0 ⊂ V で, V = W ⊕W ′

0となるものが存在することを示せばよ

い. いま, W ′ ⊂ V を V の (G不変とは限らない) 部分 vector空間で, V = W ⊕W ′なるも

のとする. そして, T : V −→ W を V のこの直和分解に関する V からW への射影とす

る. このとき, 任意の x ∈ Gおよび v ∈ V について, (Tπ(x−1))(v) = T (π(x−1)(v)) ∈ W で

あり, W はG不変であるから, (π(x)Tπ(x−1))(v) = π(x)(Tπ(x−1)(v)) ∈ W である. そこ

で, T0 : V −→ W を以下のように定める.

T0(v) =
1

�G

∑
x∈G

(π(x)Tπ(x−1))(v), v ∈ V. (2.20)

すると, 確かに T0(v) ∈ W である. さらに, 任意の x ∈ Gおよび w ∈ W について,

W は G不変であるから, π(x−1)(w) ∈ W であり, T は V からW への射影であるから,

(Tπ(x−1))(w) = T (π(x−1)(w)) = π(x−1(w)) ∈ W となる. よって, 次が得られる.

(π(x)Tπ(x−1))(w) = π(x)(Tπ(x−1)(w)) = π(x)(π(x−1)(w))

= (π(x)π(x−1))(w) = IdV (w) = w.
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ゆえに, 任意のw ∈ W について, 次が成り立つ.

T0(w) =
1

�G

∑
x∈G

(π(x)Tπ(x−1))(w) =
1

�G

∑
x∈G

w =
1

�G
· (�G)w = w.

特に, Im T0 = W となる. そこで, W ⊂ V であることより, T0 : V −→ V と考えて, V の

部分 vector空間W ′
0 ⊂ V を次のように与える.

W ′
0 = Im(IdV − T0) = {(IdV − T0)(v) = v − T0(v) ∈ V ; v ∈ V }. (2.21)

ここで, W ′
0 ⊂ V がG不変であることを示す. 任意の x ∈ G, v ∈ V について, 次が成り

立つ.

(T0π(x))(v) =
1

�G

∑
y∈G

(π(y)Tπ(y−1))(π(x)(w)) =
1

�G

∑
y∈G

(π(y)T )(π(y−1x)(w))

=
1

�G

∑
y∈G

(π(xy)T )(π((xy)−1x)(w)) =
1

�G

∑
y∈G

(π(x)π(y)T )(π(y−1)(w))

= π(x)

(
1

�G

∑
y∈G

(π(y)Tπ(y−1))(w)

)
= π(x)(T0(w)).

ゆえに, 任意の x ∈ G, v ∈ V について, 次が得られる.

π(x)((IdV − T0)(v)) = π(x)(v − T0(v)) = π(x)(v) − π(x)(T0(v))

= π(x)(v) − T0(π(x)(v)) = (IdV − T0)(π(x)(v)) ∈ W ′
0.

よって, W ′
0 ⊂ V はG不変である. さらに, 任意の v ∈ V について, 次が成り立つ.

v = T0(v) + (v − T0(v)) ∈ W + W ′
0.

ゆえに, V = W + W ′
0 が得られる. また, 任意の v ∈ V について, T0(v) ∈ W より,

T 2
0 (v) = T0(T0(v)) = T0(v)となる. よって, w ∈ W ∩W ′

0とすると, w ∈ W よりT0(w) = w

となり, さらに, v ∈ V が存在してw = v − T0(v)と表されるから, 次が得られる.

w = T0(w) = T0(v − T0(v)) = T0(v) − T0(T0(v)) = T0(v) − T0(v) = 0.

従って, W ∩ W ′
0 = {0}となる. 以上により, V = W ⊕ W ′

0が成り立ち, πが完全可約であ

ることが分かる.

この定理の証明の本質は, V からW へのある射影を “平均化”して, 新しい射影を作る

ことにある. 後で, この定理の内積を用いた別証明を与える.
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注意 2.16 Maschkeの定理において, Gが有限群であるということは重要である. 実際,

無限群の表現ではMaschkeの定理は一般に成り立たない. このことを, 次の反例により説

明する. G = Zを, 整数全体のなす集合を通常の加法を群の乗法として群と考えたものと

する. すると, Gは無限群である. いま, V = C2とし, π : G −→ GL(2, C)を次で与えら

れるものとする.

π(x) =

(
1 x

0 1

)
(2.22)

すると, 任意の x ∈ G = Zについて, 確かに π(x) ∈ GL(2, C)である. そして, 任意の

x, y ∈ G = Zについて, Gにおける群の演算としての乗法は通常の加法であるから, 次が

成り立つ.

π(x + y) =

(
1 x + y

0 1

)
=

(
1 x

0 1

)(
1 y

0 1

)
= π(x)π(y).

さらに, Gの群の乗法に関する単位元は, 0 ∈ G = Zであるから, 次が得られる.

π(0) =

(
1 0

0 1

)
= I2.

従って, πはG = Zの 2次元表現である. ここで, W =

{
v =

(
v1

0

)
∈ C2 ; v1 ∈ C

}
⊂ C2

とする. すると, 任意の x ∈ Z, v =

(
v1

0

)
∈ W について, 次が成り立つ.

π(x)(v) =

(
1 x

0 1

)(
v1

0

)
=

(
v1

0

)
= v ∈ W.

ゆえに, W ⊂ V = C2は V のG不変な 1次元部分 vector空間である. また, W ′ ⊂ V = C2

を V のG不変な 1次元部分 vector空間とし, v2 �= 0なる元 v =

(
v1

v2

)
∈ W ′が存在すると

する. ここで, 必要ならば vを v2でわることにより, 初めから v2 = 1としてよい. このと

き, x ∈ Zを 0でない整数とすると, 次が得られる.

π(x)(v) =

(
1 x

0 1

)(
v1

1

)
=

(
v1 + x

1

)
.

x �= 0より, v1 �= v1 + xであるから, v, π(x)(v) ∈ C2は線形独立である. そして, W ′ ⊂ V

は G不変であるから, π(x)(v) ∈ W ′である. これは, dim W ′ = 1であることに反する.

よって, W ′の任意の元 v =

(
v1

v2

)
∈ W ′について, v2 = 0でなければならず, W ′ = W とな
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る. よって, V = W ⊕ W ′が成り立つような V のG不変部分空間W ′は存在しない. 従っ

て, πは完全可約ではない.

なお, G = Zは無限群であるから, π(x) (x ∈ Z)をすべてたし合わせて, Zの位数で “わ

る”という操作はできないのである.

群の表現を分類するとき, それらがいつ本質的に同じものと見做されるかを正確に定式

化する必要がある. そのために, まず, 群の作用と整合する線形写像を定義する.

定義 2.17 Gを有限群, V, W を C上の {0}でない有限次元 vector空間とし, π : G −→
GL(V ), ρ : G −→ GL(W )をそれぞれGのV , W 上の表現とする. いま, T : V −→ W を

線形写像とする. このとき, TがG線形写像, あるいは絡作用素 (intertwining operator)

であるとは, 任意の x ∈ Gについて, 次が成り立つことである.

Tπ(x) = ρ(x)T. (2.23)

G線形写像を用いて, 2つの表現が本質的に同じであるということを定式化することが

できる.

定義 2.18 Gを有限群, V, W を C上の {0}でない有限次元 vector空間とし, π : G −→
GL(V ), ρ : G −→ GL(W )をそれぞれGの V, W 上の表現とする. このとき, πと ρが同

値であるとは, G線形同型写像, 即ち, 線形同型写像であるG線形写像 T : V −→ W が存

在することである. πと ρが同値であるとき, π � ρと表すことにする. なお, π � ρなら

ば, dim π = dim ρが成り立つ.

例 2.19 1.1小節で扱われた例を思い出す. G = S3を 3次対称群とし, V, W を次で与えら

れるC上の 2次元 vector空間とする.

V = {f = a1x1 + a2x2 + a3x3 ; a1, a2, a3 ∈ C, a1 + a2 + a3 = 0},
W = {a1x2x3 + a2x3x1 + a3x1x2 ; a1, a2, a3 ∈ C, a1 + a2 + a3 = 0}.

S3の元は {1, 2, 3}上の置換全体のなす群であると考え, 任意の σ ∈ S3に対して, π(σ) :

V −→ V , ρ(σ) : W −→ W を次で与える.

π(σ)(a1x1 + a2x2 + a3x3) = a1xσ(1) + a2xσ(2) + a3xσ(3)

= aσ−1(1)x1 + aσ−1(2)x2 + aσ−1(3)x3,

ρ(σ)(a1x2x3 + a2x3x1 + a3x1x2) = a1xσ(2)xσ(3) + a2xσ(3)xσ(1) + a3xσ(1)xσ(2)

= aσ−1(1)x2x3 + aσ−1(2)x3x1 + aσ−1(3)x1x2.
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すると, π, ρはそれぞれ Gの V, W 上の表現である. さらに, T : V −→ W を次で定義

する.

T (a1x1 + a2x2 + a3x3) = −a1x2x3 − a2x3x1 − a3x1x2

= −a1
s3

x1
− a2

s3

x2
− a3

s3

x3
.

ここで, s1 = x1x2x3は x1, x2, x3の 3次基本対称式である. すると, T はG線形同型写像

であることがわかる. 従って, π � ρである.

例 2.20 Gを有限群, Sを空でない有限集合とし, (x, s) → x · s (x ∈ G, s ∈ S)をGの S

への作用とする. このとき, 例 2.5, および例 2.7で扱われた表現について, それらが自然に

同一視されることを, G線形写像を用いて説明する. それぞれ表現空間は次のものである.

V =

{∑
s∈S

axvs ; as ∈ C, s ∈ S

}
,

W = {f : S −→ C}.

そして, π : G −→ GL(V ), ρ : G −→ GL(W )は, 次で与えられる表現である.

π(x)

(∑
s∈S

asvs

)
=
∑
s∈S

asvx·s,

(ρ(x)f)(s) = f(x−1 · s), s ∈ S.

ここで, x ∈ G,
∑
s∈S

asvs ∈ V , f ∈ W である. そこで, 線形写像 T : W −→ V を以下で定

義する.

T (f) =
∑
s∈S

f(s)vs, f ∈ W.

すると, T は線形同型になる. さらに, 任意の x ∈ G, f ∈ W について, 次が成り立つ.

T (ρ(x)(f)) =
∑
s∈S

(ρ(x)(f))(s)vs =
∑
s∈S

f(x−1 · s)vs

=
∑
s∈S

f(s)vx·s = π(x)

(∑
s∈S

f(s)vs

)
= π(x)(T (f)).

従って, T : W −→ V はG線形同型写像である.

問 2.21 Gを有限群, V, W, U を C上の {0}でない有限次元 vector空間とし, π : G −→
GL(V ), ρ : G −→ GL(W ), τ : G −→ GL(U)をそれぞれGの V, W, U 上の表現とする.
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(1) IdV : V −→ V はG線形同型写像であることを示せ. このことにより, π � πである.

(2) T : V −→ W をG線形同型写像とすると, T−1 : W −→ V もG線形同型写像である

ことを示せ. このことにより, π � ρならば, ρ � πである.

(3) T : V −→ W , S : W −→ U をともに G線形同型写像とする. このとき,S ◦ T :

V −→ U もG線形同型写像であることを示せ. このことにより, π � ρ, かつ ρ � τ なら

ば, π � τ である.

群Gの表現によっては, GL(V )の代わりに性質のよい部分群を考え, Gからその部分群

への準同型写像と考えることにより, よりよい性質をもつことがある.

定義 2.22 Gを有限群, V をC上の {0}でない有限次元 vector空間で, 〈·, ·〉を V 上の (複

素)内積とし, U(V )をこの内積 〈·, ·〉に関する unitary群とする. このとき, 準同型写像

π : G −→ U(V )をGの V 上の unitary表現と呼ぶ.

実は, 有限群のすべての有限次元線形表現は, 常に unitary表現と同値である.

定理 2.23 Gを有限群, V をC上の{0}でない有限次元vector空間とし, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. このとき, V 上の (複素)内積 〈·, ·〉が存在して, この内積に関

する unitary群を U(V )とするとき, 任意の x ∈ Gについて, π(x) ∈ U(V )となる.

証明. 〈·, ·〉0を V 上の任意の複素内積とする. このとき, v, v′ ∈ V に対して, 〈v, v〉 ∈ C

を次で定義する.

〈v, v′〉 =
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), π(x)(v′)〉0. (2.24)

この 〈·, ·〉が V 上の複素内積であることを示す. まず, 任意の v ∈ V について, 次が成り

立つ.

〈v, v〉 =
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), π(x)(v)〉0 ≥ 0.

また, 〈v, v〉 = 0とすると, 任意の x ∈ Gについて, 〈π(x)(v), π(x)(v)〉0 ≥ 0であるから,

〈π(x)(v), π(x)(v)〉0 = 0 (x ∈ G)が得られる. 特に, 0 = 〈(1G)(v), π(1G)(v)〉0 = 〈v, v〉0で
あるから, v = 0となる. 次に, v, v′, w ∈ V , c ∈ Cについて, 以下が成り立つ.

〈v + w, v′〉 =
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v + w), π(x)(v′)〉0

=
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v) + π(x)(w), π(x)(v′)〉0

=
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), π(x)(v′)〉0 +
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(w), π(x)(v′)〉0

= 〈v, v′〉 + 〈w, v′〉,
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〈cv, v′〉 =
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(cv), π(x)(v′)〉0 =
1

�G

∑
x∈G

〈c(π(x)(v)), π(x)(v′)〉

= c

(
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), π(x)(v′)〉0
)

= c〈v, v′〉.

さらに, v, v′ ∈ V について, 次が成り立つ.

〈v, v′〉 =
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), π(x)(v′)〉0 =
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v′), π(x)(v)〉0

=
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v′), π(x)(v)〉0 = 〈v′, v〉.

従って, 〈·, ·〉は V 上の複素内積である.

ここで, 任意の x ∈ Gについて, π(x) ∈ U(V )であることを示す. いま, v, v′ ∈ V とす

る. このとき, 次が得られる.

〈π(x)(v), π(x)(v′)〉 =
1

�G

∑
y∈G

〈π(y)(π(x)(v)), π(y)(π(x)(v′))〉0

=
1

�G

∑
y∈G

〈π(yx)(v), π(yx)(v′)〉0

=
1

�G

∑
y∈G

〈π(y)(v), π(y)(v′)〉0 = 〈v, v′〉.

従って, π(x) ∈ U(V )であることが分かる.

この定理は, 有限群Gの任意の有限次元線形表現について, 表現空間の基底をうまくと

ることにより, 任意の x ∈ Gについて, 表現行列が unitary行列となるようにすることが

できることを主張している. このことにより, 任意の正整数 nについて, Gの任意の n次

元表現が n次元 unitary表現と同値であることが分かる.

系 2.24 Gを有限群, nを正整数とし, π : G −→ GL(n, C)をGの n次元表現とする. こ

のとき, 複素 n次正則行列 P が存在して, 任意の x ∈ Gについて, ρ(x) = P−1π(x)P が

unitary行列であるようにすることができる. 特に, ρ : G −→ U(n)はGのn次元 unitary

表現であり, π � ρである.

証明. 〈·, ·〉0をCn上の標準内積とする. そして, 〈·, ·〉を (2.24)によって定義されるCn

上の複素内積とする. すると, 任意の x ∈ Gおよび v, v′ ∈ Cnについて, 次が成り立つ.

〈π(x)(v), π(x)v′)〉 = 〈v, v′〉.

ここで, {p1, . . . , pn} ⊂ CnをCの内積 〈·, ·〉に関する正規直交基底とし, P = (p1, . . .pn) ∈
M(n, C)とする. すると, {p1, . . . , pn} ⊂ CnはCnの基底であるから, P は正則行列である.
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そこで, π(x)(pk) =
∑

1≤j≤n

aj,k(x)pj とすると, {p1, . . . , pn} ⊂ Cnは内積 〈·, ·〉に関する Cn

の正規直交基底であるから, 定理 1.122 (1)の証明より, π(x)の {p1, . . . , pn}に関する表現

行列 Aπ(x) =

⎛⎜⎝a1,1(x) · · · a1,n(x)
...

...

an,1(x) · · · an,n(x)

⎞⎟⎠は unitary行列である. さらに, π(x)P = PAπ(x)

である. よって, ρ(x) = P−1π(x)P = Aπ(x) ∈ U(n)となる. そして, x, y ∈ Gについて, 次

が成り立つ.

ρ(xy) = P−1π(xy)P = P−1π(x)π(y)P = (P−1π(x)P )(P−1π(y)P ) = ρ(x)ρ(y).

従って, ρ : G −→ U(n)はGのn次元unitary表現である. さらに, P−1π(x)P = ρ(x) (x ∈
G)より, π(x)P = Pρ(x)がすべての x ∈ Gについて成り立つ.

定理 2.23を用いると, Maschkeの定理の別証が得られる

定理 2.15 (Maschkeの定理)の別証. V 上の複素内積 〈·, ·〉をうまく選ぶことにより, 初

めから πは unitary表現であると仮定してよい. πが既約ならば完全可約であるから, πは

可約であるとし, W ⊂ V を V の {0}でも V 自身でもないG不変部分空間とする. このと

き, W の内積 〈·, ·〉に関する直交補空間をW⊥ ⊂ V とする. すると, V = W ⊕ W⊥であ

る. そこで, W⊥ ⊂ V が V のG不変部分空間であることを示す. いま, v ∈ W⊥とする. こ

のとき, 任意のw ∈ W について, W ⊂ V が V のG不変部分空間であることより, 任意の

y ∈ Gに対して π(y)w ∈ W となるから, 次が得られる.

〈π(x)(v), w〉 = 〈π(x)(v), IdV (w)〉 = 〈π(x)(v), (π(x)π(x−1))(w)〉
= 〈π(x)(v), π(x)(π(x−1)(w))〉 = 〈v, π(x−1)(w)〉 = 0.

ゆえに, π(x)(v) ∈ W⊥となる. 従って, W⊥ ⊂ V は V のG不変部分空間である.

ここからは, 群の表現から新しい表現を構成する方法を挙げる.

定理 2.25 　 Gを有限群, V を C上の {0}でない有限次元 vector空間とし, π : G −→
GL(V )をGの V 上の表現とする. いま, πが可約であるとし, W ⊂ V を V の {0}でも V

自身でもないG不変部分空間とする. このとき, 任意の x ∈ Gに対して,次で与えられる

線形写像 πV/W (x) : V/W −→ V/W が定義される.

πV/W (x)([v]) = [π(x)(v)], v ∈ V. (2.25)

そして, πV/W (x) ∈ GL(V/W )であり, πV/W : G −→ GL(V/W )は Gの商 vector空間

V/W 上の表現になる. この πV/W を πの商表現と呼ぶ.
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証明. x ∈ GをGの任意の元とする. すると, W はG不変であるから, π(x)(W ) ⊂ W

である. よって, 補足資料 1.2, 系 1.21より, (2.25)で与えられる写像は well-definedであ

り, 線形写像である. さらに, 任意の x, y ∈ G, v ∈ V について, 次が成り立つ.

πV/W (xy)([v]) = [π(xy)(v)] = [π(x)(π(y)(v))]

= πV/W (x)([π(y)(v)]) = πV/W (x)(πV/W (y)([v])).

ゆえに, πV/W (xy) = πV/W (x)πV/W (y)となる. また, 任意の v ∈ V について, 次が成り立つ.

πV/W (1G)([v]) = [π(1G)(v)] = [IdV (v)] = [v].

よって, πV/W (1G) = IdV/W が得られる. 従って, 任意の x ∈ Gについて, πV/W (x) ∈
GL(V/W )であり, πV/W はGの V/W 上の表現である.

有限群Gの有限次元 vector空間 V 上の表現 π : G −→ GL(V )は完全可約である. よっ

て, {0}でも V 自身でもない V のG不変部分空間W に対して, G不変な補空間W ′が存在

するが, このW ′はただ 1つとは限らない. ところが, πの商表現 πV/W はW からただ 1つ

定められる. この商表現 πV/W を用いると, W のG不変な補空間W ′, W ′′ ⊂ V について, π

のW ′, W ′′への制限 πW ′, πW ′′は同値になることが分かる.

定理 2.26 Gを有限群, V を C上の {0}でない有限次元 vector空間であり, π : G −→
GL(V )をGの V 上の表現とする. いま, πは可約であるとし, W ⊂ V を {0}でも V 自身

でもない V のG不変部分空間とする. このとき, W の任意のG不変な補空間W ′につい

て, πの商表現 πV/W と πのW ′への制限 πW ′は同値である.

証明. 線形写像 T : W ′ −→ V/W を次のように定める.

T (v) = [v], v ∈ W ′ ⊂ V. (2.26)

まず, これが線形同型写像であることを示す. T は埋め込み ι : W ′ −→ V と自然な射影

p : V −→ V/W の合成であるから, 線形写像である. ここで, T が単射であることを示

す. v ∈ W ′を T (v) = [0] ∈ V/W なる元とする. すると, T (v) = [v]より, v ∈ W となる.

ところが, W ′は V におけるW の補空間であるから, v ∈ W ′ ∩ W = {0}となる. よって,

w = 0であり, T は単射であることが分かる. 次に, T が全射であることを示す. 任意の

α ∈ V/W について, 商 vector空間の定義より, v ∈ V が存在して, α = [v]と表される. こ

のとき, V = W ⊕W ′より, w ∈ W , w′ ∈ W ′が存在して, v = w + w′と表される. すると,

w ∈ W より [w] = [0] ∈ V/W であるから, 次が得られる.

[v] = [w + w′] = [w] + [w′] = [0] + [w′] = [w′] = T (w′).
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よって, T は全射である.

このことにより, T が G線形写像であることを示せば主張が得られる. いま, x ∈ G,

v ∈ W ′を任意にとる. すると, 次が得られる.

T (πW ′(x)(v)) = T (π(x)(v)) = [π(x)(v)] = πV/W (x)([v]) = πV/W (T (v)).

従って, T はG線形同型写像である.

次に, 表現空間の双対空間を表現空間としてもつ表現を構成する.

定理 2.27 Gを有限群, V をC上の{0}でない有限次元vector空間とし, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. また, V ∗を V の双対空間とする. このとき, 任意の x ∈ Gに

対して, π∨(x) : V ∗ −→ V ∗を次で与えられるものとする.

π∨(x)(f) = f ◦ π(x−1), f ∈ V ∗. (2.27)

このとき, π∨(x) ∈ GL(V ∗)であり, π∨ : G −→ GL(V ∗)はGの V ∗上の表現である. この

π∨を πの反傾表現, あるいは, 双対表現と呼ぶ.

証明. x ∈ Gについて, π∨(x) = tπ(x−1)であるから, 補足資料 1.1, 定理 1.3より π∨(x) :

V ∗ −→ V ∗は線形写像である. また, 任意の x, y ∈ G, f ∈ V ∗について, 次が成り立つ.

π∨(xy)(f) = f ◦ π((xy)−1) = f ◦ π(y−1x−1) = f ◦ (π(y−1) ◦ π(x−1))

= (f ◦ π(y−1)) ◦ π(x−1) = π∨(x)(f ◦ π(y−1)) = π∨(x)(π∨(y)(f)).

よって, π∨(xy) = π∨(x)π∨(y)となる. さらに, 任意の f ∈ V ∗について, 次が成り立つ.

π∨(1G)(f) = f ◦ π(1−1
G ) = f ◦ π(1G) = f ◦ IdV = f.

ゆえに, π∨(1G) = IdV ∗ となる. 従って, π∨(x) ∈ GL(V ∗)であり, π∨ : G −→ GL(V ∗)は

Gの V ∗上の表現である.

注意 2.28 上の定理において, π∨の代わりに tπ : G � x �→ tπ(x) ∈ GL(V ∗)をとるとす

ると, 一般にこれは表現にならない. 実際, x, y ∈ G, f ∈ V ∗について, 次が得られる.

tπ(xy)(f) = f ◦ π(xy) = f ◦ (π(x) ◦ π(y)) = (f ◦ π(x)) ◦ π(y)

= tπ(y)(f ◦ π(x)) = tπ(y)(tπ(x)(f)).

よって, tπ(xy) = tπ(y)tπ(x)となる. ところが, 一般に tπ(y)tπ(x) �= tπ(x)tπ(y)となるから,

tπは表現にならないのである. このようなことが起こるのは, 線形写像F とGの合成F ◦G

が定義できるとき, t(F ◦ G) = tG ◦ tF となることによる.
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また, 表現空間の複素共役空間を表現空間としてもつ表現も構成することができる.

定義 2.29 Gを有限群, V をC上の{0}でない有限次元vector空間とし, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. いま, V を V の複素共役空間 (補足資料 1.1, 定義 1.6)とする.

このとき, 任意の x ∈ Gについて, π(x) : V −→ V を次で定義する.

π(x)(v) = π(x)(v) = π(x)(v), v ∈ V . (2.28)

このとき, π(x) ∈ GL(V )であり, π : G −→ GL(V )はGの V 上の表現である. この πを

πの複素共役表現と呼ぶことにする.

証明. 補足資料 1.1, 定理 1.8より, 任意の x ∈ Gについて, π(x) = π(x) : V −→ V は

線形写像である. また, 任意の x, y ∈ G, v ∈ V について, 次が得られる.

π(xy)(v) = π(xy)(v) = π(xy)(v) = π(x)(π(y)(v))

= π(x)(π(y)(v)) = π(x)(π(y)(v)).

よって, π(xy) = π(x)π(y)が成り立つ. さらに, 任意の v ∈ V について, 次が成り立つ.

π(1G)(v) = π(1G)(v) = π(1G)(v) = IdV (v) = v.

ゆえに, 任意の x ∈ Gについて, π(x) ∈ GL(V )であり, π : G −→ GL(V )はGの V 上の

表現である.

特に, unitary表現については, その反傾表現と複素共役表現は自然に同一視される.

定理 2.30 Gを有限群, V をC上の {0}でない有限次元 vector空間で, 〈·, ·〉をV 上の (複素

)内積, U(V )をこの内積に関する unitary群とし, π : G −→ U(V )をGの V 上の unitary

表現とする. そして, V ∗, V をそれぞれ V の双対空間, 複素共役空間とし, 任意の v ∈ V

について, fv ∈ V ∗を fv(v
′) = 〈v′, v〉なるものとする. このとき, 次の写像C : V −→ V ∗

を考える.

C(v) = fv, v ∈ V . (2.29)

このとき, Cは線形同型であり, 任意の x ∈ Gについて, 次が成り立つ.

C(π(x)(v)) = π∨(x)(C(v)), v ∈ V . (2.30)

特に, π � π∨となる.

97



証明. 補足資料 1.1, 定理 1.11より, C は線形同型写像である. さらに, x ∈ G, v ∈ V ,

および v′ ∈ V について, 次が成り立つ.

C(π(x)(v))(v′) = C(π(x)(v))(v′) = fπ(x)(v)(v
′) = 〈v′, π(x)(v)〉

= 〈π(x)(π(x−1)(v′)), π(x)(v)〉 = 〈π(x−1)(v′), v〉
= fv(π(x−1)(v′)) = C(v)(π(x−1)(v′)) = π∨(x)(C(v))(v′).

よって, C(π(x)(v)) = π∨(x)(C(v))が成り立ち, π � π∨が得られる.

この定理は, 次のように説明することもできる. dim V = n > 0とし, {v1, . . . , vn} ⊂ V

を V の正規直交基底とする. すると, π は unitary表現であるから, 任意の x ∈ Gの

{v1, . . . , vn}に関する表現行列 Aπ(x)は unitary行列である. また, {v1, . . . , vn} ⊂ V を

{v1, . . . , vn}に対応する V の基底, {f1, . . . , fn} ⊂ V ∗を {v1, . . . , vn}の双対基底とする. す

ると, π(x) = π(x)の {v1, . . . , vn}に関する表現行列は Aπ(x)であり, π∨(x) = tπ(x−1)の

{f1, . . . , fn}に関する表現行列は t(Aπ(x−1)) = t((Aπ(x))−1)である. ところで, πは unitary

表現であるから, Aπ(x)は unitary行列であり, (Aπ(x))−1 = (Aπ(x))∗ = tAπ(x)である. ゆ

えに, π∨(x)の {f1, . . . , fn}に関する表現行列は t(tAπ(x)) = Aπ(x)である. よって, V , V ∗

において固定された基底に関して, π(x)と π∨(x)は同じ表現行列をもつ. 従って, π � π∨

となる.

続いて, Gの 2つの表現から直和とは異なる表現を表現空間の tensor積上に構成する.

定理 2.31 Gを有限群, V, W を C上の {0}でない有限次元 vector空間とし, π : G −→
GL(V ), ρ : G −→ GL(W )をそれぞれGの V, W 上の表現とする. いま, V ⊗ W を V と

W の tensor積とする (補足資料 1.3, 定義 1.27). すると, 任意の x ∈ Gに対して, 次で与え

られる線形写像 (π ⊗ ρ)(x) : V ⊗ W −→ V ⊗ W が定義される.

(π ⊗ ρ)(x)(v ⊗ w) = (π(x)(v)) ⊗ (ρ(x)(w)), v ∈ V, w ∈ W. (2.31)

すると, (π ⊗ ρ)(x) ∈ GL(V ⊗ W )であり, π ⊗ ρ : G −→ GL(V ⊗ W )はGの V ⊗ W 上

の表現である. この π ⊗ ρを πと ρの tensor積表現と呼ぶことにする.

証明. x ∈ Gについて, 補足資料 1.3, 定理 1.33 (2)より, (π ⊗ ρ)(x) = π(x) ⊗ ρ(x)であ

る. そして, x, y ∈について, 補足資料 1,3, 命題 1.34 (1)より, 次が得られる.

(π ⊗ ρ)(xy) = π(xy) ⊗ ρ(xy) = (π(x)π(y)) ⊗ (ρ(x)ρ(y))

= (π(x) ⊗ ρ(x))(π(y) ⊗ ρ(y)) = (π ⊗ ρ)(x)(π ⊗ ρ)(y).

さらに, 補足資料 1.3, 命題 1.34 (2)より, 次のことが分かる.

(π ⊗ ρ)(1G) = π(1G) ⊗ ρ(1G) = IdV ⊗ IdW = IdV ⊗W .
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従って,任意のx ∈ Gについて, (π⊗ρ)(x) ∈ GL(V ⊗W )であり, π⊗ρ : G −→ GL(V ⊗W )

はGの V ⊗ W 上の表現である.

tensor積表現の特別なものとして, 元の表現のうちの少なくとも一方が 1次元表現であ

る場合がある.

命題 2.32 Gを有限群, V をC上の{0}でない有限次元vector空間とし, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. また, χ : G −→ GL(1, C) � C×をGの 1次元表現とする. こ

のとき, 任意の x ∈ Gについて, (χπ)(x) : V −→ V を次のものとする.

(χπ)(x) = χ(x)π(x). (2.32)

すると, (χπ)(x) ∈ GL(V )であり, χπ : G −→ GL(V )は Gの V 上の表現であって,

χπ � χ ⊗ πである. さらに, πが既約ならば, χπも既約である.

証明. まず, 任意の x ∈ Gについて, π(x) ∈ GL(V )であり, χ(x) �= 0であるから,

(χπ)(x) = χ(x)π(x) ∈ GL(V )である. 続いて, χπ が Gの V 上の表現であることを,

χπ � χ ⊗ πにより示す. ここで, V とC ⊗ V を次のようにして同一視する.

Φ : V � v �→ 1 ⊗ v ∈ C ⊗ V.

このとき, 任意の x ∈ G, v ∈ V について, 次が成り立つ.

Φ((χπ)(x)(v)) = Φ(χ(x)(π(x)(v))) = 1 ⊗ (χ(x)(π(x)(v)))

= (χ(x) · 1) ⊗ (π(x)(v)) = (χ(x) ⊗ π(x))(1 ⊗ v)

= (χ ⊗ π)(x)(1 ⊗ v) = (χ ⊗ π)(x)(Φ(v)).

よって, Φ(χπ)(x) = (χ⊗ π)(x)Φとなり, ΦはG線形写像である. さらに, Φは線形同型写

像であるから, ΦはG線形同型写像となり, χπ � χ⊗ πである. 特に, χπ : G −→ GL(V )

はGの V 上の表現である.

続いて, πが既約であるときに, χπが既約であることを示す. いま, W ⊂ V を表現 χπ

に関してG不変な部分 vector空間とする. すると, 任意の x ∈ G, w ∈ W について, 次が

成り立つ.

(χπ)(x)(w) = χ(x)(π(x)(w)) ∈ W.

よって, 次が得られる.

π(x)(w) = χ(x)−1(χ(x)(π(x)(v))) = χ(x)((χπ)(x)(w)) ∈ W.

ゆえに, W ⊂ V は表現πに関してもG不変である. ここで, πは既約であるから, W = {0}
または V である. よって, χπも既約である.

一般に, 表現 π, ρいずれも既約であっても, tensor積表現 π ⊗ ρは既約とは限らない.
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2.2 Schurの補題.

ここで, 群の既約表現の性質を調べるために重要な Schurの補題について述べる.

補題 2.33 Gを有限群, V, WをC上の{0}でない有限次元vector空間, π : G −→ GL(V ),

ρ : G −→ GL(W )をそれぞれGの V, W 上の表現, T : V −→ W をG線形写像とする.

(1) KerT ⊂ V は V のG不変部分空間である.

(2) Im T ⊂ W はW のG不変部分空間である.

証明. (1) v ∈ KerT , x ∈ Gついて, 次が成り立つ.

T (π(x)(v)) = ρ(x)(T (v)) = ρ(x)(0) = 0.

ゆえに, π(x)(v) ∈ Ker T となり, Ker T ⊂ V がG不変であることが分かる.

(2) 任意の w ∈ Im T ⊂ W は v ∈ V により w = T (v)とあらわされる. よって, x ∈ Gに

ついて, 次が得られる.

ρ(x)(w) = ρ(x)(T (v)) = T (π(x)(v)) ∈ Im T.

ゆえに, Im T ⊂ W はG不変部分空間である.

特に, πや ρが既約のときは, T の性質も明らかになる.

補題 2.34 Gを有限群, V, WをC上の{0}でない有限次元vector空間, π : G −→ GL(V ),

ρ : G −→ GL(W )をそれぞれGの V, W 上の表現, T : V −→ W をG線形写像とする.

(1) πが既約で, T �= 0であれば, T は単射である.

(2) ρが既約で, T �= 0であれば, T は全射である.

(3) π, ρともに既約で, T �= 0であれば, T はG線形同型写像であり, π � ρが成り立つ.

証明. (1) 補題 2.33 (1)より, KerT ⊂ V は V のG不変部分空間である. ここで, πは

既約であるから, Ker T = {0} または V である. KerT = V であるということは, T = 0

であることと意味するから, T �= 0であれば, KerT = {0}となり, T は単射である.

(2) 補題 2.33 (2)より, Im T ⊂ W はW のG不変部分空間である. ここで, ρが既約であ

るから, Im T = {0}またはW である. Im T = {0}であるということは, T = 0であると

いうことであるから, T �= 0ならば, Im T = W であり, T は全射であることが分かる.

(3) π, ρともに既約であり, T �= 0であるから, (1), (2)より, KerT = {0}かつ Im T = W

が成り立ち, T が全単射であることが分かる. 従って, T はG線形同型写像であり, π � ρ

が得られる.

ここで, 有限群の既約表現の性質を調べるために最も重要である, Schurの補題を与え

る. 「補題」と呼ばれているが, むしろ「定理」と呼ぶにふさわしい主張である.
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定理 2.35 (Schurの補題). Gを有限群, V, W をC上の {0}でない有限次元 vector空間

とし, π : G −→ GL(V ), ρ : G −→ GL(W )をそれぞれGの V, W 上の既約表現とする.

いま, T :−→ W をG線形写像とする.

(1) π = ρならば, 複素数 λ ∈ Cが存在して, T = λIdV と表される.

(2) π �� ρならば, T = 0である.

証明. (1) c ∈ Cを任意の複素数とする. すると, 任意のx ∈ Gについて, 次が成り立つ.

(cIdV )π(x) = c(IdV π(x)) = cπ(x) = c(π(x)IdV ) = π(x)(cIdV ).

よって, 次が得られる.

(T − cIdV )π(x) = Tπ(x) − (cIdV )π(x) = π(x)T − π(x)(cIdV ) = π(x)(T − cIdV ).

ゆえに, T − cIdV も G線形写像である. ここで, λ ∈ Cを T の固有値とする. もし,

T − λIdV �= 0であれば, 補題 2.34 (1)よりKer (T − λIdV ) = {0}である. これは, λ ∈ Cが

T の固有値であることに反する. 従って, T − λIdV = 0であり, T = λIdV が得られる.

(2) T �= 0とする. すると, 補題 2.34 (3)より, T はG線形同型写像となり, π � ρが成り

立つが, これは仮定に反する. 従って, T = 0である.

注意 2.36 定理 2.35では, π � ρかつ π �= ρである場合についてはっきりとは述べていな

い. この場合は, 次のように説明される. π � ρであるから, G線形同型写像S : V −→ W

が存在して, 任意の x ∈ Gについて, Sπ(x) = ρ(x)Sが成り立つ. ここで, Sは線形同型で

あるから, 任意の x ∈ Gについて, 次が得られる.

π(x)S−1 = S−1Sπ(x)S−1 = S−1ρ(x)SS−1 = S−1ρ(x).

よって, 任意の x ∈ Gについて, 次が成り立つ.

S−1Tπ(x) = S−1ρ(x)T = π(x)S−1T. (2.33)

従って, 定理 2.35 (1)より, 複素数 λ ∈ Cが存在して, S−1T = λIdV となる. よって,

T = S(λIdV ) = λSが得られる. つまり, G線形同型写像 S : V −→ W を固定すれば, 任

意のG線形同型写像 T : V −→ W は, ある複素数 λ ∈ Cにより, T = λSと表される. な

お, 任意の c ∈ Cについて, cS : V −→ W はG線形写像であり, c �= 0であれば, G線形

同型写像である.

このSchurの補題により,有限Abel群Gの既約表現はすべて1次元であることが分かる.
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系 2.37 Gを有限 Abel群, V を Cの {0}でない有限次元 vector空間とし, π : G −→
GL(V )をGの V 上の既約表現とする. このとき, dim V = 1である.

証明. x ∈ Gを任意にとり固定する. すると, GがAbel群であることより,任意の y ∈ G

について, xy = yxであるから, 次が得られる.

π(x)π(y) = π(xy) = π(yx) = π(y)π(x).

よって, π(x) : V −→ V はG線形写像である. ゆえに, Schurの補題より, 複素数 λx ∈ C

が存在して, π(x) = λxIdV と表される. ここで, W ⊂ V を dim W = 1なる部分 vector空

間とする. すると, 任意の ∈ W および x ∈ Gについて, 次が得られる.

π(x)(w) = (λxIdV )(w) = λx(IdV (w)) = λxw ∈ W.

よって, W ⊂ V は V の {0}でないG不変部分空間である. ところで, πは既約表現であ

る. ゆえに, W = V でなければならない. 従って, dim V = dimW = 1である.

なお, Abel群の基本定理より, 有限Abel群は, 巡回群の直積に分解される. この分解を

用いると, 有限Abel群のすべての既約表現を記述することができる.

有限群の有限次元線形表現は, 完全可約であるから, 有限個の既約表現の直和に分解さ

れる. しかし, その分解は一通りではない. ところが, 直和分解に現れる既約部分表現の

うち, ある既約表現に同値なものの個数は既約分解に依らずに決まる. そのことについて,

特別な場合として, ある既約表現に同値な表現たちの直和で表される表現の分解の様子を

調べる.

補題 2.38 Gを有限群, ρを Vρを表現空間としてもつGの既約表現とする. そして, rを

正整数, π1, . . . πrをそれぞれ V1 . . . , Vrを表現空間とするGの表現で, いずれも ρと同値で

あるとする. いま, V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr, π = π1 ⊕ · · · ⊕ πrとする.

(1) W ⊂ V を V の任意の既約なG不変部分空間とする. このとき, πのW 上への制限

πW は ρと同値である.

(2) W1, . . . , Ws ⊂ V を V の既約なG不変部分空間で, V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wsと直和分解さ

れるものとする. このとき, 1 ≤ k ≤ sなる任意の整数 kについて, πのWk上への制限は

ρと同値である. さらに, r = sが成り立つ.

証明. 1 ≤ j ≤ rなる整数 jに対して, pj : V −→ Vjを射影とする. そして, ι : W −→ V

を埋め込みとする. すると, 任意の x ∈ G, w ∈ W ⊂ V について, w = (w1, . . . , wr) ∈ V =

V1 ⊕ · · · ⊕ Vrとすると, 次が成り立つ.

(pjιπW (x))(w) = pj(π(x)(w)) = pj(π(x)(w1, . . . , wr))

= pj(π1(x)w1, . . . , πr(x)wr) = πj(x)(wj) = πj(x)(pjι(w)).
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ゆえに, pjι : W −→ Vj は G線形写像である. ところで, 任意の w = (w1, . . . , wr) ∈
W ⊂ V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vrについて, (pjι)(w)) = pj(w) = pj(w1, . . . , wr) = wj であるから,

1 ≤ j ≤ rなるすべての整数 jについて pjι = 0とすると, W = {0}となり, 仮定に反する.

よって, pjι �= 0なる整数 jが存在する. このとき, 補題 2.34 (3)より, pjιはG線形同型写

像となり, πW � πj � ρが得られる.

(2) 1 ≤ k ≤ sなる任意の整数 kについて, Wk ⊂ V は既約な G不変部分空間であるか

ら, (1)より, πWk
� ρが成り立つ. よって, dim Wk = dimπWk

= dim ρ = dimVρであり,

dim V = r dim Vρ = s dim Vρが成り立つから, r = sが得られる.

有限群の表現の既約分解に現れる既約表現の中には, 互いに同値であるものたちが存在

することがある. このようものを集めると, その表現空間の和空間は,不変部分空間になる.

定理 2.39 Gを有限群, V をC上の {0}でない有限次元 vector空間, π : G −→ GL(V )を

Gの V 上の表現とする. いま, ρを Vρを表現空間とするGの既約表現とし, Fρを次で与

えられる V のG不変部分空間の族とする.

Fρ = {W ⊂ V ; G不変,かつG線形同型写像 T : Vρ −→ W が存在 }. (2.34)

そして, Wρ = V を, 次で与えられる V の部分 vector空間とする.

Wρ =
∑

W⊂�ρ

W =

{ ∑
1≤j≤r

wj ; rは正整数, wj ∈ W (j), W (j) ∈ Fρ

}
. (2.35)

(1) Wρ ⊂ V は V のG不変部分空間である.

(2) Wρが既約なG不変部分空間たちW1, . . . , Wrにより, Wρ = W1 ⊕ · · · ⊕ Wrと直和分

解されたとする. このとき, 1 ≤ j ≤ rなる任意の整数 jについて, πWj
� ρとなる.

(3) V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vsを V の直和分解とする. いま, Iρ = {j ; πVj
∼ ρ}とし, n(ρ) = �Iρ

とする. このとき, Wρ =
⊕
j∈Iρ

Vj が成り立つ. 特に, n(ρ)は V の既約なG不変部分空間た

ちによる既約分解に依らずに定められる.

このWρを V の等質成分と呼ぶ.

証明. (1) まず, Wρが V の部分 vector空間であることを確認する. w, w′ ∈ Wρ, c ∈ C

とする. このとき, 必要ならば零 vectorをつけ加えることにより, W (1), . . . , W (t) ∈ Fρが

存在して, w =

t∑
j=1

wj , w′ =

t∑
j=1

w′
j, wj , w

′
j ∈ W (j) (1 ≤ j ≤ t)と表されるとしてよい. こ

のとき, 1 ≤ j ≤ rなる任意の jについて, wj + w′
j, cwj ∈ W (j)が成り立つから, 次が得ら
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れる.

w + w′ =
t∑

j=1

wj +
t∑

j=1

w′
j =

t∑
j=1

(wj + w′
j) ∈ Wρ,

cw = c

t∑
j=1

wj =

t∑
j=1

cwj ∈ Wρ.

従って, Wρ ⊂ V は V の部分 vector空間である. 次に, Wρ ⊂ V がG不変であることを示

す. いま, w =

t∑
j=1

wj ∈ Wρ (wj ∈ W (j), W (j) ∈ Fρ, 1 ≤ j ≤ t)をW の任意の元とする.

このとき, 任意の x ∈ Gについて, 1 ≤ j ≤ tなる任意の整数 jについて π(x)wj ∈ W (j)と

なるから, 次が成り立つ.

π(x)(w) = π(x)

(
t∑

j=1

wj

)
=

t∑
j=1

π(x)(wj) ∈ Wρ.

従って, Wρ ⊂ V はG不変である.

(2) 1 ≤ j ≤ rなる整数 j について, pj : Wρ −→ Wj を射影とする. すると, 任意の

W ∈ Fρについて, pj(W ) ⊂ WjはWj の部分 vector空間である. もし, すべてのW ∈ Fρ

について pj(W ) = {0}であるとすると, W ⊂
⊕
k �=j

Wkとなり, Wρ ⊂
⊕
k �=j

Wkとなるが, これ

はWρ = W1 ⊕ · · ·⊕Wrに反する. ゆえに, pj(W ) �= {0}なるW ∈ Fρが存在する. ここで,

ι : W −→ Wρを埋め込みとすると, 補題 2.38 (1)の証明と同様にして, pjι : W −→ Wj

が零写像でない G線形写像となる. ここで, Wj ⊂ Wρ は既約であり, G線形同型写像

T : Vρ −→ W が存在するから, W も既約である. よって, pjιはG線形同型写像となり,

πWj
� πW � ρとなる.

(3) Wρの定義より, 明らかに
⊕
j∈Iρ

Vj ⊂ Wρが成り立つ. ここで, 1 ≤ k ≤ sなる整数 kに

ついて, pk : V −→ Vkを射影とする. いま, W ∈ Fρを任意にとり, ι : W ⊂ V を包含写

像とする. すると, 補題 2.38 (1)の証明と同様にして, pkι : W −→ Vj はG線形写像であ

る. もし, pkι �= 0とすると, W, Vkともに既約であるから, πVk
� πW � ρとなり, k ∈ Iρが

成り立つ. よって, W ⊂
⊕
j∈Iρ

Vjが任意のW ∈ Fρについて成り立つ. 従って, Wρ =
⊕
j∈Iρ

Vj

となる.

有限群の有限次元線形表現の既約分解は一通りではないが, 等質成分たちによる直和分

解は一意的である.

定理 2.40 Gを有限群, V をC上の{0}でない有限次元vector空間とし, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. このとき, Gの既約表現 ρ1, . . . , ρrが存在して, V は次のよう
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に直和分解される.

V =
r⊕

j=1

Wρj
. (2.36)

ここで, 1 ≤ j ≤ rなる整数 jについて, Wρj
⊂ V は ρjに対して (2.35)で与えられる V の

部分 vector空間である.

証明. V の既約分解 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vsを 1つとり, {πVk
; 1 ≤ k ≤ s}のうち互いに同

値でないものを集めたものを, {πVk1
, . . . , πVkr

}とし, ρj = πVkj
(1 ≤ j ≤ r)とする. そし

て, Iρj
= {k ; πVk

� ρj}とすると, 定理 2.39 (3)より, Wρj
=
⊕
k∈Iρj

Vkが成り立つ. さらに,

{ρj ; 1 ≤ j ≤ r}の定義より, 1 ≤ k ≤ sなる任意の整数 kに対して, k ∈ Iρj
なる整数 jが

存在する. よって, 次が得られる.

V =
s⊕

k=1

Vk =
r⊕

j=1

⎛⎝⊕
k∈Iρj

Vk

⎞⎠ =
r⊕

j=1

Wρj
.

定義 2.41 Gを有限群, V をC上の {0}でない有限次元 vector空間とし, π G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. また, ρを Vρを表現空間とするGの既約表現とし, Wρ ⊂ V

を (2.35)で与えられる V の部分 vector空間とし, Wρ = W1 ⊕ · · · ⊕ WrをW の既約分解

とする. このとき, rを V における Vρの重複度, あるいは, πにおける ρの重複度と呼び,

r = n(ρ, π)と表すことにする.

重複度のこの定義は, 等質成分の直和分解を用いている. しかし, 補題 2.38 (2)より, 別

の直和分解を用いても値は変わらない. さらに, 直和分解を用いなくても定義することが

できる.

定理 2.42 Gを有限群, V を C上の {0}でない有限次元 vector空間であり, π : G −→
GL(V )をGの V 上の表現とする. また, ρを Vρを表現空間とするGの既約表現とする.

ここで, 次の集合 I(ρ, π)を考える.

I(ρ, π) = {T : Vρ −→ V, G線形写像 }. (2.37)

このとき, I(ρ, π)はC上の vector空間であり, dim I(ρ, π) = n(ρ, π)である.

証明. T, T ′ ∈ I(ρ, π), c ∈ Cについて, 任意の x ∈ G, v ∈ Vρに対して, 次が成り立つ.

((T + T ′)ρ(x))(v) = T (ρ(x)(v)) + T ′(ρ(x)(v)) = π(x)(T (v)) + π(x)(T ′(v))

= π(x)(T (v) + T ′(v)) = π(x)((T + T ′)(v)),
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((cT )ρ(x))(v) = c(T (ρ(x)(v))) = c(π(x)(T (v)))

= π(x)(c(T (v))) = π(x)((cT )(v)).

ゆえに, T + T ′, cT ∈ I(ρ, π)となり, I(ρ, π)がC上の vector空間であることが分かる. そ

こで, この I(ρ, π)の次元を求める. 定理 2.40より, Gの既約表現 ρ1, . . . , ρtが存在して,

V =

t⊕
k=1

Wρk
と分解される. ただし, Wρk

(1 ≤ k ≤ t)は (2.35)で与えられる V の部分

vector空間である. いま, T ∈ I(ρ, π)を零写像でないG線形写像とする. すると, ρは既

約だから, 補題 2.34 (1)より T は単射であり, W = T (Vρ) ⊂ V は πW � ρなる V のG不

変部分空間である. ここで, 1 ≤ j ≤ tなる整数 jについて, Wρj
= V

(j)
1 ⊕ · · · ⊕ V

(j)
n(ρj ,π)

を既約分解とする. そして, p
(j)
k : V −→ V

(j)
k を射影とし, ι : W −→ V を埋め込みとす

ると, 補題 2.38 (1)の証明と同様にして, p
(j)
k ι : W −→ V

(j)
k は G線形写像になる. そし

て, W , V
(j)
k いずれも既約であるから, p

(j)
k ιが零写像であるか, ρj � πW � ρが成り立つ.

ゆえに, 1 ≤ j ≤ tなるすべての整数 jについて ρ �� ρj であれば, I(ρ, π) = {0}となり,

dim(ρ, π) = 0 = n(ρ, π)となる. そこで, 1 ≤ j ≤ tなるある整数 jが存在して, ρ � ρj で

あるとする. ここで, 添え字を取り換えることにより, ρ = ρ1としてよい. すると, 任意の

零写像でない T ∈ I(ρ, π)について, T (Vρ) ⊂ Wρである. よって, 初めから T : Vρ −→ Wρ

と考えてよい. いま, Wρ = W1 ⊕ · · · ⊕ Wn(ρ,π)を既約分解とし, 1 ≤ k ≤ n(ρ, π)なる整

数 kに対して, pk : Wρ −→ Wkを射影とする. そして, Tk : Vρ −→ VkをG線形同型写

像とし, これを固定する. すると, 補題 2.38 (1)の証明と同様にして, pkT : Vρ −→ Wkは

G線形写像である. ゆえに, 複素数 ck ∈ Cが存在して, pkT = ckTkが成り立つ. よって,

T =

n(ρ,π)∑
k=1

ckTkが得られる. 従って, {T1, . . . , Tn(ρ,π)}が線形独立であることを示せば, 定理

が証明される. いま, a1, . . . , an(ρ,π) ∈ Cについて,

n(ρ,π)∑
k=1

akTk = 0が成り立つとする. する

と, 任意の v ∈ Vρについて, 次が成り立つ.

0 =

⎛⎝n(ρ,π)∑
k=1

akTk

⎞⎠ (v) =

n(ρ,π)∑
k=1

ak(Tk(v)).

ここで, Wρ = W1 ⊕ · · · ⊕ Wn(ρ,π)であるから, 1 ≤ k ≤ n(ρ, π)なる任意の整数 kについ

て, ak(Tk(v)) = 0が成り立つ. よって, akTk = 0となるが, Tkは線形同型写像であるから,

ak = 0でなければならない. 以上により, T1, . . . , Tn(ρ,π)は線形独立であり, I(ρ, π)の基底

である. ゆえに, dim I(ρ, π) = n(ρ, π)が成り立つ.
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2.3 指標.

ここでは, 群の表現の性質を反映し, かつ表現そのものに比べて様々な計算を行いやす

い概念である表現の指標について述べる. 正確に言うと, 表現の指標は表現そのものでは

なく, 表現の同値類の性質を反映しているものである.

定義 2.43 Gを有限群, V をC上の{0}でない有限次元vector空間とし, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. このとき, G上の関数 χπ : G −→ Cを次で定義する.

χπ(x) = tr π(x), x ∈ G. (2.38)

この χπを πの指標と呼ぶ.

これから, 指標の性質を述べていくが, そのために, 群論の概念を幾つか用意する.

定義 2.44 群Gに対して, 同型写像 α : G −→ Gを群Gの自己同型と呼ぶ.

群に対して, 自己同型たちにより, 新しい群を構成する.

命題 2.45 Gを群とし, Gの自己同型全体のなす集合を Aut(G)と表すことにする. この

とき, Aut(G)は写像の合成を乗法とする群である. この群をGの自己同型群と呼ぶ.

証明. α, β ∈ Aut(G)について, α ◦ β : G −→ Gも同型写像である. そして, 写像の合

成は結合法則をみたすから, この乗法も結合法則をみたす. また, Gの恒等写像 IdGは群

同型写像であり, 任意の α ∈ Aut(G), x ∈ Gについて, 次が成り立つ.

(α ◦ IdG)(x) = α(IdG(x)) = α(x),

(IdG ◦ α)(x) = IdG(α(x)) = α(x).

よって, α ◦ IdG = IdG ◦ α = αとなり, IdG ∈ Aut(G)は乗法に関する単位元である. さら

に, α ∈ Aut(G)について, 逆写像 α−1もGの自己同型である. そして, 任意の x ∈ Gにつ

いて, 次が成り立つ.

(α ◦ α−1)(x) = α(α−1(x) = x,

(α−1 ◦ α)(x) = α−1(α(x) = x.

ゆえに, α ◦ α−1 = α−1 ◦ α = IdGであり, α−1 ∈ Aut(G)は乗法に関する α ∈ Aut(G)の逆

元である. 従って, Aut(G)は写像の合成を乗法とする群である.

群の自己同型のうち, 群の元から構成できるものがある.
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定理 2.46 Gを群とする.

(1) 任意の g ∈ Gについて, 次の写像 ig : G −→ Gは同型写像である.

ig(x) = gxg−1 ∈ G, x ∈ G. (2.39)

この igをGの内部自己同型と呼ぶ.

(2) Gの内部自己同型全体のなすAut(G)の部分集合を Inn(G)と表すことにする.

Inn(G) = {ig ∈ Aut(G) ; g ∈ G}. (2.40)

このとき, Inn(G)はAut(G)の正規部分群である.

証明. いま, g ∈ Gとする. このとき, 任意の x, y ∈ Gについて, 次が成り立つ.

ig(xy) = g(xy)g−1 = (gxg−1)(gyg−1) = ig(x)ig(y).

よって, ig : G −→ Gは準同型である. また, g, h ∈ Gについて, 任意の x ∈ Gについて,

次が成り立つ.

igh(x) = (gh)x(gh)−1 = (gh)x(h−1g−1) = g(hxh−1)g−1 = ig(ih(x))

ゆえに, igh = ig ◦ ihとなる. さらに, 任意の x ∈ Gについて, 次が成り立つ.

i1G
(x) = 1Gx1−1

G = 1Gx1G = x.

よって, i1G
= IdGである. このことにより, g ∈ Gについて, 次が成り立つ

ig ◦ ig−1 = igg−1 = i1G
= IdG,

ig−1 ◦ ig = ig−1g = i1G
= IdG.

ゆえに, (ig)
−1 = ig−1であり, ig : G −→ Gは同型写像である. よって, (1)が示された. さ

らに, 任意の g, h ∈ Gについて, ig ◦ ih = igh ∈ Inn(G), (ig)
−1 = ig−1 ∈ Inn(G)であるか

ら, Inn(G) ⊂ Aut(G)は Aut(G)の部分群である. そして, g ∈ G, α ∈ Aut(G)について,

任意の x ∈ Gに対して, 次が成り立つ.

(α ◦ ig ◦ α−1)(x) = α(gα−1(x)g−1) = α(g)α(α−1(x))α(g−1)

= α(g)x(α(g))−1 = iα(g)(x).

ゆえに, α ◦ ig ◦α−1 = iα(g) ∈ Inn(G)となる. よって, Inn(G)はAut(G)の正規部分群であ

る. 以上により, (2)が示された.

群は, 内部自己同型により, 自分自身に作用する.
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定義 2.47 Gを群とする. このとき, GはG自身に次のように作用する.

G × G � (g, x) �→ g · x = ig(x) = gxg−1, g, x ∈ G. (2.41)

そして, x ∈ Gのこの作用に関するG軌道を xを元としてもつ共役類, あるいは xを通る

共役類と呼び, その元を xと共役な元と呼ぶ.

GがAbel群であれば, 任意の g, x ∈ Gについて, 次が成り立つ.

ig(x) = gxg−1 = xgg−1 = x1G = x.

ゆえに, xを通る共役類は {x}である.

例 2.48 G = S3を 3次対称群とする. すると, S3の元は恒等置換, 互換, 長さ 3の巡回置

換である. いま, σ = (1, 2)とする. すると, 任意の τ ∈ S3について, 次が成り立つ.

(τστ−1)(τ(1)) = (τσ)(τ−1(τ(1))) = (τσ)(1) = τ(2),

(τστ−1)(τ(2)) = (τσ)(τ−1(τ(2))) = (τσ)(2) = τ(1),

(τστ−1)(τ(3)) = (τσ)(τ−1(τ(3))) = (τσ)(3) = τ(3).

よって, τ(1, 2)τ−1 = (τ(1), τ(2))であり, 特に, 互換である. ここで, τ = (2, 3)とする

と, τ(1, 2)τ−1 = (1, 3), τ = (1, 3)とすると, τ(1, 2)τ−1 = (3, 2) = (2, 3)である. よって,

(1, 2) ∈ S3を通る共役類は {(1, 2), (1, 3), (2, 3)} ⊂ S3である. また, σ = (1, 2, 3)とすると

き, 任意の τ ∈ S3について, 次が成り立つ.

(τστ−1)(τ(1)) = (τσ)(τ−1(τ(1))) = (τσ)(1) = τ(2),

(τστ−1)(τ(2)) = (τσ)(τ−1(τ(2))) = (τσ)(2) = τ(3),

(τστ−1)(τ(3)) = (τσ)(τ−1(τ(3))) = (τσ)(3) = τ(1).

ゆえに, τ(1, 2, 3)τ−1 = (τ(1), τ(2), τ(3))であり, 特に, 長さ 3の巡回置換である. ここで,

τ = (2, 3)とすると, τ(1, 2, 3)τ−1 = (1, 3, 2)となる. 従って, (1, 2, 3) ∈ S3を通る共役類は,

{(1, 2, 3), (1, 3, 2)} ⊂ S3である. また, 恒等置換 ι ∈ S3について, 任意の τ ∈ S3に対して,

τιτ−1 = ττ−1 = ιが成り立つ. 従って, ι ∈ S3を通る共役類は {ι} ⊂ S3である. 以上によ

り, S3の共役類は, 以下の通りである.

{ι}, {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}, {(1, 2, 3), (1, 3, 2)}. (2.42)

群の指標は, 群上の関数というより, むしろ, 群の共役類全体のなす空間上の関数である.
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定義 2.49 Gを群とし, f : G −→ Cを関数とする. このとき, f が類関数であるとは, 以

下の性質をみたすことである.

f(gxg−1) = f(x), g, x ∈ G. (2.43)

命題 2.50 Gを有限群, V をC上の{0}でない有限次元vector空間とし, π : G −→ GL(V )

をGの V 上の表現とする. このとき, πの指標 χπ : G −→ CはG上の類関数である.

証明. g, x ∈ Gとする. このとき, 次のことが成り立つ.

χπ(gxg−1) = tr π(gxg−1) = tr (π(g)π(x)π(g−1))

= tr (π(g)π(x)π(g)−1) = tr π(x) = χπ(x).

従って, χπは類関数である.

群の表現の指標の重要な性質として, 同値な表現の指標が一致することが挙げられる.

定理 2.51 Gを有限群, V, W を C上の {0}でない有限次元 vector空間とし, π : G −→
GL(V ), ρ : G −→ GL(W )をそれぞれGの V, W 上の表現とする. このとき, π � ρなら

ば, χπ = χρが成り立つ.

証明. dim V = n > 0とし, {v1, . . . , vn} ⊂ V を V の基底とする. そして, 任意の x ∈

Gについて, π(x)の {v1, . . . , vn}に関する表現行列を Aπ(x) =

⎛⎜⎝a1,1(x) · · · a1,n(x)
...

...

an,1(x) · · · an,n(x)

⎞⎟⎠
とする. すると, 1 ≤ k ≤ n なる任意の整数 k について π(x) =

n∑
j=1

aj,k(x)vj であり,

χπ(x) = trπ(x) =
n∑

j=1

aj,j(x)となる. また, T : V −→ W を G線形同型写像とし, 1 ≤

j ≤ nなる整数 jについて, wj = T (vj) ∈ W とする. すると, T が線形同型写像であるこ

とより, {w1, . . . , wn} ⊂ W はW の基底であり, 特に, dim W = nである. さらに, 任意

の x ∈ Gについて, Tπ(x) = ρ(x)T である. そして, 1 ≤ k ≤ nなる任意の整数 kおよび

x ∈ Gについて, 次が成り立つ.

ρ(x)(wk) = ρ(x)(T (vk)) = T (π(x)(vk)) = T

(
n∑

j=1

aj,k(x)vj

)

=
n∑

j=1

aj,k(x)(T (vj)) =
n∑

j=1

aj,k(x)(wj).
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ゆえに, ρ(x)の{w1, . . . , wn}に関する表現行列もAπ(x)となり, χρ(x) =

n∑
j=1

aj,j(x) = χπ(x)

が成り立つ. 従って, χπ = χρとなる.

群の表現の指標を用いると, 2つの既約表現が同値であるかどうかが, G線形同型写像

を具体的に構成しなくても, 関数を用いた計算により判定することができる. そのために,

群の表現の行列成分の性質を調べる. ところで, 有限群の任意の有限次元線形表現は, 表現

空間に適当な複素内積を入れることにより, unitary表現と考えることができる. そこで,

ここからしばらくは, unitary表現のみ考える.

定理 2.52 Gを有限群, V, W を C上の {0}でない有限次元 vector空間, 〈·, ·〉V , 〈·, ·〉W を
それぞれ V, W 上の (複素)内積, U(V ), U(W )をこれらの内積に関する unitary群とし,

π : G −→ U(V ), ρ : G −→ U(W )をそれぞれGの V, W 上の既約 unitary表現とする.

(1) いま, π = ρとする. このとき, 任意の v, v′ ∈ V , w, w′ ∈ W について, 次が成り立つ.

　
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), v′〉V 〈ρ(x)(w), w′〉V =
1

dim π
〈v, w〉V 〈v′, w′〉V . (2.44)

(2) π �� ρであれば, 任意の v, v′ ∈ V , w, w′ ∈ W について, 次が成り立つ.

1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), v′〉V 〈ρ(x)(w), w′〉W = 0. (2.45)

証明. 写像 T : W −→ V を次のように定義する.

T (w′) =
1

�G

∑
x∈G

〈w′, ρ(x)(w)〉Wπ(x)v, w′ ∈ W. (2.46)

すると, T は線形写像であり, 任意の x ∈ G, w′ ∈ W について, 次が成り立つ.

T (ρ(x)(w′)) =
1

�G

∑
y∈G

〈ρ(x)(w′), ρ(y)(w)〉Wπ(y)(v)

=
1

�G

∑
y∈G

〈w′, ρ(x−1y)(w)〉Wπ(y)(v)

=
1

�G

∑
y∈G

〈w′, ρ(y)(w)〉Wπ(xy)(v)

=
1

�G

∑
y∈G

〈w′, ρ(y)(w)〉Wπ(x)(π(y)(v))

= π(x)

(
1

�G

∑
y∈G

〈w′, ρ(y)(w)〉Wπ(y)v

)
= π(x)(T (w′)).

よって, T : W −→ V はG線形写像である.
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ここで, (2)を証明する. π, ρはいずれも既約であり, π �� ρであるから, 定理 2.35 (2)よ

り, T = 0となる. よって, v′ ∈ V , w′ ∈ W について, 次が得られる.

0 = 〈T (w′), v′〉V =

〈
1

�G

∑
x∈G

〈w′, ρ(x)(w)〉Wπ(x)(v), v′
〉

V

=
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), v′〉V 〈w′, ρ(x)(w)〉W

=
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), v′〉V 〈ρ(x)(w), w′〉W .

続いて, (1)を証明する. πは既約であるから, 定理 2.35 (1)より, 複素数 λ ∈ Cが存在し

て, T = λIdV となる. よって, v′, w′ ∈ V について, 次が得られる.

λ〈w′, v′〉V = 〈(λIdV )(w′), v′〉V = 〈T (w′), v′〉V =

〈
1

�G
〈w′, π(x)(w)〉Wπ(x)(v), v′

〉
V

=
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), v′〉V 〈w′, π(x)(w)〉V

=
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), v′〉V 〈π(x)(w), w′〉V .

ここで, dim π = dimV = n > 0とし, {v1, . . . , vn} ⊂ V を V の正規直交基底とする. す

ると, 任意の u =

n∑
j=1

ajvj ,

n∑
j=1

bjvj ∈ V に対して, aj = 〈u, vj〉V , bj = 〈u′, vj〉V (1 ≤ j ≤ n)

であり, 次が得られる.

〈u, u′〉V =

〈
n∑

j=1

ajvj ,

n∑
k=1

bkvk

〉
=

n∑
j=1

n∑
k=1

ajbk〈vj , vk〉V

=
n∑

j=1

n∑
k=1

ajbkδj,k =
n∑

j=1

ajbj =
n∑

j=1

〈u, vj〉V 〈u′, vj〉V .

ゆえに, 次が成り立つ.

nλ = λ

n∑
j=1

〈vj, vj〉V =

n∑
j=1

(
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), vj〉V 〈π(x)(w), vj〉V
)

=
1

�G

∑
x∈G

(
n∑

j=1

〈π(x)(v), vj〉V 〈π(x)(w), vj〉V
)

=
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), π(x)(w)〉V =
1

�G
· (�G)〈v, w〉V = 〈v, w〉V .

従って,
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(v), v′〉V 〈π(x)(w), w′〉V =
1

n
〈v, w〉V 〈v′, w′〉V が成り立つ.

この定理を用いて, 2つの既約表現が同値かどうかを, 指標を用いて調べることができる.
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定理 2.53 (指標の第一直交関係). Gを有限群, V, W をC上の {0}でない有限次元 vector

空間とし, π : G −→ GL(V ), ρ : G −→ GL(W )をそれぞれGの V, W 上の既約表現とす

る.

(1) π � ρであれば, 次が成り立つ.

1

�G

∑
x∈G

χπ(x)χρ(x) = 1. (2.47)

(2) π �� ρであれば, 次が成り立つ.

1

�G

∑
x∈G

χπ(x)χρ(x) = 0. (2.48)

証明. 定理 2.23より, V, W 上に適当な複素内積 〈·, ·〉V , 〈·, ·〉W が存在して, すべての

x ∈ Gについて, π(x) ∈ U(V ), ρ(x) ∈ U(W )が成り立つ. よって, 初めから, π, ρともに既

約 unitary表現と仮定してよい.

(1) π � ρであるから,定理2.51より, χπ = χρである. よって,初めからπ = ρとしてよい.

ここで, dim V = n > 0とし, {v1, . . . , vn} ⊂ V をV の正規直交基底とする. すると,任意の

x ∈ Gについて, π(x)の {v1, . . . , vn}に関する表現行列をAπ(x) =

⎛⎜⎝a1,1(x) · · · a1,n(x)
...

...

an,1(x) · · · an,n(x)

⎞⎟⎠
とおくと, 1 ≤ k ≤ nなる任意の整数 k について, π(x)(vk) =

n∑
j=1

aj,k(x)vj であるから,

ak,k(x) = 〈π(x)(vk), vk〉V となる. ゆえに, 次が得られる.

χπ(x) = trπ(x) =
n∑

j=1

〈π(x)vj, vj〉V .

よって, (2.44)より, 次が成り立つことが分かる.

1

�G

∑
x∈G

χπ(x)χπ(x) =
1

�G

∑
x∈G

(
n∑

j=1

n∑
k=1

〈π(x)(vj), vj〉V 〈π(x)(vk), vk〉V
)

=

n∑
j=1

n∑
k=1

(
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(vj), vj〉V 〈π(x)(vk), vk〉V
)

=
n∑

j=1

n∑
k=1

1

n
〈vj, vk〉V 〈vj, vk〉V =

n∑
j=1

n∑
k=1

1

n
δj,kδj,k

=

n∑
j=1

(
1

n
· 1 · 1

)
= 1.
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(2) dim V = n > 0, dim W = m > 0とし, {v1, . . . , vn} ⊂ V , {w1, . . . , wm} ⊂ W をそれ

ぞれ V, W の正規直交基底とすると, (1)と同様にして, 任意の x ∈ Gについて, 次が得ら

れる.

χπ(x) =

n∑
j=1

〈π(x)(vj), vj〉V , χρ(x) =

m∑
k=1

〈ρ(x)(wk), wk〉W .

ゆえに, (2.45)より, 次が得られる.

1

�G

∑
x∈G

χπ(x)χρ(x) =
1

�G

∑
x∈G

(
n∑

j=1

m∑
k=1

〈π(x)(vj), vj〉V 〈ρ(x)(wk), wk〉W
)

=
n∑

j=1

n∑
k=1

(
1

�G

∑
x∈G

〈π(x)(vj), vj〉V 〈ρ(x)(wk), wk〉W
)

= 0.

ここで, G上の関数全体のなす空間C(G) = {f : G −→ C}上に, 次のように (複素)内

積 〈·, 〉を入れる.

〈f, f ′〉 =
1

�G

∑
x∈G

f(x)f ′(x), f, f ′ ∈ C(G). (2.49)

問 2.54 (2.49)がC(G)上の内積であることを示せ.

すると, Gの既約表現の指標たちは,この内積に関して互いに直交していることが分かる.

系 2.55 Gを有限群, C(G) = {f : G −→ C}とし, 〈·, ·〉を (2.49)で与えられるC(G)上

の内積とする. このとき, Gの既約表現 π, ρの指標 χπ, χρについて, 次が成り立つ.

〈χπ, χρ〉 =

{
1, π � ρ,

0, π �� ρ.
(2.50)

証明. 内積の定義より, 次が成り立つ.

〈χπ, χρ〉 =
1

�G

∑
x∈G

χπ(x)χρ(x).

従って, この系の主張は定理 2.46の言い換えである.

この系より, 既約表現の指標から, それらが同値であるかが分かる.

系 2.56 Gを有限群, π, ρをGの既約表現とする. このとき, χπ = χρならば, π � ρが成

り立つ.

証明. π �� ρであれば, (2.55)より, 〈χπ, χρ〉 = 0である. ところが, χπ = χρであれば,

(2.55)より, 〈χπ, χρ〉 = 〈χπ, χπ〉 = 1となり, 矛盾する. 従って, π � ρとなる.
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