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この補足資料について

これは, 2011年度和歌山大学教育学部で開講される「微分方程式」の講義を進める際に,

講義内容の前提となるべき内容であるが, それを講義資料の中にまとめるには難しすぎる

もの, あるいは, 予め学習している必要があり, 改めて講義資料にまとめると必要以上に量

が膨大となるものを, 別にまとめたものである. 言うなれば, 「講義資料」が教科書のよ

うなものと考えると, 「補足資料」はその付録, あるいは補遺として書かれるものである.

従って, 講義資料のように, 例や問はほとんど用意していない. 「補足資料」の内容は, 講

義では「講義資料」の内容と比べてそれほど丁寧には説明しない予定であるので, 「講義

資料」に加えてこの内容まで完全に理解するのはなかなか大変かもしれないが, 余力のあ

る人は, 是非自分で手を動かして理解を目指してほしい.

都合により, この補足資料も講義と同時進行で作成していく予定である. 新たに原稿を

付け加える場合には, 講義時に連絡する予定である. また, 原稿が更新されるごとに目次

も更新されるので, 必要に応じて表紙を差し替えてもらえると幸いである.

これも都合により, 本文中にほとんど図を載せない予定である. また, ページ数の具合

により, 随所に余白を挿入する予定である. 講義時に板書等で与えた図等をその余白に書

き込むのもよいであろう.

なお, この補足資料の最新版を以下のWebページにて公開する予定である.

http://www.math.kyoto-u.ac.jp/̃ kikuchi/parttime/wakayama2011/de/2011de.html

最終版は 2012年 1月末か 2月初めに完成する予定である.
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1 微分積分学から.

1.1 陰関数定理.

ここでは, 変数分離型の微分方程式の解の存在および一意性の証明に必要である陰関数

定理について述べる. まず, 実数体Rの連続性の 1つの定式化であるボルツァーノ-ワイエ

ルシュトラスの定理について述べる.

定理 1.1 a, bを a < bなる実数とし, {xn}∞n=1を任意の正整数 nについて xn ∈ [a, b]なる

数列とする. このとき, {xn}∞n=1の部分列 {yn}∞n=1およびα ∈ [a, b]なる実数αが存在して,

{yn}∞n=1が αに収束する (ボルツァーノ-ワイエルシュトラスの定理).

証明は微分積分学の教科書等を参照してもらいたい.

定理 1.2 D ⊂ R
2を開集合, (a, b) ∈ Dとし, f(x, y)をD上で定義された C1級実数値関

数で, f(a, b) = 0, fy(a, b) �= 0をみたすものとする. このとき, a, bの開近傍 U , V および

U 上で定義された函数 g(x)で, 以下の性質をみたすものが存在する (陰関数定理).

(i) U × V ⊂ D.

(ii) x ∈ U のとき y = g(x) ∈ V .

(iii) (x, y) ∈ U × V について, y = g(x)であることと, f(x, y) = 0であることは同値.

(iv) gはC1級であり, 導関数
dg

dx
は次のように表される.

dg

dx
= −fx(x, g(x))

fy(x, g(x))
. (1.1)

gを f から得られる (a, b)の近傍における陰関数と呼ぶ.

証明. fy(a, b) > 0の場合を考える. f は C1級であるから, 正実数 δ0, δ1 > 0が存在し

て, {(x, y) ∈ R
2 ; |x − a| ≤ δ0, |y − b| ≤ δ1} ⊂ D, かつ, |x − a| < δ0, |y − b| < δ1な

らば, fy(x, y) > 0となる. |x − a| < δ0なる xを固定すると, yの関数 f (x)(y) = f(x, y)

は閉区間 [b − δ1, b + δ1]で狭義単調増加である. 特に, f (a)は狭義単調増加であるから,

f (a)(b− δ1) = f(a, b− δ1) < f (a)(b) = f(a, b) = 0 < f (a)(b + δ1) = f(a, b + δ1)が成り立つ.

f はC1級であることより連続であるから, 0 < δ2 < δ0なる実数 δ2で, |x− a| < δ2ならば,

f(x, b − δ1) < 0かつ f(x, b + δ1) > 0が成り立つものが存在する. このとき, |x − a| < δ2

なる任意の xについて, y の関数 f (x) は閉区間 [b − δ1, b + δ1]において狭義単調増加で

あるから, |y − b| < δ1かつ f (x)(y) = f(x, y) = 0をみたす実数 yが存在する. そこで,

U = {x ∈ R ; |x − a| < δ2}, V = {y ∈ R ; |y − b| < δ1}とし, x ∈ U に対して, 上で定まる

yを g(x)と表すとする. すると, その定義により (i)(ii)(iii)が成り立つ.
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(iv)を証明するために, まず gが連続であることを示す. そのためには, x0 ∈ U とし,

{xn}∞n=1を任意の正整数 nについて xn ∈ U であり x0に収束する数列をとるとき, 数列

{yn}∞n=1 = {g(xn)}∞n=1が y0 = g(x0)に収束することを示せばよい. まず, 任意の正整数 n

について, yn = g(xn) ∈ V より |yn − b| ≤ δ1である. よって, ボルツァーノ-ワイエルシュ

トラスの定理より, {yn}∞n=1の部分列 {y′
n}∞n=1および |y′

0 − b| ≤ δ1なる実数 y′
0が存在して,

{y′
n}∞n=1は y′

0に収束する. {y′
n}∞n=1は {yn}∞n=1の部分列であるから, 任意の正整数 nにつ

いて y′
n = yknとなる狭義単調増加正整数列 {kn}∞n=1が存在する. そこで, 正整数 nについ

て x′
n = xknとすると, {x′

n}∞n=1は {xn}∞n=1の部分列である. {xn}∞n=1は x0に収束するから,

{x′
n}∞n=1も x0に収束する. よって, Dの点列 {(x′

n, y′
n)}∞n=1はDの点 (x0, y

′
0)に収束する. f

は連続だから, f(x0, y
′
0) = lim

n→∞
f(x′

n, y′
n) = 0である. x0 ∈ Uであるから, f(x0, b− δ1) < 0

かつ f(x0, b + δ1) > 0である. ゆえに, y′
0 ∈ V となる. f(x0, y

′
0) = 0かつ (x0, y

′
0) ∈ U × V

であるから, y′
0 = g(x0) = y0でなければならない. これは, 数列 {yn}∞n=1 = {g(xn)}∞n=1が

y0 = g(x0)に収束することを意味する. 従って, gは連続である.

上のことを用いて (iv)を示す. 既に (x, y) ∈ U × V のとき fy(x, y) > 0であることは示

してあるので, (iv)の右辺は意味をもつ. いま, x0 ∈ Uとし, y0 = g(x0) ∈ V とする. x ∈ U

をとり y = g(x)とし, 閉区間 [0, 1]上の函数 ϕを次で定義する.

ϕ(t) = f(x0 + t(x − x0), y0 + t(y − y0)), t ∈ [0, 1].

すると, ϕはC1級であり,

ϕ′(t) = fx(x0 + t(x − x0), y0 + t(y − y0))(x − x0)

+ fy(x0 + t(x − x0), y0 + t(y − y0))(y − y0), t ∈ [0, 1].

ϕ(0) = f(x0, y0) = 0, ϕ(1) = f(x, y) = 0であるから, ロルの定理より, 0 < θ < 1なる実

数 θが存在して, ϕ′(θ) = 0となる. ゆえに,

0 = fx(x0 + θ(x − x0), y0 + θ(y − y0))(x − x0)

+ fy(x0 + θ(x − x0), y0 + θ(y − y0))(y − y0).

よって, x �= x0のとき,

y − y0

x − x0
= −fx(x0 + θ(x − x0), y0 + θ(y − y0))

fy(x0 + θ(x − x0), y0 + θ(y − y0))
.

xが x0に近づくとき, gは連続であるから y = g(x)も y0 = g(x0)に近づく. 0 < θ < 1で

あるから, (x0 + θ(x − x0), (y0 + θ(y − y0))は (x0, y0)に近づく. よって,

dg

dx
(x0) = lim

x→x0

y − y0

x − x0
= −fx(x0, y0)

fy(x0, y0)
= −fx(x0, g(x0))

fy(x0, g(x0))
.

x0 ∈ U は任意であり, (1.1)の右辺は xについて連続であるから, gは C1級である. 以上

のことは, fy(a, b) < 0のときも同様に議論できる.
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1.2 一様収束.

ここでは, 関数の一様収束に関連する内容をまとめておく. まず, 集合上の実数値関数

列に関する 2つの収束を定義する.

定義 1.3 Sを集合, f : S −→ Rを実数値関数とし, 任意の正整数 nに対して, S上の関

数 fn : S −→ Rが与えられているとする. このとき, 関数列 {fn}∞n=1が S上 f に各点収束

するとは, 任意の x ∈ Sについて, 実数列 {fn(x)}∞n=1が f(x)に収束することである.

定義 1.4 Sを集合, f : S −→ Rを実数値関数とし, 任意の正整数 nに対して, S上の関

数 fn : S −→ Rが与えられているとする. このとき, 関数列 {fn}∞n=1が S上 f に一様収束

するとは, 任意の正実数 ε > 0に対して, 正整数 n0が存在して, n ≥ n0かつ x ∈ Sならば

|fn(x) − f(x)| < εが成り立つことである.

S上の実関数列 {fn}∞n=1が S上 f に一様収束すれば, S上各点収束する. しかし, 関数列

{fn}∞n=1が S上 f に各点収束しても, S上一様収束するとは限らない.

一様収束する関数列で特に重要なのは, 関数列が連続関数からなる場合である. 簡単の

ために, R
mの部分集合上で定義された関数のみ考えることにする.

定理 1.5 mを正整数, D ⊂ R
mを空でない部分集合とし, 任意の正整数について, fn :

D −→ Rを連続関数とする. このとき, 関数列 {fn}∞n=1がD上 f : D −→ Rに一様収束

するならば, f は連続関数である.

証明. {fn}∞n=1はD上 f に一様収束するから, 任意の正実数 ε > 0に対して, 正整数 n0

が存在して, 任意の x ∈ Dについて, 次が成り立つ.

|fn(x) − f(x)| <
ε

3
. (1.2)

いま, a ∈ Dを任意の点とする. すると, 正実数 δ > 0が存在して, x ∈ Dかつ |x − a| < δ

ならば, 次が成り立つ.

|fn0(x) − fn0(x)| <
ε

3
. (1.3)

(1.2), (1.3)より, x ∈ D, |x − a| < δなる xについて, 次が得られる.

|f(x) − f(a)| = |(f(x) − fn0(x)) + (fn0(x) − fn0(a)) + (fn0(a) − f(a))|
≤ |f(x) − fn0(x)| + |fn0(x) − fn0(a)| + |fn0(a) − f(a)|
<

ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.
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ゆえに, f は aで連続である. a ∈ Dは任意であるから, f はD上連続である.

続いて, 関数列が作るコーシー列について述べる. まず, 実数列のコーシー列の性質を

述べる.

定義 1.6 {an}∞n=1を実数列とする. このとき, {an}∞n=1がコーシー列であるとは, 任意の正

実数 ε > 0に対して, 正整数 n0が存在して, m,n ≥ n0ならば, 次が成り立つことである.

|am − an| < ε. (1.4)

収束する実数列は常にコーシー列である. この逆を主張する次の定理の内容は, 実数の

完備性と呼ばれる.

定理 1.7 実数列 {an}∞n=1がコーシー列であるとする. このとき, ある実数 a ∈ Rが存在し

て, {an}∞n=1は aに収束する (コーシーの定理).

この定理の証明は, 微分積分学の教科書等を参照してもらいたい.

定義 1.8 Sを集合とし, 正整数 nについて, fn : S −→ Rを実数値関数とする. このと

き, 関数列 {fn}∞n=1がコーシー列であるとは, 任意の正実数 ε > 0に対して, 正整数 n0が

存在して, Sの任意の元 x ∈ S およびm,n ≥ n0なる任意の正整数m,nについて, 次が成

り立つ.

|fm(x) − fn(x)| < ε. (1.5)

コーシー列である関数列は, ある関数に各点収束することは容易に分かる.

補題 1.9 Sを集合とし, {fn}∞n=1を S上の実数値関数列で, コーシー列になっているもの

とする. このとき, S上の関数 f : S −→ Rが存在して, {fn}∞n=1は f に各点収束する.

証明. x ∈ Sとすると,関数列のコーシー列の定義より,実数列 {fn(x)}∞n=1はコーシー列

である. よって,実数ax ∈ Rが存在して, {fn(x)}∞n=1はaxに収束する. そこで, f : S −→ R

を f(x) = ax (x ∈ S)とすると, {fn}∞n=1は S上 f に各点収束することが分かる.

定理 1.10 Sを集合, {fn}∞n=1を実数値関数列で, コーシー列であるものとする. このとき,

S上の関数 f : S −→ Rが存在して, 関数列 {fn}∞n=1は S上 f に一様収束する.

証明. 任意の正実数に対して, 正整数 n0が存在して, 任意の x ∈ Sおよびm,n ≥ n0な

る正整数m,nについて, 次が成り立つ.

|fn(x) − fm(x)| < ε.
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ここで, 補題 1.9より, S上の実数値関数 f : S −→ Rが存在して, 任意の x ∈ Sについて

lim
n→∞

fn(x) = f(x)となるから, 次が成り立つ.

|fn(x) − f(x)| = lim
m→∞

|fn(x) − fm(x)| ≤ ε.

これが任意の正実数 ε > 0について成り立つから, 関数列 {fn}∞n=1は S上 f に一様収束す

ることが分かる.

連続関数列に対しては, より強い主張が得られる.

定理 1.11 mを正整数, D ⊂ R
mを空でない部分集合とし, {fn}∞n=1を D上の実数値連

続関数からなる関数列で, コーシー列であるものとする. このとき, D上の連続関数 f :

D −→ Rが存在して, {fn}∞n=1はD上 f に一様収束する.

証明. 定理 1.10より, 連続関数列 {fn}∞n=1はD上のある実数値関数 f : D −→ Rに一

様収束する. このとき, 定理 1.5より, f はD上の連続関数になる.

ここからは, 特別な関数列である関数項級数について述べる.

定義 1.12 S を集合, {fn}∞n=1 を実数値関数列とする. このとき, 関数 fn を第 n項 (n

は正整数) とする級数を関数項級数と呼び,
∞∑

n=1

fn と表す. また, 正整数 n に対して,

n∑
j=1

fj = f1 + · · ·+ fn を第 n部分和と呼ぶ. 部分和のなす関数列が S 上各点収束, 一様

収束するとき, それぞれ関数項級数
∞∑

n=1

fnが各点収束, 一様収束するという.

集合 S上の実数値関数 f : S −→ Rについて, S上の各点において, 関数の値 f(x)の絶

対値 |f(x)|をとる関数を |f |と表すことにする.

|f |(x) = |f(x)|, x ∈ S. (1.6)

定義 1.13 Sを集合, {fn}∞n=1を実数値関数列とする. このとき, 関数項級数
∞∑

n=1

fnが一様

に絶対収束するとは, 関数項級数
∞∑

n=1

|fn|が S上一様収束することである.

ここで, 絶対収束する級数の性質について述べる.

定理 1.14 {an}∞n=1を実数列とする. このとき, 級数
∞∑

n=1

anが絶対収束, 即ち, 級数
∞∑

n=1

|an|

が収束するならば, 級数
∞∑

n=1

anは収束する.
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証明. 任意の正整数 nに対して, sn =

n∑
k=1

ak, tn =

n∑
k=1

|ak|とおく. すると, 数列 {tn}∞n=1

は単調増加であり, 仮定より収束する. よって, {tn}∞n=1はコーシー列である. 即ち, 任意

の正実数 ε > 0に対して, 正整数 n0が存在して, n0 ≤ m ≤ nならば, 次が成り立つ.

|tn − tm| = tn − tm < ε.

よって, 次が得られる.

|sn − sm| = |am+1 + · · ·+ an| ≤ |am+1| + · · · + |an| = tn − tm < ε.

ゆえに, 数列 {sn}∞n=1はコーシー列になり, コーシーの定理より収束する. これは, 級数
∞∑

n=1

anが収束することを意味する.

この定理の逆は一般に成り立たない. 実際, 級数
∞∑

n=1

anが収束するが,
∞∑

n=1

|an|が収束し
ない例がある.

級数が絶対収束するための十分条件として, 優級数を用いる方法がある.

定義 1.15 {an}∞n=1を実数列, {bn}∞n=1を非負実数列とする. このとき, {bn}∞n=1が {an}∞n=1

の優級数であるとは, 任意の正整数 nについて |an| ≤ bnが成り立つことである.

定理 1.16 {an}∞n=1を実数列, {bn}∞n=1を非負実数列とし, {bn}∞n=1が {an}∞n=1の優級数で

あるとする. このとき, 級数
∞∑

n=1

bnが収束すれば, 級数
∞∑

n=1

anは絶対収束する.

証明. 任意の正整数 nについて |an| ≤ bnであるから, 次が成り立つ.

n∑
k=1

|ak| ≤
n∑

k=1

bn.

{bn}∞n=1は非負実数列であり,

∞∑
n=1

bnは収束するから, ある正実数M > 0が存在して, 任意

の正整数 nに対して, 次が成り立つ.

n∑
k=1

bk ≤ M.

よって, 次が得られる.

n∑
k=1

|ak| ≤
n∑

k=1

bk ≤ M.

8



ここで, 正整数 nに対して, tn =

n∑
k=1

|ak|とおく. すると, 非負実数列 {tn}∞n=1は単調増加

であり, 任意の正整数 nについて tn ≤ M が成り立つ. ゆえに, 数列 {tn}∞n=1は収束する.

tn =
n∑

k=1

|ak| (nは正整数)であるから, これは級数
∞∑

n=1

|an|が絶対収束することを示して
いる.

絶対収束する級数が収束することと同様にして, 一様に絶対収束する関数項級数は一様

収束することが分かる.

定理 1.17 Sを集合, {fn}∞n=1を S上の実数値関数列とする. このとき, 関数項級数
∞∑

n=1

fn

が S上一様に絶対収束するならば,
∞∑

n=1

fnは S上一様収束する.

証明. 任意の正整数 nに対して, gn =
n∑

k=1

|fk|とする. 関数項級数
∞∑

n=1

fnは一様に絶対

収束するから, S上の実数値関数 g : S −→ Rが存在して, 任意の正実数 ε > 0に対して,

正整数 n0が存在して, 正整数mについて, m ≥ n0ならば, S上の任意の点 x ∈ Sについ

て, 次が成り立つ.

|gm(x) − g(x)| < ε.

ここで, S上の任意の点 x ∈ Sについて実数列 {gn(x)}∞n=1は単調増加数列であるから, 任

意の正整数 nについて gn(x) ≤ g(x)が成り立つ. よって, n0 ≤ m ≤ nなる正整数m,nに

ついて, 任意の x ∈ Sに対して, 次が得られる.

|gm(x) − gn(x)| = gn(x) − gm(x) ≤ g(x) − gm(x) = |gm(x) − g(x)| < ε.

ここで, 任意の正整数 nに対して, hn =
n∑

k=1

fkとおく. すると, n0 ≤ m ≤ nなる正整数お

よび任意の x ∈ Sについて, 次が成り立つ.

|hn(x) − hm(x)| = |fm+1(x) + · · · + fn(x)|
≤ |fm+1(x)| + · · · + |fn(x)| = gn(x) − gm(x) < ε.

ところで, S上の任意の点 x ∈ Sについて, 仮定より級数
∞∑

n=1

fn(x)は絶対収束するから,

定理 1.14よりある実数 ax ∈ Rに収束する. 即ち, 数列 {hn(x)}∞n=1は axに収束する. この

とき, S上の関数 h : S −→ Rを h(x) = ax (x ∈ S)とおくと, n0 ≤ mなる正整数および

任意の x ∈ Sについて, 次が得られる.

|hm(x) − h(x)| = lim
n→∞

|hm(x) − hn(x)| ≤ ε.
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ゆえに, 関数列 {hn}∞n=1は S上 hに一様収束する. これは, 級数
∞∑

n=1

fnが S上 hに一様収

束することを意味する.

連続関数列から得られる関数項級数については, さらに次のことが得られる.

定理 1.18 mを正整数, D ⊂ R
mを空でない部分集合, {fn}∞n=1をD上の実数値連続関数

列とし, 関数項級数
∞∑

n=1

fnがD上一様に絶対収束するとする. このとき, 関数項級数
∞∑

n=1

fn

はD上ある連続関数 f : D −→ Rに一様収束する.

証明. 定理 1.17より, D上の実数値関数 f : D −→ Rが存在し, 級数
∞∑

n=1

fnがD上 f

に一様収束する. このとき, 定理 1.5より, f は連続関数になるから, 主張が得られる.

関数項級数が一様に絶対収束するための十分条件として, 級数と同様に優級数を用いる

ものがある.

定義 1.19 S を集合とし, {fn}∞n=1を S上の実数値関数列とする. このとき, 非負実数列

{Mn}∞n=1から得られる級数
∞∑

n=1

Mnが関数項級数
∞∑

n=1

fnの優級数であるとは, 任意の正整

数 nおよび S上の任意の点 x ∈ Sに対して, |fn(x)| ≤ Mnが成り立つことである.

定理 1.20 Sを集合, {fn}∞n=1を S上の実数値関数列とし, {Mn}∞n=1を非負実数列とする.

このとき, 級数
∞∑

n=1

Mnが収束し, かつ関数項級数
∞∑

n=1

fnの優級数であるならば, 関数項級

数
∞∑

n=1

fnは S上ある関数 f : S −→ Rに一様収束する.

証明. 任意の正整数 nに対して, Ln =
n∑

k=1

Mkとおく. すると, 数列 {Ln}∞n=1は単調増

加であり, 級数
∞∑

n=1

Mnが収束するから, 数列 {Ln}∞n=1はコーシー列である. よって, 任意

の正実数 ε > 0に対して, 正整数 n0が存在して, n0 ≤ m ≤ nなる正整数m,nに対して,

次が成り立つ.

|Ln − Lm| < ε.

ここで, 任意の正整数 nについて, gn =

n∑
k=1

|fn|とする. すると, n0 ≤ m ≤ nなる正整数

m,nおよび x ∈ Sに対して, 次が成り立つ.

|gm(x) − gn(x)| = gn(x) − gm(x) = |fm+1(x)| + · · ·+ |fn(x)|
≤ Mm+1 + · · · + Mn = Ln − Lm = |Lm − Ln| < ε.
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ところで, S上の任意の点 x ∈ Sについて, 仮定より, 級数
∞∑

n=1

fn(x)は絶対収束するから,

g(x) =

∞∑
n=1

|fn(x)|とおく. このとき, 任意の正整数mおよび x ∈ S について, 次が成り

立つ.

g(x) − gm(x) = lim
n→∞

(gn(x) − gm(x)) ≤ ε.

ゆえに, 関数列 {gm}∞n=1は S上 gに一様収束する. これは, 関数項級数
∞∑

n=1

fnが S上一様

に絶対収束することを意味する.

定理 1.21 mを正整数, D ⊂ R
mを空でない部分集合, {fn}∞n=1をD上の実数値連続関数

列とし, {Mn}∞n=1を非負実数列とする. このとき, 級数
∞∑

n=1

Mnが収束し, かつ関数項級数

∞∑
n=1

fnの優級数であるならば, 関数項級数
∞∑

n=1

fnはD上ある連続関数 f : D −→ Rに一

様収束する.

証明. 定理 1.20より, 関数項級数
∞∑

n=1

fnはD上ある実数値関数 f : D −→ Rに一様収

束する. このとき, 定理 1.5より f は連続関数である.

今までのことは, R
l (lは正整数)に値をとる関数についても同様に成り立つ. このこと

を述べるために, R
lにおける収束について必要事項をまとめる.

a =

⎛
⎜⎝

a1

...

al

⎞
⎟⎠ ∈ R

lに対して, aのユークリッドノルム ‖a‖は次で与えられる.

‖a‖ =
√

a2
1 + · · ·+ a2

l . (1.7)

このノルムを用いることにより, R
lの点列の収束や, R

lに値をとる関数の収束が定義でき

る. R
lの点列 {an}∞n=1がa ∈ R

lに収束するとは, lim
n→∞

‖an − a‖ = 0ということである. ま

た, R
m (mは正整数)の空でない部分集合D ⊂ R

m上の関数 f : D −→ R
lについて, x ∈ D

が a ∈ Dに近づくとき, 関数 f(x)が b ∈ R
lに収束するとは, lim

x→a
f(x) = bということであ

る. 特に, fが a ∈ Dで連続であるとは, lim
x→a

f(x) = f(a)となることである.

補題 1.22 lを正整数とし, a =

⎛
⎜⎝

a1

...

an

⎞
⎟⎠ ∈ R

lとする.

(1) 1 ≤ j ≤ lなる任意の整数 jについて, |aj| ≤ ‖a‖が成り立つ.

(2) ‖a‖ ≤
l∑

j=1

|aj|が成り立つ.

11



証明. (1) 1 ≤ j ≤ lなる任意の整数 jについて, 次が成り立つ.

a2
j ≤ a2

1 + · · ·+ a2
l =

l∑
k=1

a2
k.

この両辺の平方根をとることにより, 主張が得られる.

(2) 次のことは容易に得られる.

n∑
j=1

a2
j =

n∑
j=1

|aj|2 ≤
l∑

j=1

|aj |2 + 2
∑

1≤j<k≤l

|aj||ak| =

(
l∑

j=1

|aj|
)2

.

この両辺の平方根をとることにより, 主張が成り立つことが分かる.

命題 1.23 lを正整数とし, 正整数 nに対して, an =

⎛
⎜⎝

a
(n)
1
...

a
(n)
l

⎞
⎟⎠ ∈ R

lとする. このとき, 点列

{an}∞n=1がa =

⎛
⎜⎝

a1

...

al

⎞
⎟⎠ ∈ R

lに収束することと, 1 ≤ j ≤ lなるすべての整数 jについて, 数

列 {a(n)
j }∞n=1が ajに収束することは同値である.

証明. 補題 1.22 (1)より, 1 ≤ j ≤ lなる任意の整数 jについて, 任意の正整数 nに対し

て, 0 ≤ |a(n)
j − aj| ≤ ‖an − a‖が成り立つから, lim

n→∞
an = aであるとき, 1 ≤ j ≤ lなるす

べての整数 jについて, はさみうちの原理により, lim
n→∞

|a(n)
j − aj | = 0が成り立つ. 従って,

lim
n→∞

a
(n)
j = ajが 1 ≤ j ≤ lなるすべての整数 jについて成り立つ.

逆に, 補題 1.22 (2)より, 任意の正整数 nに対して, 0 ≤ ‖an − a‖ ≤
l∑

j=1

|a(n)
j − aj |が成

り立つ. ここで, 1 ≤ j ≤ lなる任意の整数 jについて, lim
n→∞

a
(n)
j = ajが成り立つとすると,

次が得られる.

lim
n→∞

l∑
j=1

|a(n)
j − aj| =

l∑
j=1

(
lim

n→∞
|a(n)

j − aj |
)

= 0.

ゆえに, はさみうちの原理により, lim
n→∞

‖an − a‖ = 0が得られる. 従って, lim
n→∞

an = aと

なる.

命題 1.24 mを正整数, D ⊂ R
mを空でない部分集合とし, f =

⎛
⎜⎝

f1

...

fl

⎞
⎟⎠ : D −→ R

lをR
lに

値をとるD上の関数とする. このとき, fが連続であることと, 1 ≤ j ≤ lなるすべての整

数 jについて fjが連続であることは同値である.
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証明. a ∈ Dとする. このとき, 補題 1.22 (1)より, x ∈ Dについて, 1 ≤ j ≤ lなる任意

の整数 jに対して, 次が成り立つ.

|fj(x) − fj(a)| ≤ ‖f(x) − f(a)‖.

ゆえに, fが連続ならば, lim
x→a

‖f(x) − f(a)‖ = 0であるから, はさみうちの原理により, 1 ≤
j ≤ lなる任意の整数 jについて, 次が得られる.

lim
x→a

|fj(x) − fj(a)| = 0.

よって, a ∈ Dにおいて, fj は連続である. これが, 任意の a ∈ Dについて成り立つから,

1 ≤ j ≤ lなる任意の整数 jについて, fjはD上連続である.

逆に, 補題 1.22 (2)より, x ∈ Dについて, 次が得られる.

‖f(x) − f(a)‖ ≤
l∑

j=1

|fj(x) − fj(a)|.

いま, 1 ≤ j ≤ lなるすべての整数 jについて, fj が連続であるとする. すると, 次が成り

立つ.

lim
x→a

l∑
j=1

|fj(x) − fj(a)| =
l∑

j=1

(
lim
x→a

|fj(x) − fj(a)|
)

= 0.

よって, はさみうちの原理により, 次が得られる.

lim
x→a

‖f(x) − f(a)‖ = 0.

よって, fは a ∈ Dにおいて連続である. これが, すべての a ∈ Dについて成り立つから,

fはD上連続である.

R
l (lは正整数)に値をとる関数列についても, 各点収束や一様収束は実数値関数列と同

様に定義される.

定義 1.25 Sを集合, lを正整数, f : S −→ R
lをR

lに値をとる関数とし, 任意の正整数 n

に対して, S上の R
lに値をとる関数 fn : S −→ R

lが与えられているとする. このとき,

関数列 {fn}∞n=1が S上 fに各点収束するとは, 任意の x ∈ Sについて, 点列 {fn(x)}∞n=1が

f(x)に収束することである.

f =

⎛
⎜⎝

f1

...

fl

⎞
⎟⎠とし, 任意の正整数 nについて, fn =

⎛
⎜⎝

f
(n)
1
...

f
(n)
l

⎞
⎟⎠とするとき, 命題 1.23より, 任

意の x ∈ Sについて, 点列 {fn(x)}∞n=1が f(x)に収束することと, 1 ≤ j ≤ lなるすべての
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整数 jについて, 数列 {f (n)
j (x)}∞n=1が fj(x)に収束することは同値である. ゆえに, 関数

列 {fn}∞n=1が S 上各点収束することと, 1 ≤ j ≤ lなるすべての整数 jについて, 関数列

{f (n)
j }∞n=1が S上各点収束することは同値である.

定義 1.26 Sを集合, lを正整数, f : S −→ R
lをR

lに値をとる関数とし, 任意の正整数 n

に対して, S上の R
lに値をとる関数 fn : S −→ R

lが与えられているとする. このとき,

関数列 {fn}∞n=1が S上 fに一様収束するとは, 任意の正実数 ε > 0に対して, 正整数 n0が

存在して, n ≥ n0かつ x ∈ Sならば, ‖fn(x) − f(x)‖ < εが成り立つことである.

命題 1.27 Sを集合, lを正整数, f =

⎛
⎜⎝

f1

...

fl

⎞
⎟⎠ : S −→ R

lをR
lに値をとる関数とし, 任意の

正整数 nについて, fn =

⎛
⎜⎝

f
(n)
1
...

f
(n)
l

⎞
⎟⎠ : S −→ R

lが与えられているとする. このとき, 関数列

{fn}∞n=1が S上 f に一様収束することと, 1 ≤ j ≤ lなるすべての整数 jについて, 関数列

{f (n)
j }∞n=1が S上 fjに一様収束することは同値である.

証明. {fn}∞n=1が S上 fに一様収束するとする. すると, 任意の正実数 ε > 0について,

正整数 n0が存在して, n ≥ n0なる整数 nおよび任意の x ∈ Sについて, 次が成り立つ.

‖fn(x) − f(x)‖ < ε.

ここで, 補題 1.22 (1)より, 1 ≤ j ≤ lなるすべての整数 jについて, n ≥ n0なる整数 nお

よび任意の x ∈ Sについて次が得られる.

|f (n)
j (x) − fj(x)| ≤ ‖fn(x) − f(x)‖ < ε.

ゆえに, 1 ≤ j ≤ lなるすべての整数 jについて, 関数列 {f (n)
j }∞n=1が S上 fj に一様収束

する.

逆に, 1 ≤ j ≤ lなるすべての整数 jについて, 関数列 {f (n)
j }∞n=1が S上 fjに一様収束す

るとする. すると, 任意の正実数 ε > 0に対して, 正整数 n0が存在して, 1 ≤ j ≤ lなるす

べての整数 jについて, n ≥ n0なる整数 nおよび任意の x ∈ Sに対して, 次が成り立つ.

|f (n)
j (x) − fj(x)| <

ε

l
.

ここで, 補題 1.22 (2)より, n ≥ n0なる整数 nおよび任意の x ∈ Sについて次が得られる.

‖fn(x) − f(x)‖ ≤
l∑

j=1

|f (n)
j (x) − fj(x)| < l · ε

l
= ε.
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従って, 関数列 {fn}∞n=1は S上 fに一様収束する.

R
l (lは正整数)に値をとる関数列の一様収束を考える場合も, 各関数が連続である場合

が重要である.

定理 1.28 m, lを正整数, D ⊂ R
mを空でない部分集合とし, 任意の正整数 nについて,

fn : D −→ R
lをR

lに値をとる連続関数とする. このとき, 関数列 {fn}∞n=1がD上R
lに

値をとる関数 f : D −→ R
lに一様収束するならば, fは連続関数である.

証明. f =

⎛
⎜⎝

f1

...

fl

⎞
⎟⎠とし, 任意の正整数nについて fn =

⎛
⎜⎝

f
(n)
1
...

f
(n)
l

⎞
⎟⎠とする. すると, 命題 1.27

より, 1 ≤ j ≤ lなるすべての整数 jについて, 関数列 {f (n)
j }∞n=1が S上 fj に一様収束す

る. また, すべての正整数 nについて, fnは連続であるから, 命題 1.24より, 1 ≤ j ≤ lなる

すべての整数 jについて, f
(n)
j は連続である. ゆえに, 定理 1.5より fj は連続関数である.

よって, 再び命題 1.24より, fは連続である.

続いて, R
l (lは正整数)に値をとる関数列から得られる関数項級数について述べる.

定義 1.29 Sを集合, lを正整数, {fn}∞n=1をR
lに値をとる関数列とする. このとき, 関数

fnを第 n項 (nは正整数)とする級数も関数項級数と呼び,

∞∑
n=1

fnと表す. また, 正整数 n

に対して,

n∑
k=1

fk = f1 + · · ·+ fnを第 n部分和と呼ぶ.

R
l (lは正整数)に値をとる関数列から得られる関数項級数についても, 一様な絶対収束

を考えることができる.

定義 1.30 Sを集合, lを正整数, {fn}∞n=1をR
lに値をとる関数列とし, 正整数 nについて,

ϕn(x) = ‖fn(x)‖ (x ∈ S)とする. このとき, 関数項級数
∞∑

n=1

fnが S上一様に絶対収束す

るとは, 関数項級数
∞∑

n=1

ϕnが S上一様収束することである.

定理 1.31 Sを集合, lを正整数, {fn}∞n=1をR
lに値をとる関数列とする. このとき, 関数

項級数
∞∑

n=1

fnが S上一様に絶対収束するならば,
∞∑

n=1

fnは S上一様収束する.

証明. 任意の正整数 nについて, fn =

⎛
⎜⎝

f
(n)
1
...

f
(n)
l

⎞
⎟⎠とする. すると, 補題 1.22 (1)より, 1 ≤

j ≤ lなるすべての整数 jおよび任意の x ∈ Sについて, 次が成り立つ.

|f (n)
j (x)| ≤ ‖fn(x)‖.
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任意の正整数 nについて, ϕn(x) = ‖fn(x)‖ (x ∈ S)とし, gn(x) =

n∑
k=1

ϕk(x) (x ∈ S)とす

ると, 関数項級数
∞∑

n=1

ϕnは S上一様収束するから, 定理 1.17の証明と同様にして, 任意の

正実数 ε > 0に対して, 正整数 n0が存在して, n0 ≤ m ≤ nなる正整数m,nについて, 任

意の x ∈ Sに対して, 次が成り立つ.

gn(x) − gm(x) < ε.

ここで, 1 ≤ j ≤ lなる整数 j および正整数 nについて, h
(n)
j =

n∑
k=1

f
(k)
j とおく. すると,

n0 ≤ m ≤ nなる正整数m,nおよび任意の x ∈ Sについて, 次が得られる.

|h(n)
j (x) − h

(m)
j (x)| = |f (m+1)

j (x) + · · ·+ f
(n)
j (x)|

≤ |f (m+1)
j (x)| + · · ·+ |f (n)

j (x)|
≤ ‖fm+1(x)‖ + · · · + ‖fn(x)‖ = gn(x) − gm(x) < ε.

よって, 定理 1.17の証明と同様にして, 1 ≤ j ≤ lなるすべての整数 jについて, 関数項級

数
∞∑

n=1

f
(n)
j は S上一様収束する. 従って, 命題 1.27より, 関数項級数

∞∑
n=1

fnは S上一様収

束する.

定理 1.32 m, lを正整数, D ⊂ R
mを空でない部分集合, {fn}∞n=1をD上のR

lに値をとる

連続関数列とし, 関数項級数
∞∑

n=1

fnがD上一様に絶対収束するとする. このとき, 関数項

級数
∞∑

n=1

fnはD上R
lに値をとる連続関数 fにD上一様収束する.

証明. 定理 1.31より, D上のR
lに値をとる関数 f : D −→ R

lが存在して, 関数項級数
∞∑

n=1

fnがD上 fに一様収束する. このとき, 定理 1.28より, fは連続関数である.

R
l (lは正整数)に値をとる関数列から得られる関数項級数の一様収束の判定にも, 優級

数は有効である.

定義 1.33 Sを集合, lを正整数とし, {fn}∞n=1を S上R
lに値をとる関数列とする. このと

き, 非負実数列 {Mn}∞n=1から得られる級数
∞∑

n=1

Mnが関数項級数
∞∑

n=1

fnの優級数であると

は, 任意の正整数 nおよび S上の任意の点 x ∈ Sに対して, ‖fn(x)‖ ≤ Mnが成り立つこと

である.
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定理 1.34 Sを集合, lを正整数とし, {fn}∞n=1を S上R
lに値をとる関数列とし, {Mn}∞n=1

を非負実数列とする. このとき, 級数
∞∑

n=1

Mnが収束し, かつ関数項級数
∞∑

n=1

fnの優級数で

あるならば, 関数項級数
∞∑

n=1

fnは S上R
lに値をとるある関数 fに一様収束する.

証明. 任意の正整数 nについて, fn =

⎛
⎜⎝

f
(n)
1
...

f
(n)
l

⎞
⎟⎠とする. すると, 補題 1.22 (1)より 1 ≤

j ≤ lなるすべての整数 jについて, 任意の正整数 nおよび x ∈ Sに対して, 次が成り立つ.

|f (n)
j (x)| ≤ ‖fn(x)‖ ≤ Mn.

ゆえに, 1 ≤ j ≤ lなるすべての整数 jについて, 級数
∞∑

n=1

Mnは関数項級数
∞∑

n=1

fnの優級

数である. よって, 定理 1.20より, 関数項級数
∞∑

n=1

f
(n)
j は S上ある関数 fj : S −→ Rに一

様収束する. 従って, f =

⎛
⎜⎝

f1

...

fl

⎞
⎟⎠とおくと, 命題 1.27より, 関数項級数

∞∑
n=1

fnは S上 fに一

様収束する.

定理 1.35 m, lを正整数, D ⊂ R
mを空でない部分集合, {fn}∞n=1をD上R

lに値をとる連

続関数列とし, {Mn}∞n=1を非負実数列とする. このとき, 級数
∞∑

n=1

Mnが収束し, かつ関数

項級数
∞∑

n=1

fnの優級数であるならば, 関数項級数
∞∑

n=1

fnはD上R
lに値をとるある連続関

数 fに一様収束する.

証明. 定理 1.34より, 関数項級数
∞∑

n=1

fnはD上R
lに値をとるある関数 f : D −→ R

lに

一様収束する. このとき, 定理 1.28より fは連続関数である.
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