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1 行列の階数.
m,nを正整数とし, Aを体Kの元を成分にもつ (m,n)行列とする. すると, 線型写像

fA : Kn −→ Km, x 7→ Axが定まるが, この線型写像 fAの階数 rank fAをAの階数と呼

び, rankAで表す.

Aの第 j列のなすm次列ベクトルを ajと表す. すると, 次のことが成り立つ.

• rankA = dim⟨{a1,a2, . . . ,an}⟩.
よって, それは {a1,a2, . . . ,an}の一次独立な部分である組で極大のもの, 即ち, それを真

部分として含む一次独立な組が存在しない組の元の個数に等しい.

(m,n)行列Aについて次のことが成り立つ.

• P , Qをそれぞれm次, n次正則行列とするとき, rankPAQ = rankA.

このことにより, 一般にAの階数を求めるには, まず適当な正則行列を左右から掛け, 階

数を計算しやすい行列に変形するのが基本的な手法である.

2 行列の基本変形.
nを正整数とする. このとき, 次の三種類の n次正方行列を基本行列と呼ぶ.

(1) P (j, k; c) = E + cEjk, 1 ≤ j, k ≤ n, j ̸= k, (対角成分がすべて 1, (j, k)成分が c, 他の

成分が 0).

(2) Q(j, k) = (E − Ejj − Ekk) + (Ejk + Ekj), 1 ≤ j < k ≤ n, ((j, j), (k, k)成分を除く対

角成分および (j, k), (k, j)成分が 1, 他の成分が 0).

(3) R(j; c) = (E −Ejj) + cEjj, c ̸= 0, 1 ≤ j ≤ n, ((j, j)成分を除く対角成分が 1, (j, j)成

分が c ̸= 0, 他の成分が 0).

(m,n)行列Aに左からm次基本行列を掛けることは, Aの以下の変形に対応する.

(1) P (j, k; c)を左から掛ける ⇐⇒ Aの第 j行に第 k行の c倍を加える.

(2) Q(j, k)を左から掛ける ⇐⇒ Aの第 j行と第 k行を入れ替える.

(3) R(j; c)を左から掛ける ⇐⇒ Aの第 j行を c倍する.

これらの操作を総称して行に関する基本変形, あるいは行基本変形と呼ぶ.

同様に, (m,n)行列Aに右から n次基本行列を掛けることは, Aの以下の変形に対応す

る.
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(1) P (j, k; c)を右から掛ける ⇐⇒ Aの第 k列に第 j列の c倍を加える.

(2) Q(j, k)を右から掛ける ⇐⇒ Aの第 j列と第 k列を入れ替える.

(3) R(j; c)を右から掛ける ⇐⇒ Aの第 j列を c倍する.

これらの操作を総称して列に関する基本変形, あるいは列基本変形と呼ぶ.

基本行列はすべて正則行列であり, それぞれの逆行列は以下のとおりである.

P (j, k; c)−1 = P (j, k;−c), Q(j, k)−1 = Q(j, k), R(j; c)−1 = R(j; c−1).

基本行列の逆行列も基本行列であり, それらによる変形はもとの変形の逆の操作である.

(m,n)行列Aの (j, k)成分が 0でないとする. すると, 行に関する基本変形により, 第

k列の (j, k)成分以外の成分を 0にすることができる. この操作を (j, k)成分を要として第

k列を掃き出すという. また, 列に関する基本変形により, 第 j行の (j, k)成分以外の成分

を 0にすることができる. この操作を (j, k)成分を要として第 j行を掃き出すという. 第 j

行, 第 k列を掃き出したあと, さらに行, 列に関する基本変形を行うことにより, Aを (1, 1)

成分が 1, 第 1行および第 1列の (1, 1)成分を除く成分がすべて 0である行列に変形するこ

とができる. この操作を繰り返すことにより, 次の定理を得る.

定理 1 (m,n)行列Aに基本変形を繰り返し施すことにより, Aは次の形に変形される.(
Er O
O O

)
.

さらに, r = rankAである.

特に, Aが n次正方行列のとき, 正則であることと rankA = nであることは同値である.

与えられた行列の階数を求めるだけであれば, 行基本変形のみで十分である. 実際, 零

行列でない (m,n)行列Aは次のように変形される.
0 · · · 0 a1k1 ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗
0 · · · · · · · · · 0 a2k2 ∗ · · · ∗ ∗
... · · · ∗ ∗
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 arkr ∗
O · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · O

 .

即ち, 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kr ≤ n, ajkj ̸= 0, ajk = 0 (1 ≤ j ≤ r, 1 ≤ k ≤ kj − 1),

ajk = 0 (r + 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n). このような行列を階段行列と呼ぶ. 行列Aが上のよ

うな階段行列に変形されるとき, rankA = rである. (零行列Oも階段行列に含めることも

あるが,無論 rankO = 0である.) 一般に,行列Aに行基本変形を施すことにより得られる階

段行列はただ一つではないが, 得られる階段行列の段数 (0でない成分が現れる行の個数)

は変わらない. なぜならば, Aの階数は基本変形により変わらないからである.
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