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1 線型写像の行列表示.
m,nを正整数とし, Aを体K上の (m,n)行列とする. すると,線型写像fA : Kn −→ Km,

x 7→ Ax (x ∈ Kn)が定義される. 一般に, U, V をそれぞれ体K上の n次元, m次元ベク

トル空間, f : U −→ V を線型写像とするとき, f に (m,n)行列を対応させることができ

ることを以下において説明する. いま, U , V の基底 {u1, u2, . . . un}, {v1, v2, . . . , vm}を固

定する. 各 uk (1 ≤ k ≤ n)について f(uk) =
m∑
j=1

ajkvj (ajk ∈ K, 1 ≤ j ≤ m)と表されたと

する. これを, 行ベクトルと列ベクトルの積のように, 次のように表すことにする.

f(uk) =
(
v1, v2, . . . , vm

)


a1k
a2k
...

amk

 .

これらを横に並べることにより, 次の表示を得る.

(
f(u1), f(u2), . . . , f(un)

)
=
(
v1, v2, . . . , vm

)


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn

 .

この右辺に現れる (m,n)行列をAfと表すとき, Afを基底{u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm}
に関する f の行列表示と呼ぶ. f に対応する行列, f の表現行列と呼ぶこともある. 特

に, U , V ともに数ベクトル空間 Kn, Km であり, 基底として標準基底 {e1, e2, . . . , en},
{e′

1, e
′
2, . . . , e

′
m}をとるとき, 行列表示Af の各 k列は f(ek) ∈ Kmそのものである. 即ち,

Af =
(
f(e1), f(e2), . . . , f(en)

)
となる. U の任意の元 uは u =

n∑
k=1

xkukと表され, V の元

f(u)は f(u) =
m∑
j=1

yjvjと表されるが, これらを次のように表しなおす.

u =
(
u1, u2, . . . , un

)

x1

x2
...
xn

 , f(u) =
(
v1, v2, . . . , vm

)


y1
y2
...
ym

 .
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すると, f が線型写像であることより次のような式が得られる.
y1
y2
...
ym

 = Af


x1

x2
...
xn

 .

この数ベクトル同士の対応は, Af が定義するKnからKmへの線型写像 x 7→ Afxに他な

らない. 特に, (m,n)行列Aから得られる線型写像 fA : Kn −→ Kmの標準基底に関する

行列表示はAfA = Aである.

U, V,W をそれぞれ体K上のn次, m次, l次ベクトル空間, f : U −→ V , g : V −→ W

をともに線型写像, {u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm}, {w1, w2, . . . , wl}をそれぞれ U, V,W

の基底とし, Af , Agをそれぞれこれらの基底に関する f, gの行列表示とする. いま, Af =

(ajk), Ag = (bjk)とすると, 任意の uk (1 ≤ k ≤ n)について, 次のことがわかる.

(g ◦ f)(uk) = g(f(uk)) = g

(
m∑
j=1

ajkvj

)
=

l∑
i=1

(
m∑
j=1

bijajk

)
wi.

これは, 合成写像 g ◦ f の行列表示Ag◦f がAgAf と一致していることを意味している. 即

ち, 線型写像の合成写像の行列表示はそれぞれの行列表示の積で表わされる.

U = V であり, かつ基底として同じ {u1, u2, . . . , un} をとるとき, その行列表示を

{u1, u2, . . . , un}に関する f の行列表示, あるいは f に対応する行列, f の表現行列と呼ぶ.

U の二つの基底 {u1, u2, . . . , un}, {u′
1, u

′
2, . . . , u

′
n} が与えられたとする. すると, 各

u′
k (1 ≤ k ≤ n)は u′

k =
n∑

j=1

pjkujと表される. これらは, 次のように表示される.

(
u′
1, u′

2, . . . , u′
n

)
=
(
u1, u2, . . . , un

)

p11 p12 · · · p1n
p21 p22 · · · p2n
...

...
...

...
pn1 pn2 · · · pnn

 .

右辺に現れるn次正方行列をPとおく. このPを基底{u1, u2, . . . , un}から{u′
1, u

′
2, . . . , u

′
n}

への変換行列と呼ぶ. このとき, P は正則であり, 逆行列 P−1 は基底 {u′
1, u

′
2, . . . , u

′
n}

から {u1, u2, . . . , un}への変換行列になる. V についても, 二つの基底 {v1, v2, . . . , vm},
{v′1, v′2, . . . , v′m}が与えられたとし, {v1, v2, . . . , vm}から {v′1, v′2, . . . , v′m}への変換行列をQ

とする. (
v′1, v′2, . . . , v′m

)
=
(
v1, v2, . . . , vm

)
Q.

すると, 次のことがわかる.

• f : U −→ V を線型写像とし, Aを基底 {u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm}に関する f

の行列表示とする. このとき,基底 {u′
1, u

′
2, . . . , u

′
n}, {v′1, v′2, . . . , v′m}に関する f の行

列表示はQ−1AP である.
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