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1 以下の正方行列 Aについて, 行または列に沿って展開することにより, 行列式 detA

を計算せよ.

(1) A =


1 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 1

. (2) A =


0 0 0 2 1
2 1 0 0 0
0 0 −2 1 0
0 2 1 0 0
−1 0 0 0 −2

.

(略解) (1)

detA= 1·(−1)1+1det

0 1 1
1 0 1
1 1 1

+ 1·(−1)1+2det

1 1 1
1 0 1
0 1 1

+ 1·(−1)1+3det

1 0 1
1 1 1
0 1 1


=

(
1·(−1)2+1det

(
1 1
1 1

)
+ 1·(−1)3+1det

(
1 1
0 1

))
−
(
1·(−1)1+1det

(
0 1
1 1

)
+ 1·(−1)2+1det

(
1 1
1 1

))
+

(
1 ·(−1)1+1det

(
1 1
1 1

)
+ 1·(−1)2+1det

(
0 1
1 1

))
= (−(1 · 1− 1 · 1) + (1 · 1− 0 · 1))− ((0 · 1− 1 · 1)− (1 · 1− 1 · 1))

+ ((1 · 1− 1 · 1)− (0 · 1− 1 · 1))

= 1− (−1) + 1 = 3.

(2)

detA = 2 · (−1)1+4 det


2 1 0 0
0 0 −2 0
0 2 1 0
−1 0 0 −2

+ 1 · (−1)1+5 det


2 1 0 0
0 0 −2 1
0 2 1 0
−1 0 0 0


= −2 · (−2) · (−1)4+4 det

2 1 0
0 0 −2
0 2 1

+ 1 · (−1)2+4 det

 2 1 0
0 2 1
−1 0 0


= 4 · (−2) · (−1)2+3 det

(
2 1
0 2

)
+ (−1) · (−1)3+1 det

(
1 0
2 1

)
= 8 · (2 · 2− 0 · 1)− (1 · 1− 2 · 0) = 32− 1 = 31.

(参考 : 行や列に沿った展開は, ひたすら行のみ, あるいは列のみとこだわる必要はな

く, 行列によって適宜どちらかに沿った展開を行えばよい. また, 単に行列式を求め

るのであれば, 行や列に沿った展開公式のみを用いるというのではなく, 必要に応じ

て基本変形や置換を用いた定義を併用すればよい.)
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2 (3, 4)複素行列A =

3 2 1 4
2 3 4 1
4 6 8 2

について, 2次, 3次の小行列式をすべて計算せよ.

そして, それに基づいて, Aの階数 rankAを求めよ.

(略解) まず, 2次の小行列式を求める.

det

(
3 2
2 3

)
=3·3−2·2=5, det

(
3 1
2 4

)
=3·4−2·1=10, det

(
3 4
2 1

)
=3·1−2·4=−5,

det

(
2 1
3 4

)
=2·4−3·1=5, det

(
2 4
3 1

)
=2·1−3·4=−10, det

(
1 4
4 1

)
=1·1−4·4=−15,

det

(
3 2
4 6

)
=3·6−4·2=10, det

(
3 1
4 8

)
=3·8−4·1=20, det

(
3 4
4 2

)
=3·2−4·4=−10,

det

(
2 1
6 8

)
=2·8−6·1=10, det

(
2 4
6 2

)
=2·2−6·4=−20, det

(
1 4
8 2

)
=1·2−8·4=−30,

det

(
2 3
4 6

)
=2·6−4·3=0, det

(
2 4
4 8

)
=2·8−4·4=0, det

(
2 1
4 2

)
=2·2−4·1=0,

det

(
3 4
6 8

)
=3·8−6·4=0, det

(
3 1
6 2

)
=3·2−6·1=0, det

(
4 1
8 2

)
=4·2−8·1=0.

次に, 3次の小行列式を, 置換を用いた定義に基づいて求める.

det

3 2 1
2 3 4
4 6 8

 = 1 · 3 · 3 · 8 + (−1) · 3 · 6 · 4 + (−1) · 2 · 2 · 8

+ 1 · 2 · 6 · 1 + 1 · 4 · 2 · 4 + (−1) · 4 · 3 · 1

= 72 + (−72) + (−32) + 12 + 32 + (−12) = 0,

det

3 2 4
2 3 1
4 6 2

 = 1 · 3 · 3 · 2 + (−1) · 3 · 6 · 1 + (−1) · 2 · 2 · 2

+ 1 · 2 · 6 · 4 + 1 · 4 · 2 · 1 + (−1) · 4 · 3 · 4

= 18 + (−18) + (−8) + 48 + 8 + (−48) = 0,

det

3 1 4
2 4 1
4 8 2

 = 1 · 3 · 4 · 2 + (−1) · 3 · 8 · 1 + (−1) · 2 · 1 · 2

+ 1 · 2 · 8 · 4 + 1 · 4 · 1 · 1 + (−1) · 4 · 4 · 4

= 24 + (−24) + (−4) + 64 + 4 + (−64) = 0,

det

2 1 4
3 4 1
6 8 2

 = 1 · 2 · 4 · 2 + (−1) · 2 · 8 · 1 + (−1) · 3 · 1 · 2

+ 1 · 3 · 8 · 4 + 1 · 6 · 1 · 1 + (−1) · 6 · 4 · 4

= 16 + (−16) + (−6) + 96 + 6 + (−96) = 0.

従って, Aの階数は rankA = 2である.

（参考 : rankAはAを行基本変形することにより求めることができる. また, Aの第

3行は第 2行の 2倍であるから, 小行列式を計算する 4個の 3次正方行列もすべて第 3

行が第 2行の 2倍であり, 3次の小行列式はすべて 0であることがわかる.)
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