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1 以下のC3の部分集合 S ⊂ C3が部分ベクトル空間であるか, 根拠を添えて述べよ.

(1) S =


x1

x2

x3

 ∈ C3 ;
3x1 − 2x2 + 5x3 = 0,
x1 + 3x2 − 4x3 = 0

.

(2) S =


x1

x2

x3

 ∈ C3 ; x2
1 − x2

2 + x2
3 = 0

.

(略解) (1) x =

x1

x2

x3

, A =

(
3 −2 5
1 3 −4

)
とおく. そして, f : C3 −→ C2を f(x) =

Ax (x ∈ C3)とする. すると, f は線型写像であり, S = {x ∈ C3 ; f(x) = Ax = 0},
即ち, S ⊂ C3は線型写像 f の核Kerf である. ゆえに, SはC3の部分ベクトル空間で

ある. 実際, f(0) = A0 = 0であるから 0 ∈ Kerf = Sであり, x,x′ ∈ S, α ∈ Cとす
ると, S = Kerf より f(x) = f(x′) = 0となり,

f(x+ x′) = f(x) + f(x′) = 0+ 0 = 0,

f(αx) = αf(x) = α0 = 0.

ゆえに, x+ x′, αx ∈ Kerf = Sであることがわかる.

(2) x =

1
1
0

, x′ =

0
1
1

とする. すると, 12−12+02 = 1−1+0 = 0, 02−12+12 =

0 − 1 + 1 = 0であるから, x,x′ ∈ S である. ここで, x+ x′ =

1
2
1

であるが,

12 − 22 + 12 = 1− 4 + 1 = −2 ̸= 0であるから, x+ x′ ̸∈ S. 従って, SはC3の部分ベ

クトル空間ではない.

2 v1, v2, v3, v4 ∈ C4を以下で与えられる 4次複素数ベクトルとする.

v1 =


1
0
−2
0

 ,v2 =


0
−1
0
1

 ,v3 =


1
−2
0
0

 ,v4 =


0
0
1
−1

 .
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そして, U1 = ⟨v1,v2⟩, U2 = ⟨v3,v4⟩ ⊂ C4を, それぞれ v1と v2, v3と v4で生成され

たC4の部分ベクトル空間とする.

(1) U1と U2の共通部分 U1 ∩ U2の基底を 1組与えよ.

(2) (1)で与えられるU1 ∩U2の基底に適当なベクトルを付け加えて, U1とU2の和空

間 U1 + U2の基底を 1組構成せよ.

(略解) (1) x =


x1

x2

x3

x4

 ∈ U1 ∩ U2とすると, α1, α2, α3, α4 ∈ Cが存在して, x = α1v1+

α2v2 = α3v3 + α4v4 と表される. すると,


α1

−α2

−2α1

α2

 =


α3

−2α3

α4

−α4

が成り立つから,

2α1 = α2 = 2α3 = −α4となる. そこで, (α1, α2, α3, α4) = (t, 2t, t,−2t) (t ∈ C)とする

と, x =


t

−2t
−2t
2t

であり, x = tv1 + 2tv2 ∈ U1, かつ x = tv3 − 2tv4 ∈ U2であるから,

x ∈ U1 ∩ U2である. 従って, U1 ∩ U2の基底として




1
−2
−2
2


をとることができる.

(2) v1, v2は一次独立であるから dimU1 = 2であり, v3, v4も一次独立であるから

dimU2 = 2である. いま, v0 =


1
−2
−2
2

とすると, (1)より {v0}は U1 ∩ U2の基底で

ある. 特に, v0 ∈ U1であり, v0, v1は一次独立であるから, {v0,v1} ⊂ U1は U1の基

底である. 同様にして, v0 ∈ U2であり, v0, v3は一次独立であるから, {v0,v3} ⊂ U2

は U2の基底である. ところで, x ∈ U1 + U2について, x1 ∈ U1, x2 ∈ U2が存在し

て, x = x1 + x2と表される. {v0,v1}, {v0,v3}はそれぞれU1, U2の基底であるから,

β, β′, γ, γ′ ∈ Cが存在して, x1 = βv0 + β′v1, x2 = γv0 + γ′v3と表される. よって,

x = (β+γ)v0+β′v1+γ′v3となり, {v0,v1,v3}はU1+U2を生成する. 次に, α, β, γ ∈ C,
かつ αv0 + βv1 + γv3 = 0とすると, αv0 + βv1 = −γv3 ∈ U1 ∩ U2である. ここで,

{v0}は U1 ∩ U2の基底であるから, δ ∈ Cが存在して, αv0 + βv1 = δv0 = δv0 + 0v1

である. そして, {v0,v1}は U1の基底であるから, α = δ, β = 0が成り立つ. よっ

て, αv0 + 0v3 = αv0 = −γv3 = 0v0 − γv3であり, {v0,v3}は U2の基底であるから,

α = γ = 0. 従って, v0, v1, v3は一次独立である. 以上により, {v0,v1,v3}はU1 +U2

の基底である.
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