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1 V = {a3x3 + a2x
2 + a1x + a0 ; a0, a1, a2, a3 ∈ C}で高々3次の複素係数一変数多項式

全体のなす集合を表し, 通常の和とスカラー倍により, C上のベクトル空間と考える.

このとき, 次の多項式たちが V において一次独立か, あるいは一次従属か, 理由をつ

けて答えよ.

(1) f1(x) = x3 + x2 + x+ 1, f2(x) = x3 + x2 + x, f3(x) = x3 + x2.

(2) f1(x) = x3+x2−x−1, f2(x) = x3−x2−x+1, f3(x) = x3−x2+x−1, f4(x) =

x3 − 1.

(略解) (1) α, β, γ ∈ C, かつ αf1(x) + βf2(x) + γf3(x) = 0 (零多項式)とする. する

と, 多項式として (α + β + γ)x3 + (α + β + γ)x2 + (α + β)x + α = 0となり, 次が得

られる. 
α + β + γ = 0,

α + β = 0,

α = 0.

第 3式を第 2式に代入すると, β = 0. これらを第 1式に代入すると, γ = 0. 従って,

f1(x), f2(x), f3(x)は一次独立である.

(2) α, β, γ, δ ∈ C, かつαf1(x)+ βf2(x)+ γf3(x)+ δf4(x) = 0であるとする. すると,

(α+ β + γ + δ)x3 + (α− β − γ)x2 + (−α− β + γ)x+ (−α+ β − γ − δ) = 0となる.

ゆえに, 次が得られる. 
α + β + γ + δ = 0,

α− β − γ = 0,

−α− β + γ = 0,

−α + β − γ − δ = 0.

第 1, 4式よりβ = 0. これを第 2式に代入して, α−γ = 0となり, γ = α. これらを第 1

式に代入すると, 2α+δ = 0. よって, δ = −2αとなる. そこで, (α, β, γ, δ) = (1, 0, 1,−2

とおくと, 確かに αf1(x) + βf2(x) + γf3(x) + δf4(x) = 0となることが分かる. 従っ

て, f1(x), f2(x), f3(x), f4(x)は一次従属である.
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2 V = {f : R −→ R ; 連続 }でR上の実数値連続函数全体のなす集合を表し, 函数と

しての通常の和と実数倍により, R上のベクトル空間と考える. このとき, 次の函数

たちは, V においてR上一次独立であることを示せ.

(1) f(x) = cosx, g(x) = sin x.

(2) f(x) = 1 (定数函数), g(x) = 2x, h(x) = 3x.

(略解) (1) α, β ∈ R,かつαf+βg = 0 (函数として 0)であるとする. このとき, x = 0,
π

2
とすると,

0 = α cos 0 + β sin 0 = α, 0 = α cos
π

2
+ β sin

π

2
= β.

従って, f, gは一次独立である.

(2) α, β, γ ∈ R, かつ αf + βg + γh = 0とする. ここで, x = 0, 1, 2とすると, 次が得

られる. 
α + β + γ = 0,

α + 2β + 3γ = 0,

α + 4β + 9γ = 0.

第 1, 2式より β + 2γ = 0. また, 第 2, 3式より 2β + 6γ = 0. よって, β + 3γ = 0とな

る. これらにより, γ = 0, β = 0, α = 0が得られる. 従って, f, g, hは一次独立である.
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