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1 ベクトル空間.
Kを体とする. 集合 V がK上のベクトル空間であるとは, V の元 x, yおよび体Kの元

α (これをスカラーと呼ぶ)に対して和 x + y ∈ V およびスカラー倍 αx ∈ V が定義されて,

以下の性質をみたすことである.

(1) x + y = y + x.

(2) (x + y) + z = x + (y + z).

(3) ある元 0が存在して, 任意の xについて x + 0 = 0 + x = x.

(4) 任意の xに対してある元−xが存在して x + (−x) = (−x) + x = 0.

(5) α(x + y) = αx + αy.

(6) (α + β)x = αx + βx.

(7) α(βv) = β(αv) = (αβ)v.

(8) 1x = x.

この (1)～(8)をベクトル空間の公理と呼び, V の元をベクトルと呼ぶ. また, (3)の 0を零

ベクトル, (4)の−xを xの逆ベクトルと呼ぶ.

V の元xが有限個のV の元x1, x2, . . . , xrとスカラーα1, α2, . . . , αrを用いてx = α1x1+

α2x2 + · · · + αrxrと表されるとき, xは x1, x2, . . . , xrの一次結合で表わされるという. V

の有限個のベクトル x1, x2, . . . , xrが一次独立であるとは, 次が成り立つことである.

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αrxr = 0 ⇐⇒ α1 = α2 = · · · = αr = 0.

有限個のベクトル x1, x2, . . . , xrが一次独立でないとき, 一次従属であるという. V の部分

集合 Sが次をみたすとき基底であるという.

(1) V のすべての元 xが Sの有限個のベクトルの一次結合で表わされる.

(2) Sの任意の有限個の相異なるベクトルは一次独立である.

(1)をみたすとき Sは V を生成するという. Sが V の基底であるとき, Sの濃度 (元の個

数)�Sを V の次元と呼び, dim V と表す. dim V が有限, 無限のとき, それぞれ V を有限次

元ベクトル空間, 無限次元ベクトル空間と呼ぶ. V に対して基底 Sの取り方は一通りでは

ないが, その濃度 �Sは Sの取り方によらない.
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有限次元ベクトル空間としては, nを正整数としたときの n次元数ベクトル空間K
nを

例に挙げることができる. 無限次元ベクトル空間の例として次のものがある.

例 V として, Xを変数とし体Kの元を係数にもつ一変数多項式全体のなす集合 V =

K[X]を考え, 和とスカラー倍は多項式としての和とスカラー倍で与えるとする.

K[X] = {αnXn + αn−1Xn−1 + · · ·+ α0 ; αn, αn−1, . . . , α0 ∈ K, nは非負整数 }.
このとき, K[X]はK上のベクトル空間になる. 基底としては, 係数 1の単項式全体 S =

{Xn ; nは非負整数 }をとることができる. よって, K[X]は無限次元である.

2 線型写像 (一次写像).
V, W を体K上のベクトル空間とする. V からW への写像 f : V −→ W が線型写像,

あるいは一次写像であるとは, 次の性質が成り立つことである.

(1) 任意の V の元 x, yについて f(x + y) = f(x) + f(y),

(2) 任意の V の元 xおよびスカラー α ∈ Kについて f(αx) = αf(x).

(1)は f が「和を保存する」, (2)は f が「スカラー倍を保存する」と言うことがある. こ

れらを組み合わせると, f は「一次結合を保存する」ことがわかる.

線型写像 f : V −→ W が全単射 (上への 1対 1写像)であれば, 逆写像 f−1 : W −→ V

も線型写像になることが容易に確かめられる. 従って, V とW における「線型」な性質は

f (および f−1)によって完全に対応する. 全単射な線型写像を線型同型写像と呼ぶ.

rを正整数とし, V を体K上のベクトル空間とする. いま, V の元 x1, x2, . . . , xrを一つ

固定する. ここで, 写像 f : K
r −→ V を次で与える.

f

⎛
⎜⎜⎜⎝

⎛
⎜⎜⎜⎝

α1

α2
...

αr

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎞
⎟⎟⎟⎠ = α1x1 + α2x2 + · · · + αrxr.

すると, f は線型写像であり, 次が成り立つ.

(1) f が単射 ⇐⇒ x1, x2, . . . , xrが一次独立.

(2) f が全射 ⇐⇒ {x1, x2, . . . , xr}が V を生成する.

(3) f が全単射 ⇐⇒ {x1, x2, . . . , xr}が V の基底.

よって, nを正整数, V を dim V = nなるベクトル空間とし, {x1, x2, . . . , xn}を V の基底

とするとき, この f により V とK
nを同一視することができる. しかし, 同一視をすると

きに用いられる写像 f は V の基底の取り方に依存して定まるので, V とK
nの同一視の仕

方は一通りではない. 一般に, ベクトル空間 V には数ベクトル空間K
nの標準基底のよう

な「標準的」と呼べる基底は存在しない. むしろ, 取り扱う問題により基底を取り換える

ことによって, 数学的理解を深めることができる.
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