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© 記号 : Cは複素数体を表す. また, nを正整数とするとき, n次複素正方行列全体のな

すベクトル空間をM(n, C)と表すことにする.

1 行列X =

(
3 5
−1 1

)
∈ M(2, C)を, 以下の行列A, B, C, Dの一次結合で表せ.

(1) A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
1 0
0 −1

)
, C =

(
0 −1
1 0

)
, D =

(
0 1
1 0

)
.

(2) A =

(
1 0
0 −1

)
, B =

(
1 1
0 1

)
, C =

(
0 1
1 0

)
, D = CBC.

(略解) (1) α, β, γ, δ ∈ C, かつX = αA + βB + γC + δDであるとする. このとき, 両

辺の各成分を比較することにより, 次が得られる.

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

α + β = 3,

−γ + δ = 5,

γ + δ = −1,

α − β = 1.

第 1, 4式より, α = 2, β = 1. 第 2, 3式より, γ = −3, δ = 2. 従って, X =

2A + B − 3C + 2D.

(2) D =

(
0 1
1 0

) (
1 1
0 1

) (
0 1
1 0

)
=

(
0 1
1 1

) (
0 1
1 0

)
=

(
1 0
1 1

)
. いま, α, β, γ, δ ∈ C,

かつX = αA + βB + γC + δDであるとする. すると, 次が得られる.

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

α + β + δ = 3,

β + γ = 5,

γ + δ = −1,

−α + β + δ = 1.

第 1, 4式より, α = 1, β + δ = 2. これと上の第 2, 3式より β + γ + δ = 3. ゆえに,

β = 4, γ = 1, δ = −2. 従って, X = A + 4B + C − 2D.
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2 A ∈ M(2, C)が与えられたとき, Aと交換可能な 2次複素正方行列全体のなす集合を

MAと表すとする.

MA = {X ∈ M(2, C) ; AX = XA}.

Aが以下のものであるとき, MAを求めよ.

(1) A =

(
3 0
0 −2

)
.

(2) A =

(
4 −1
0 4

)
.

(3) A =

(
5 0
0 5

)
.

(略解) MAの元をX =

(
x11 x12

x21 x22

)
と表すことにする.

(1) AX =

(
3x11 3x12

−2x21 −2x22

)
, XA =

(
3x11 −2x12

3x21 −2x22

)
であるから,

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

3x11 = 3x11,

3x12 = −2x12,

−2x21 = 3x21,

−2x22 = −2x22.

よって, x12 = 0, x21 = 0であり, x11, x22としてどのような複素数をとっても, 第 1, 4

式は成り立つ. 従って, MA =

{(
t1 0
0 t2

)
; t1, t2 ∈ C

}
.

(2) AX =

(
4x11 − x21 4x12 − x22

4x21 4x22

)
, XA =

(
4x11 −x11 + 4x12

4x21 −x21 + 4x22

)
であることより,

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

4x11 − x21 = 4x11,

4x12 − x22 = −x11 + 4x12,

4x21 = 4x21,

4x22 = −x21 + 4x22.

第 1式より x21 = 0. 第 2式より x11 = x22. このとき, x12としてどのような複素数を

とっても上のすべての式が成り立つ. 従って, MA =

{(
s t
0 s

)
; s, t ∈ C

}
.

(3) A = 5E2であり, 任意の 2次複素正方行列Xについて, E2X = XE2 = Xが成り

立つ. よって,

AX = (5E2)X = 5(E2X) = 5(XE2) = X(5E2) = XA.

従って, MA = M(2, C).
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