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線型代数学演習B
No. 6 問題 (計量ベクトル空間その 3)

1 計量ベクトル空間 V, V ′の間の線型写像 f : V → V ′が計量同型写像であるとは, f が全
単射で, 任意の x1,x2 ∈ V に対し (x1,x2)V = (f(x1), f(x2))V ′を満たすときをいう.

正の実数 a > 0に対し, 計量ベクトル空間 Vaを Va = R2, 内積 (u,v)Va = tuv/a2で定義す
る. このとき, 以下の 4つの線型写像 f, g, h, iは計量同型写像であることを示せ.

(1) 正の定数 k > 0に対して, f : Va → Vka, f(u) = ku.

(2) g : Va → V1/a, g

(
u1

u2

)
=

(
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−1/a2 0

)(
u1

u2

)
.

(3) h : Va → Va, h

(
u1

u2

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
u1

u2

)
.

(4) i : Va → Va, i

(
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)
=

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)(
u1

u2

)
.

2 計量ベクトル空間 V とその部分集合W に対し,

W⊥ = {v ∈ V |すべてのw ∈ W に対し, 内積 (v,w)V = 0}
をW の直交補空間と呼ぶ.

(1) 次の 2つのベクトルw1,w2で生成されるR4の部分空間をW とするとき, W の直交
補空間W⊥の基底を求めよ. ただし, 内積は標準内積とする.
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 .

(2)小問 (1)で求めた基底にSchmidtの直交化法を適用して, W⊥の正規直交基底を求めよ.

3 計量ベクトル空間 V とその部分空間W , 及びW の直交補空間W⊥を考えると, 任意のベ
クトル v ∈ V は一意的に v = w1 +w2 (w1 ∈ W,w2 ∈ W⊥)と書くことができる. 線型写
像 pW⊥ : V → V を pW⊥(v) = w2と定義するとき, pW⊥をW⊥への直交射影と呼ぶ.

(1) V = {ax2 + bx+ c | a, b, c ∈ R}とし, 内積を

(f(x), g(x))V =

∫ 1

−1

f(x)g(x)dx

と定める (No. 5 問題 3 (3) で内積になることは確認済み). W = {k(x+2) | k ∈ R}とお
くとき, W の直交補空間W⊥を求めよ.

(2) 小問 (1)で求めたW⊥への直交射影 pW⊥ : V → V を求めよ. つまり, f(x) = ax2 +

bx+ c ∈ V に対し, pW⊥(f(x)) = g(x)となる g(x)を a, b, cを用いて表せ.


