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1 GL2(R)の各共役類の代表元として, 次のいずれかの形の元をとることができること
を示せ.

(−a 1
−b 0

)
, (a, b ∈ R, b �= 0),

(
c 0
0 c

)
, (c ∈ R \ {0}).

2 Rnの開部分集合U上のC∞級函数 f : U −→ Rに対して, ∇f : U −→ Rnを, 次で
定める.

∇f(x) =

(
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)
.

(1) fがモース函数であること, 即ち, すべての臨界点が非退化であるということと,
(0, . . . , 0) ∈ Rnが∇f の正則値であることが同値であることを示せ.
(2) 〈·, ·〉で Rn の標準的な内積をあらわすものとする. いま, v ∈ Rn に対して,
fv : U −→ Rを fv(x) = f(x) − 〈v, x〉で定める. このとき, fvがモース函数となる
ような v ∈ Rnが存在すること示せ. (ヒント :サードの定理を用いよ.)

3 (1) リウビル (Liouville)の定理を述べよ.

(2) リウビルの定理を用いて, n次多項式P (z) =
n∑

k=0

akz
k (nは正整数, a0, . . . , an ∈

C, an �= 0)について, 方程式 P (z) = 0がCにおいて解をもつことを示せ.

4 以下の各行列Aについて, 指数函数 etA =
∞∑

n=0

tn

n!
Anを求めよ. ただし, A0は単位行

列とする.

(1) A =

(
2 1
1 2

)
.

(2) A =

⎛
⎝0 1 1

1 0 −1
1 −1 0

⎞
⎠.


