
2015年度 解析学演義 II (担当 菊地)

1 (1) {am,n}∞m,n=1を 2重実数列, Aを実数とし, 以下の性質が成り立つとする.

(i) 任意の正実数 ε > 0に対して, 正整数M , N が存在して, m > M , n > N ならば

|am,n − A| < εが成り立つ.

(ii) 任意の正整数mについて, 実数列 {am,n}∞n=1が収束する.

(iii) 任意の正整数 nについて, 実数列 {am,n}∞m=1が収束する.

いま, 任意の正整数m, nについて, bm = lim
n→∞

am,n, cn = lim
m→∞

am,nと表すとする. こ

のとき, 実数列 {bm}∞m=1, {cn}∞n=1はいずれもAに収束することを示せ.

(2) 2重実数列 {am,n}∞m,n=1を以下のものとする.

am,n =
(m+ n) sinm sinn

mn
.

このとき, 小問 (1)の条件 (i)をみたすAは存在するが, 任意の正整数m, nについて,

lim
n→∞

am,n, lim
m→∞

am,nは存在しないことを示せ.

2 実数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1について, 少なくとも一方が有界ならば, 以下の不等式が成

り立つことを示せ.

lim
n→∞

(an + bn) ≤ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn, lim
n→∞

(an + bn) ≥ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

さらに, {an}∞n=1, {bn}∞n=1のうち少なくとも一方が収束するならば, 上の 2つの不等式

において, いずれも等号が成り立つことを示せ.

3 (1) 級数
∞∑
n=1

( e
n

)n
が収束することを示せ.

(2) 広義積分
∫ +∞

1

y−yeydyが収束することを, 小問 (1)の級数を用いて示せ.

(3) 級数
+∞∑
n=2

1

(log n)logn
が収束することを, 小問 (2)の積分を用いて示せ.

4 p > 0を正実数とする.

(1) 級数
∞∑
n=2

1

n(log n)p
が収束するか, 発散するか調べよ.

(2) 級数
∞∑
n=3

1

(n log n)(log(log n))p
が収束するか, 発散するか調べよ.
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5 以下の函数列について, 閉区間 [0, 1]上一様収束するかどうか, それぞれ判定せよ.

(1)

{
1

1 + nx

}∞

n=1

. (2)

{
x

1 + n2x2

}∞

n=1

. (3) {nx(1− x)n}∞n=1.

6 函数項級数
∞∑
n=1

{
n2x

1 + n3x2
− (n+ 1)2x

1 + (n+ 1)3x2

}
を考える.

(1) この函数項級数は, 0 < ε < 1なる任意の実数 εについて, 閉区間 [ε, 1]上一様収

束するが, 閉区間 [0, 1]上一様収束しないことを示せ.

(2) この函数項級数は, 閉区間 [0, 1]上項別積分できることを示せ.

(3) この函数項級数は, x = 0において項別微分できないことを示せ.

7 a, bを a < bなる実数とする.

(1) 閉区間 [a, b]上の実数値函数 f : [a, b] −→ Rが単調増加, あるいは単調減少なら

ば, [a, b]上Riemann積分可能であることを示せ.

(2) 小問 (1)の f について, 閉区間 [a, b]上の函数 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt (x ∈ [a, b])が微

分可能であるために f がみたす必要十分条件を求めよ. さらに, F ′(x) = f(x)がすべ

ての x ∈ [a, b]で成り立つために f がみたす必要十分条件を求めよ.

8 αを正実数とし, R上の函数 fα : R −→ Rを以下で与える.

fα(x) =

xα sin
1

x
(x > 0),

0 (x ≤ 0).

(1) 1 < α < 2のとき, fαはR上微分可能だが, a ≤ 0 < bなる任意の実数 a, bについ

て, f ′
αは閉区間 [a, b]上Riemann積分可能でないことを示せ.

(2) α = 2のとき, fαはC1級函数ではないが, a < bなる任意の実数 a, bについて, f ′
α

は閉区間 [a, b]上Riemann積分可能であることを示せ.

⃝ 定理 : a, bを a < bなる実数とし, f : [a, b] −→ Rを閉区間 [a, b]上の実数値連続函数

とする. このとき, 多項式函数列 {fn}∞n=1で, [a, b]上 f に一様収束するものが存在す

る (Weierstrassの多項式近似定理).

9 rを非負整数, a, bを a < bなる実数とし, f : [a, b] −→ Rを閉区間 [a, b]上の Cr

級函数とする. このとき, 任意の正実数 ε > 0について, 多項式函数 gが存在して,

sup
x∈[a,b]

r∑
k=0

|f (k)(x)− g(k)(x)| < εが成り立つことを示せ. ただし, f (k)は f の k階導函

数を表すとする.
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10 f : [0, 1] −→ Cを, 閉区間 [0, 1]上の複素数値連続函数とする. いま, 任意の非負整数

nについて, 以下が成り立つとする.∫ 1

0

f(x)xndx = 0.

このとき, f = 0, 即ち, f は [0, 1]上恒等的に 0であることを示せ.

11 f : R −→ RをC2級函数とする. このとき, f および f ′′が有界ならば, f ′も有界であ

ることを示せ.

12 mを正整数, a, bを a < bなる実数とし, f : [a, b] −→ Rを Cm−1級函数で, m − 1

階導函数 f (m−1) は微分可能であるとする. このとき 1 ≤ k ≤ mなる任意の整数

kについて, a < ξk < bなる実数 ξk が存在して, 以下で与えられる Rm(x)により,

f(b) =
m−1∑
j=0

f (j)(a)

j!
(b− a)j +Rm(x)と表されることを示せ.

Rm(x) =
f (m)(ξk)

k(m− 1)!
(b− ξk)

m−k(b− a)k.

(このRm(x)をRoche-Schlömilchの剰余項と呼ぶ. 特に, k = mのとき, Rm(x)を

Lagrangeの剰余項, k = 1のとき, Rm(x)をCauchyの剰余項と呼ぶ.)

13 a, bを a < bなる実数とし, f : (a, b) −→ Rを開区間 (a, b)上のC∞級函数とする. い

ま, 任意の正整数 nおよび a < x < bなる任意の実数 xについて, f (n)(x) > 0が成り

立つとする. このとき, f は (a, b)上実解析的であることを示せ.

14 a, bを 0 < a < bなる実数とする. このとき, R上の実数値 C∞級函数 f : R −→ R
で, 以下の性質をみたすものを 1つ与えよ.

(i) 任意の実数 x ∈ Rについて, 0 ≤ f(x) ≤ 1.

(ii) |x| ≤ aなる実数 xについて, f(x) = 1.

(iii) |x| ≥ bなる実数 xについて, f(x) = 0.

15 R上のC∞級函数の族 {fn}n∈Zで, 以下の性質をみたすものを 1つ与えよ.

(i) すべての n ∈ Zについて, 任意の x ∈ Rに対して, fn(x) ≥ 0.

(ii) すべての n ∈ Zについて, |x− n| ≥ 2ならば, fn(x) = 0.

(iii) 任意の x ∈ Rについて,
∑
n∈Z

fn(x) = 1 (級数の和が意味をもつことも確認せよ).
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16 実数列 {an}∞n=0が与えられているとする. このとき, R上の C∞級函数 f : R −→ R
で, 任意の非負整数 nについて f (n)(0) = anが成り立つものを構成したい.

(1) 任意の非負整数 nおよび正実数 εn > 0に対して, C∞級函数 hn : R −→ Rで, 以

下の性質をみたすものをとる.

hn(x) =

{
1 (|x| ≤ εn/2),

0 (|x| ≥ εn),
0 ≤ hn(x) ≤ 1.

そして, gn : R −→ Rを以下のように定める.

gn(x) =

∫ x

0

dtn

∫ tn

0

dtn−1 · · ·
∫ t2

0

hn(t1)dt1.

このとき, 以下のことが成り立つことを示せ.

g(k)n (0) =

{
0 (k ̸= n),

1 (k = n),
|g(k)n (x)| ≤ εn|x|n−k−1

(n− k − 1)!
(k = 0, 1, . . . , n− 1).

(2)
∞∑
n=0

angnが求める函数となるように, 正実数列 {εn}∞n=0をうまく選べ.

17 R3の部分集合C = {(x1, x2, x3) ∈ R3 ; x2x3+x3x1+x1x2 = 4, x1+x2+x3 = 4} ⊂ R3

を考える.

(1) CがC1級曲線であることを示せ. 即ち, C上の任意の点 x = (x1, x2, x3) ∈ Cに

ついて, xのある近傍において, 変数 x1, x2, x3のうち 2個が残りの 1個の変数の C1

級函数で表されることを示せ.

(2) C 上の函数 x1x2x3 の最大値と最小値, およびそれらの値をとる C 上の点 x =

(x1, x2, x3) ∈ Cを Lagrangeの未定乗数法を用いて求めよ.

⃝ 定義 : gamma函数 Γ (x) (x > 0)を以下の広義積分で定義する.

Γ (x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt.

18 (1) 非負整数 nについて,
dnΓ

dxn
(x) =

∫ +∞

0

tx−1(log t)ne−tdt (x > 0)を示せ.

(2) 函数 x 7→ logΓ (x)は開区間 (0,+∞)上凸であることを示せ.

(3) x > 0のとき, 以下の等式を示せ (Gaussの表示).

Γ (x) = lim
n→∞

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.
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19 (1) (X, d)で集合X上に距離 d : X ×X −→ [0,+∞)が与えられた距離空間を表す

とする. このとき, (X, d)が可分ならば, 第 2可算公理が成り立つことを示せ.

(2) 第 2可算公理をみたさない距離空間 (X, d)の例を与えよ.

⃝ 記号 : (X, d)を距離空間とする. このとき, X の任意の空でない部分集合A,B ⊂ X

に対して, 直径 d(A), 距離 d(A,B)を以下で定義する.

d(A) = sup{d(x, y) ; x, y ∈ A}, d(A,B) = inf{d(x, y) ; x ∈ A, y ∈ B}.

20 (X, d)を距離空間とし, 函数 d1 : X ×X −→ Rを以下のものとする.

d1(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
(x, y ∈ X).

(1) d1はX上の d1(X) ≤ 1なる距離であることを示せ.

(2) 距離空間 (X, d1)は位相空間として (X, d)と同相であることを示せ.

(3) X上の距離 d, d1について, d1が完備であるためには, dが完備であることが必要

十分であることを示せ.

21 {(Xn, dn)}∞n=1 を, すべての正整数 nについて dn(Xn) ≤ 1なる距離空間の列とし,

X =
∞∏
n=1

Xnを直積空間とする. そして, {an}∞n=1を
∞∑
n=1

an ≤ 1なる正実数列とし, X×

X上の函数 dを以下で定義する.

d(x, y) =
∞∑
n=1

andn(xn, yn) (x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 ∈ X).

(1) dはX上の d(X) ≤ 1なる距離であることを示せ.

(2) X上の距離 dから決まるX上の位相は, それぞれの正整数 nについて dnから決

まるXn上の位相たちから導かれるX上の直積位相と一致することを示せ.

(3) X 上の距離 dが完備であるためには, すべての正整数 nについて, Xn上の距離

dnが完備であることが必要十分であることを示せ.

22 Λを非可算集合, {(Xλ, dλ)}λ∈Λを, 任意の λ ∈ ΛについてXλが 2個以上の元をもつ

距離空間の族とする. このとき, 直積集合X =
∏
λ∈Λ

Xλにどのような距離を与えても,

その距離から決まるX 上の位相が, それぞれの λ ∈ Λに対して dλから決まるXλの

位相たちから導かれるX上の直積位相と一致しないことを示せ.

⃝ 定義 : (X, dX), (Y, dY )を距離空間とする. このとき, 写像 f : X −→ Y が一様連続

であるとは, 任意の正実数 ε > 0に対して, 正実数 δ > 0が存在して, x, x′ ∈ X, かつ

dX(x, x
′) < δならば, dY (f(x), f(x

′)) < εとなることである.
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23 (X, dX)を距離空間, (Y, dY )を完備距離空間, X0 ⊂ X を稠密な部分集合とし, f0 :

X0 −→ Y を一様連続写像とする. このとき, X上の一様連続写像 f : X −→ Y で, f

のX0上への制限 f |X0が f0と一致するものがだだ 1つ存在することを示せ.

24 (X, d)を距離空間とする.

(1) A ⊂ X を空でない閉部分集合とし, X 上の函数 fA : X −→ Rを fA(x) =

d({x}, A) (x ∈ X)とする. このとき, 任意の x, y ∈ X について, |fA(x) − fA(y)| ≤
d(x, y)が成り立つことを示せ (このことにより, fAは一様連続である).

(2) X0 ⊂ Xを空でなく, 稠密でない部分集合とする. このとき, X0上の任意の一様

連続函数 f0 : X0 −→ Rについて, X 上の連続函数 f1, f2 : X −→ Rで, f1 ̸= f2, か

つ f1|X0 = f2|X0 = f0となるものが存在することを示せ.

⃝ 記号 : 位相空間X について, C(X), Cb(X)でそれぞれX 上の (複素数値)連続函数,

有界な連続函数全体のなす函数空間を表すとする. また, X上の函数 f : X −→ Cに
ついて, f の台 suppf とは, 以下で与えられるXの部分集合である.

suppf = {x ∈ X ; f(x) ̸= 0}cl.

ただし, 位相空間 Y およびその部分集合A ⊂ Y について, Acl ⊂ Y でAの閉包を表す

ことにする. そして, Cc(X)で以下の函数空間を表すことにする.

Cc(X) = {f ∈ C(X) ; suppf が compact} ⊂ Cb(X).

⃝ 定義 : Xを局所 compact Hausdorff空間する. このとき, X上の函数 f : X −→ Cが
無限遠で消失するとは, 任意の正実数 ε > 0に対して, Xの compact部分集合C ⊂ X

が存在して, x ∈ X \ Cならば |f(x)| < εが成り立つことである. そして, C∞(X)で,

無限遠で消失するX上の (複素数値)連続函数全体のなす函数空間を表すとする.

25 Xを局所 compact Hausdorff空間とする.

(1) 函数 ∥ · ∥∞ : Cb(X) −→ Rを以下で定義する.

∥f∥∞ = sup
x∈X

|f(x)| (f ∈ Cb(X)).

そして, f, g ∈ Cb(X)に対して, d(f, g) = ∥f − g∥∞とする. このとき, dはCb(X)上

の完備な距離であることを示せ (この ∥ · ∥∞を上限 normと呼ぶ).

(2) C∞(X)はCb(X)の部分 vector空間, かつ閉部分集合であることを示せ.

(3) C∞(X)はCc(X)の完備化であることを示せ.
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⃝ 定義 : X を集合, (Y, d)を距離空間とする. このとき, 写像列 {fn : X −→ Y }∞n=1が

写像 f : X −→ Y にX上一様収束するとは, 任意の正実数 ε > 0に対して, 正整数N

が存在して, n > N ならば sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| < εが成り立つことである.

⃝ 定義 : (X, dX), (Y, dY )を距離空間, Λを空でない集合とし, {fλ : X −→ Y }λ∈ΛをX

から Y への写像族とする. このとき, {fλ}λ∈Λが同程度連続であるとは, 任意の正実

数 ε > 0に対して, 正実数 δ > 0が存在して, 任意の λ ∈ Λおよび x, x′ ∈ Xについて,

dX(x, x
′) < δならば, dY (fλ(x), fλ(x

′)) < εが成り立つことである.

26 (X, dX), (Y, dY )を compact距離空間とし, {fn : X −→ Y }∞n=1を, 同程度連続な写像

列とする. このとき, {fn}∞n=1の部分列で, X上一様収束するものが存在することを示

せ (Ascoli-Arzelàの定理).

⃝ 定義 : f : R −→ Cを連続函数とする. 正実数 ε > 0に対して, t ∈ Rが εに属する概

周期であるとは, 任意の実数 x ∈ Rについて, |f(x+ t)− f(x)| ≤ εが成り立つことで

ある. 任意の正実数 ε > 0に対して, 正実数 T > 0が存在して, 任意の実数 a ∈ Rにつ
いて, εに属する概周期 t ∈ [a, a+ T ]が存在するとき, f をR上の概周期函数と呼ぶ.

27 (1) R上の連続な周期函数は概周期函数であることを示せ.

(2) αを正の無理数とし, R上の函数 f : R −→ Cを f(x) = eix + eiαx (x ∈ R)とす
る. このとき, f は周期的ではない概周期函数であることを, 定義に従って示せ. ただ

し, i =
√
−1 ∈ Cは虚数単位を表すとする.

⃝ 記号 : 以下の 2問において, 任意の実数 τ ∈ Rについて, fτ (x) = f(x+ τ)とする.

28 f : R −→ Cを概周期函数とする.

(1) f は有界, かつR上一様連続な函数であることを示せ.

(2) 任意の実数列 {τn}∞n=1について, 函数列 {fτn}∞n=1はR上一様収束する部分列をも
つことを示せ.

29 (1) f : R −→ Cを有界な連続函数とする. もし, 任意の実数列 {τn}∞n=1について,

{fτn}∞n=1がR上一様収束する部分列をもてば, f は概周期函数であることを示せ.

(2) f, g : R −→ Cを概周期函数, a, b ∈ Cを複素数とする. このとき, af + bgも概

周期函数であることを示せ.

(3) {fn : R −→ C}∞n=1を概周期函数からなる函数列とする. もし, {fn}∞n=1が函数 f

にR上一様収束するならば, f も概周期函数であることを示せ.
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30 R > 0を正実数, D = {z ∈ C ; |z| < R} ⊂ Cとし, f : D −→ CをD上の正則函数と

する. また, {an}∞n=0を, 相異なる実数からなる数列で, lim
n→∞

an = 0なるものとし, か

つ, 任意の非負整数 nについて, f(an) ∈ Rが成り立つとする.

(1) 任意の z ∈ Dについて, f(z) = f(z)が成り立つことを示せ.

(2) さらに, an > 0 (n ≥ 0)であり, すべての非負整数 nについて, f(a2n) = f(a2n+1)

が成り立つならば, f は定数函数であることを示せ.

31 D ⊂ Cを領域とし, f : D −→ CをD上の正則函数とする. いま, 任意の a ∈ Dに対

して, 正整数 nが存在して, f (n)(a) = 0が成り立つとする. このとき, f は多項式函数

であることを示せ.

⃝ 記号 : Ĉで, Cに無限遠点∞を付加して得られるRiemann球面を表すとする. な

お, ∞ ∈ Ĉには, 以下の基本近傍系B(∞)が与えられているとする.

B(∞) = {O = {z ∈ C ; |z| > R} ∪ {∞} ⊂ Ĉ ; R > 0}.

⃝ 定義 : A =

(
a b
c d

)
を 2次複素正則行列とする. このとき, Ĉ上の写像 fA : Ĉ −→ Ĉ

を fA(z) =
az + b

cz + d
(z ∈ Ĉ)と定義する. ただし, fA

(
−d

c

)
= ∞, fA(∞) =

a

c
とする.

この fAを, Aが定める 1次分数変換, あるいはMöbius変換と呼ぶ.

32 (1) Aを 2次複素正則行列とし, α ∈ C \ {0}とする. このとき, fA = fαAが成り立つ

ことを示せ.

(2) Aを 2次複素正則行列とする. もし, fA(0) = 0, fA(1) = 1, fA(∞) = ∞が成り立

つならば, A = αI2 (α ∈ C \ {0})が成り立つことを示せ. ただし, I2 =

(
1 0
0 1

)
は 2

次単位行列を表すとする.

(3) α, β, γ ∈ Ĉを相異なる Ĉの元とする. このとき, fA(0) = α, fA(1) = β,

fA(∞) = γとなる 2次複素正則行列Aが存在することを示せ.

⃝ 記号 : C内の単位円板, 上半平面をぞれぞれD, H ⊂ Cと表すとする. 即ち,

D = {z ∈ C ; |z| < 1},

H = {z = x+ iy ∈ C ; y > 0}.

⃝ 定義 : D, D′ ⊂ Cを領域とする. このとき, 写像 f : D −→ D′が正則同相であると

は, f が全単射で, f , f−1ともに正則函数であることである. 特に, D = D′であると

き, f はD上の正則自己同相であるという.
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33 (1) f : D −→ Dを単位円板D = {z ∈ C ; |z| < 1}上の f(0) = 0なる正則自己同相

写像とする. このとき, |α| = 1なる複素数 α ∈ Cが存在して, A =

(
α 0
0 α

)
とすると

き, f = fAとなることを示せ.

(2) 任意の z0 ∈ Dに対して, Az0 =

(
1 −z0

−z0 1

)
とする. このとき, fAz0

は fAz0
(z0) =

0なるD上の正則自己同型写像であることを示せ.

(3) α, β ∈ Cを |α|2 − |β|2 = 1なる複素数とし, A =

(
α β

β α

)
とする. このとき,

fA|DはD上の正則自己同相写像であることを示せ. さらに, D上の正則自己同相写像
f : D −→ Dに対して, |α|2 − |β|2 = 1なる複素数 α, βが存在して, D上 f = fAと表

されることを示せ.

34 (1) C =

(
1 −i
1 i

)
とする. このとき, fC(H) = Dであることを示せ (このHから D

への写像 fC |H : H −→ D, あるいはその逆写像をCayley変換と呼ぶ).

(2) a, b, c, d ∈ Rを, ad− bc = 1なる実数とし, A =

(
a b
c d

)
とする. このとき, fA|H

はH上の正則自己同相写像であることを示せ.

(3) f : H −→ HをH上の正則自己同相写像とする. このとき, ad− bc = 1なる実

数 a, b, c, d ∈ Rが存在して, H上 f = fAとなることを示せ.

35 単位円板D = {z ∈ C ; |z| < 1} ⊂ C内の区分的にC1級な曲線 γ : [a, b] −→ D (ただ

し, a, b ∈ R, a < b)に対して, 以下の積分 L(γ)を考える.

L(γ) =

∫ b

a

|γ′(t)|
1− |γ(t)|2

dt.

さらに, z1, z2 ∈ Dに対して, d(z1, z2)を以下で定める (Poincare計量).

d(z1, z2) = inf{L(γ) ; γ : [a, b] −→ Dは区分的にC1級, γ(a) = z1, γ(b) = z2}.

ただし, z1 = z2のとき, d(z1, z2) = 0とする.

(1) f : D −→ Cを任意の z ∈ Dについて f(z) ∈ Dが成り立つ正則函数とする. こ

のとき, L(f ◦ γ) ≤ L(γ)となることを示せ. さらに, f : D −→ Dが正則自己同相写
像であるならば, L(f ◦ γ) = L(γ)となることを示せ.

(2) r ∈ Rを 0 ≤ r < 1なる実数とする. このとき, d(0, r)を求めよ.

(3) 任意の z1, z2 ∈ Dについて, d(z1, z2)を z1, z2を用いて具体的に表せ.

⃝ 定義 : f をC上の有理型函数とする. このとき, 0でない複素数 ω ∈ C \ {0}が f の周

期であるとは, 任意の z ∈ Cについて, f(z) = f(z + ω) (∞ = ∞も許す)が成り立つ

ことである. 周期をもつ有理型函数を周期函数と呼ぶことにする.
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36 (1) f をCを周期函数とし, f の周期全体および 0からなる集合をΩ ⊂ Cとする. こ

のとき, ΩはCを加法群と考えたときの部分群であることを示せ.

(2) 周期函数 f が定数函数でなければ, 以下のいずれかが成り立つことを示せ.

(i) Ω = Zω1となる ω1 ∈ Cが存在する.

(ii) Ω = Zω1 + Zω2, かつR上 1次独立な ω1, ω2 ∈ Cが存在する.

⃝ 定義 : 上の問題の小問 (2)の (ii)の条件をみたす有理型函数を楕円函数, または 2重

周期函数と呼ぶ. そして, 加法群Ω = Zω1 + Zω2 ⊂ Cを f の周期群, {ω1, ω2} ⊂ Cを
f の基本周期と呼ぶ. また, 任意の a ∈ Cについて, Cの部分集合 {a + t1ω1 + t2ω2 ∈
C ; 0 ≤ t1 < 1, 0 ≤ t2 < 1}を f の周期平行四辺形と呼ぶ. f の基本周期は, f によ

り一意的には決まらず, 周期平行四辺形は基本周期に依存する. なお, 任意の複素数

α ∈ Cについて, C上常に値 αをとる定数函数 f(z) = α (z ∈ C)は, R上 1次独立な

任意の複素数 ω1, ω2 ∈ Cについて, ω1, ω2いずれも周期としてもつ函数と考えられ

る. よって, 定数函数もしばしば楕円函数と考える.

37 (1) R上 1次独立な複素数 ω1, ω2 ∈ Cをともに周期としてもつC上の正則函数は定
数函数であることを示せ.

(2) C上の楕円函数 f の周期平行四辺形内の任意の留数の和は, 周期平行四辺形のと

り方に依らず 0であることを示せ. このことにより, 周期平行四辺形内に 1位の極を

1つもち, 他に極をもたない楕円函数は存在しないことを示せ.

⃝ 定義 : f をC上の楕円函数とする. このとき, f の周期平行四辺形内の極の位数を込

めた個数を f の次数と呼ぶ.

38 nを正整数とし, f をC上の n位の楕円函数とする.

(1) 任意の α ∈ Ĉについて, f の α点, 即ち, f(z) = αとなる zは f の任意の周期平

行四辺形内に位数を込めて n個存在することを示せ. ただし, f の α点の位数とは,

α ∈ Cならば函数 f − αの零点の位数, α = ∞のときは f の極の位数のことである.

(2) f の周期群をΩ = Zω1 + Zω2 ⊂ Cを f とし, T ⊂ Cを f の周期平行四辺形とす

る. いま, α ∈ Cとし, f の T 内のα点全体と極全体をそれぞれ重複を込めて {aj}nj=1,

{bj}nj=1と表すとする. このとき,
n∑

j=1

aj −
n∑

j=1

bj ∈ Ωとなることを示せ.

⃝ 記号 : 以下の 2問において, R上 1次独立な複素数の組 {ω1, ω2} ⊂ Cおよび整数
m,n ∈ Zについて, ωm,n = mω1 + nω2 ∈ Cと表すとする.
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39 {ω1, ω2} ⊂ CをR上 1次独立な複素数の組とし, Ω = Zω1 + Zω2 ⊂ Cとする.

(1) α ∈ Rを α > 2なる実数とする. このとき, 函数項級数
∑

(m,n)∈Z2

1

(z − ωm,n)α
は

C \Ωに含まれる任意の compact集合上で一様収束することを示せ.

(2) C上の函数項級数℘(z) =
1

z2
+

∑
(m,n)̸=(0,0)

(
1

(z − ωm,n)2
− 1

ω2
m,n

)
はΩを周期群に

もつ位数 2の楕円函数となることを示せ (この ℘をWeierstrassの ℘函数と呼ぶ).

40 {ω1, ω2} ⊂ CをR上 1次独立な複素数の組とし, ℘をω1, ω2から得られるWeierstrass

の ℘函数とする.

(1) e1 = ℘
(ω1

2

)
, e2 = ℘

(
ω1 + ω2

2

)
, e3 = ℘

(ω2

2

)
とする. このとき, 任意の z ∈ C

について, ℘′(z)2 = 4(℘(z)− e1)(℘(z)− e2)(℘(z)− e3)が成り立つ (∞ = ∞も許す)こ

とを示せ.

(2) g2 = 60
∑

(m,n) ̸=(0,0)

1

ω4
m,n

, g3 = 140
∑

(m,n)̸=(0,0)

1

ω6
m,n

とする. このとき, 任意の z ∈ Cに

ついて, ℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3が成り立つことを示せ.

41 (1) gamma函数 Γ (z) =

∫ +∞

0

tz−1e−1dt (z > 0)はC \ {−n ∈ Z ; nは非負整数 }上

に一意的に解析接続されることを示せ. ただし, 複素数 w ∈ Cについて, tw = ew log t

(log t ∈ Rは (0,+∞)上の通常の対数)とする. そして, 任意の非負整数 nに対して,

−nが Γ の極であることを示し, それぞれの位数と留数を求めよ.

(2) 任意の複素数 z ∈ Cについて, Γ (z)Γ (1− z) =
π

sin πz
(∞ = ∞も許す)となるこ

とを示せ (相補公式).

42 (1) 任意の複素数 z ∈ Cについて, 以下が成り立つことを示せ (Weierstrassの無限

乗積表示).

1

Γ (z)
= zeγz

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−

z
n .

ただし, γ = lim
n→∞

(
n∑

j=1

1

j
− log n

)
(Eulerの定数)とする. さらに, 右辺はCの任意の

compact部分集合上で一様収束することを示せ.

(2) 小問 (1)を用いて, 任意の複素数 z ∈ Cについて, 以下が成り立つことを示せ.

sin z = z
∞∏
n=1

(
1− z2

π2n2

)
.

さらに, 右辺はCの任意の compact部分集合上で一様収束することを示せ.
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43 (1) 領域D = {z ∈ C ; Rez > 1}上の函数項級数 ζ(z) =
∞∑
n=1

1

nz
はDに含まれる任意

の compact部分集合上で一様収束することを示せ (この函数 ζを zeta函数と呼ぶ).

(2) z ∈ Dなる複素数 zについて, ζ(z) =
∏

p>0,素数

(
1− 1

pz

)−1

となることを示せ.

(3) lim
z→1+0

ζ(z) = +∞を示せ. また, これを用いて,
∑

p>0,素数

1

p
= +∞を示せ.

44 Rez > 1なる複素数 z ∈ Cについて, Γ (z)ζ(z) =

∫ +∞

0

tz−1

et − 1
dtを示せ.

45 rを 0 < r < 2πなる実数, Cr,+を +∞から実軸正の部分に沿って rまで行く経路,

Cr,−を rから実軸正の部分に沿って+∞まで行く経路, Cr,cを円周 {z ∈ C ; |z| = r}
を rから正の向きに 1回転する経路とし, CrをCr,+, Cr,c, Cr,−の順につないだ経路と

する. このとき, Rez > 1なる任意の複素数 zについて, 以下が成り立つことを示せ.

ζ(z) = −Γ (1− z)

2πi

∫
Cr

(−w)z−1

ew − 1
dw.

ただし, Cr上 (−w)z−1は以下のように定義する.

(−w)z−1 =


e(z−1)(logw−πi) (z ∈ Cr,+),

e(z−1)(log r+i(θ−π)) (w = reiθ ∈ Cr,c, 0 < θ < 2π),

e(z−1)(logw+πi) (z ∈ Cr,−).

46 0 < r < 2πとし, Crは上問と同じものとする.

(1) 函数 z →
∫
Cr

(−w)z−1

ew − 1
dwはC上正則であることを示せ.

(2) zeta函数 ζ は z = 1のみに極をもつ有理型函数に解析接続されることを示し,

z = 1における主要部を求めよ.

(3) ζ(0) = −1

2
, および任意の正整数mについて, ζ(−2m) = 0 (自明な零点と呼ぶ),

ζ(−2m+ 1) = −B2m

2m
となることを示せ. ただし, 非負整数 nについて, BnはD =

{z ∈ C ; 0 < |z| < 2π}で定義される函数 f(z) =
z

ez − 1
の z = 0におけるLaurent展

開 (実はTaylor展開)f(z) =
∞∑
n=0

Bn

n!
znにより決まる複素数 (Bernoulli数)とする.

47 (1) 函数項級数
1

z
+

∑
n∈Z\{0}

(
1

z − n
+

1

n

)
はC \Zに含まれる任意の compact集合上

で一様収束し, 任意の z ∈ C \ Zについて, その値が π cotπzとなることを示せ.

(2) 有理型函数 z 7→ π cotπzを z = 0の近傍において Laurent展開することにより,

任意の正整数mについて, ζ(2m) =
(−1)m−1(2π)2mB2m

2(2m)!
となることを示せ.

12



48 αを 0 < α < 1なる実数とし, 閉区間 [0, 1]上の函数列 {fn}∞n=0が次の漸化式をみたす

とする.
fn(x) =

∫ x

0

|fn−1(t)|αdt (n ≥ 1, x ∈ [0, 1]). (Rn)

いま, aを 0 ≤ a ≤ 1なる実数とし, [0, 1]上の函数 f0 : [0, 1] −→ Rを以下で定義する.

f0(x) =

{
0 (0 ≤ x < a),

x− a (a ≤ x ≤ 1).

このとき, 函数列 {fn}∞n=0は [0, 1]上一様収束することを示し, その極限函数を求めよ.

49 n ≥ 2なる整数 nについて, 次の微分方程式を考える.

dy

dx
= |y|

n−1
n . (En)

(1) 微分方程式 (En)の fn(0) = 1, かつ lim
x→−∞

fn(x) = 0となるR上の解 y = fn(x)を

求めよ.

(2) 小問 (1)で得られる函数列 {fn}∞n=2が, a < bなる任意の実数 a, bについて, 閉区

間 [a, b]上一様収束することを示し, その極限函数 f を求めよ.

50 a, b ∈ Rを実数, δ, R > 0を正実数, D = {(x, y) ∈ R2 ; |x − a| ≤ δ, |y − b| ≤ R}と
し, F : D −→ RをD上の連続函数とする. いま, 次の微分方程式を考える.

dy

dx
= F (x, y). (E)

さらに, M = max
(x,y)∈D

|F (x, y)|とし, δ1 =min

{
δ,

R

M

}
(M = 0のときは δ1 = δ)とする.

(1) {fn}∞n=1を fn(a) = bなる [a− δ1, a+ δ1]上の微分方程式 (E)上の解 y = fn(x)の

列とする. このとき, fsup(x) = sup
n≥1

fn(x), finf(x) = inf
n≥1

fn(x)とおくと, y = fsup(x),

y = finf(x)はいずれも fsup(a) = finf(a) = bなる [a − δ1, a + δ1]上の (E)の解となる

ことを示せ.

(2) [a − δ1, a + δ1]上の fmax(a) = fmin(a) = bなる微分方程式 (E)の解 y = fmax(x),

y = fmin(x)で, [a− δ1, a + δ1]上の f(a) = bなる (E)の任意の解 y = f(x)について,

fmin(x) ≤ f(x) ≤ fmax(x) (|x− a| ≤ δ1)が成り立つものが存在することを示せ.

51 実数 a, b ∈ R, 正実数 δ, R > 0について, R2の部分集合D ⊂ R2, D上の連続函数

F : D −→ R, 非負実数M ≥ 0, 正実数 δ1 > 0および微分方程式 (E)を前問のものと

し, fmax, fminを前問により与えられる [a−δ1, a+δ1]上の函数とする. いま, (a′, b′) ∈ D

を fmin(a
′) ≤ b′ ≤ fmax(a

′)なる点とする. このとき, f(a) = b, かつ f(a′) = b′となる

[a− δ1, a+ δ1]上の (E)の解 y = f(x)が存在することを示せ.
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52 D = {z ∈ C ; Re z > 0}, α, β ∈ Cを複素数とし, D上で次の微分方程式を考える.

z2
d2w

dz2
+ (1− α− β)z

dw

dz
+ αβw = 0. (P)

(1) fα, fβ : D −→ Cを fα(z) = zα = eα log z, fβ(z) = zβ = eβ log z(z ∈ D)とする. た

だし, z = reiθ ∈ D (r > 0, −π/2 < θ < π/2)について log z = log r + iθとする. こ

のとき, w = fα(z), w = fβ(z)はいずれも微分方程式 (P)のD上の解であることを示

せ. そして, α ̸= βのとき, fα, fβはC上 1次独立であることを示せ.

(2) D1 = C \ {ai ∈ C ; a ≤ 0}, D2 = C \ {ai ∈ C ; a ≥ 0}, Dl = {z ∈ C ; Re z < 0}
とする. そして, fα, fβをD1上に解析接続した函数をそれぞれ gα, gβとし, gα, gβの

Dl上への制限 gα|Dl
, gβ|Dl

をD2上に解析接続した函数をDに制限したものをそれぞ

れ f
(1)
α , f

(1)
β : D −→ Cとする. このとき, f

(1)
α , f

(1)
β を fα, fβの 1次結合で表せ.

(3) α = βのとき, fα,1 : D −→ Cを fα,1(z) = zα log z (z ∈ D)とする. このとき,

w = fα,1(z)も微分方程式 (E)のD上の解となり, fα, fα,1はC上 1次独立であること

を示せ.

(4) fα,1をD1上に解析接続した函数を gα,1とし, gα,1のDl上への制限 gα,1|Dl
をD2

に解析接続した函数をD上に制限したものを f
(1)
α,1 : D −→ Cとする. このとき, f

(1)
α ,

f
(1)
α,1を fα, fα,1の 1次結合で表せ.

53 α, β ∈ Cを複素数とし, γを非正整数でない複素数とする. いま, 次の微分方程式を

考える (Gaussの超幾何微分方程式).

z(1− z)
d2w

dz2
+ (γ − (α+ β + 1)z)

dw

dz
− αβw = 0. (HGDE)

(1) 微分方程式 (HGDE)の z = 0の十分小さい近傍におけるf(0) = 1なる解w = f(z)

は以下のように表されることを示せ (Gaussの超幾何級数). ただし, 複素数 a ∈ Cお

よび正整数 nについて, (a)0 = 1, (a)n =
n−1∏
j=0

(a+ j)とする (Pochhammerの記号).

f(z) = F (α, β; γ; z) = F2,1(α, β; γ; z) =
∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)nn!

zn. (HGS)

(2) 級数 (HGS)の収束半径を求めよ.

(3) z0を 0 < z0 < 1なる実数, δを非負整数でない複素数とし, z = z0の十分小さい

近傍U で定義される函数 fδ : U −→ Cで, fδ(z) = zδ
∞∑
n=0

anz
n (z ∈ U \ {z0}, a0 ̸= 0)

なる形のものを考える. もし, w = fδ(z)が微分方程式 (HGDE)の解ならば, δ = 1−γ

となることを示せ. ただし, U 上では zδ = eδ log zを前問と同様に定義する.

(4) さらに, γ ̸∈ Zならば, fδ(z) = a0z
1−γF (α− γ +1, β − γ +1; 2− γ; z) (z ∈ U)と

表されることを示せ.
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54 α, β, γ ∈ CをReα > 0, かつRe(γ − α) > 0が成り立つ複素数とする.

(1) Gaussの超幾何級数 F (α, β; γ; z)は次のように表されることを示せ. ただし, Γ

は gamma函数とし, Rew > 0なる複素数wについて, −π

2
< Im(logw) <

π

2
とし, 複

素数 δ ∈ Cについて, wδ = eδ logwとする.

F (α, β; γ; z) =
Γ (γ)

Γ (α)Γ (γ − α)

∫ 1

0

tα−1(1− t)γ−α−1(1− zt)−βdt (|z| < 1).

(2) さらに, α, β, γ − αが正実数であり, かつ γ − α − β > 0が成り立つとき, 級数

F (α, β; γ; 1)は収束し, 以下のように表されることを示せ.

F (α, β; γ; 1) =
Γ (γ)Γ (γ − α− β)

Γ (γ − α)Γ (γ − β)
.

55 非負整数 nについて, 次の微分方程式を考える (Legendreの微分方程式).

(1− z2)
d2w

dz2
− 2z

dw

dz
+ n(n+ 1)w = 0. (Pn)

(1) D = {z ∈ C ; |z − 1| < 2} ⊂ Cにおける fn(1) = 1なる微分方程式 (Pn)の解

w = fn(z)は fn(z) = F

(
−n, n+ 1; 1;

1− z

2

)
とGaussの超幾何級数で表されること

を示せ. そして, fnがn次多項式函数であることを確認せよ (このfnを (n次)Legendre

多項式と呼ぶ).

(2) 多項式函数として, fn(z) =
1

2nn!

dn

dzn
(z2 − 1)nとなることを示せ.

(3) 非負整数m, nについて, fm, fnを閉区間 [−1, 1]上の函数と考えて, m ̸= nのと

き,

∫ 1

−1

fm(x)fn(x)dx = 0となることを示せ. また,

∫ 1

−1

(fn(x))
2dxを計算せよ.

56 非負整数 nについて, 次の微分方程式を考える (Chebyshevの微分方程式).

(1− z2)
d2w

dz2
− z

dw

dz
+ n2w = 0. (Cn)

(1) D = {z ∈ C ; |z − 1| < 2} ⊂ Cにおける fn(1) = 1なる微分方程式 (Cn)の解

w = fn(z)は fn(z) = F

(
−n, n;

1

2
;
1− z

2

)
とGaussの超幾何級数で表されることを示

せ. そして, fnがn次多項式函数であることを確認せよ (この fnを (n次)Chebyshev

多項式と呼ぶ).

(2) 非負整数 nについて, fn+2(z) − 2zfn+1(z) + fn(z) = 0 (z ∈ C)を示せ. そして,

これを用いて, 任意の非負整数 nおよび実数 θ ∈ Rについて, fn(cos θ) = cosnθとな

ることを示せ.

(3) 非負整数m, nについて, fm, fnを閉区間 [−1, 1]上の函数と考える. このとき,

m ̸= nならば,

∫ 1

−1

fm(x)fn(x)√
1− x2

dx = 0となることを示せ. また,

∫ 1

−1

(fn(x))
2

√
1− x2

dxを計

算せよ.
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⃝ 定義 : 集合Xの部分集合族BがX上の σ-集合体であるとは, 以下の条件が成り立つ

ことである.

(i) ∅, X ∈ B.

(ii) A ∈ Bならば, Ac = X \ A ∈ B.

(iii) Bの元からなる列 {An}∞n=1について,
∞∪
n=1

An ∈ B.

集合X およびX の部分集合族 Bの組 (X,B)を可測空間と呼ぶ. そして, 可測空間

(X,B)上に測度 µが与えられたとき, (X,B, µ)を測度空間と呼ぶ.

⃝ 記号 : X を集合, FをX の部分集合の族とする. すると, Fを含む最小のX 上の σ-

集合体が存在する. この σ-集合体を Fで生成される σ-集合体と呼び, B(F)で表すこ

とにする.

57 X, Y を集合とし, f : X −→ Y を写像とする. そして, Y の任意の部分集合族Fにつ

いて, Xの部分集合族 {f−1(C) ⊂ X ; C ∈ F}を f−1(F)と表すとする.

(1) AをX上の σ-集合体とする. このとき, Y の部分集合族 {B ⊂ Y ; f−1(B) ∈ A}
は Y 上の σ-集合体であることを示せ (この σ-集合体を f に関するAの順像と呼ぶ).

また, f が全射であり, かつ Y の部分集合族 {f(A) ⊂ Y ; A ∈ A}が Y 上の σ-集合体

とならない例を 1つ与えよ.

(2) Bを Y 上の σ-集合体とする. このとき, X 上の部分集合族 f−1(B)はX 上の σ-

集合体であることを示せ (この σ-集合体を f に関するBの逆像と呼ぶ).

(3) Y の任意の部分集合族 Fについて, f−1(B(F)) = B(f−1(F))となることを示せ.

⃝ 定義 : Xを位相空間とし, OXをXの開集合全体のなす部分集合族とする. このとき,

X上の σ-集合体B(OX)をX上のBorel集合族と呼び, B(X)で表すことにする. そ

して, B(X)の元のX のBorel集合と呼ぶ. 以下では, 特に断りのない限り, 位相空

間Xを可測空間と考えるときは σ-集合体としてB(X)をとるものとする.

⃝ 定義 : (X,BX), (Y,BY )を可測空間とする. このとき, 写像 f : X −→ Y が可測であ

るとは, f−1(BY ) ⊂ BX となることである.

58 (1) 距離空間 (X, d)について, B(X)はX上のすべての実数値連続函数が可測である

最小の σ-集合体であることを示せ.

(2) 位相空間Xで, X上のすべての実数値連続函数が可測である最小の σ-集合体が

B(X)と一致しないものを 1つ与えよ.
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⃝ 定義 : Xを集合とし, {An}∞n=1をXの部分集合の列とする. このとき, {An}∞n=1の上

極限 lim
n→∞

An, 下極限 lim
n→∞

Anを以下で定義する.

lim
n→∞

An =
∞∩
n=1

(
∞∪

m=n

Am,

)
, lim

n→∞
An =

∞∪
n=1

(
∞∩

m=n

Am

)
.

59 (X,B, µ)を測度空間とし, {An}∞n=1をBの元からなるXの部分集合の列とする.

(1) µ

(
lim
n→∞

An

)
≤ lim

n→∞
µ(An)が成り立つことを示せ.

(2) µ

(
∞∪
n=1

An

)
< +∞のとき, µ

(
lim
n→∞

An

)
≥ lim

n→∞
µ(An)を示せ.

(3) µ

(
∞∪
n=1

An

)
= +∞であり, かつ µ

(
lim
n→∞

An

)
< lim

n→∞
µ(An) < +∞となる測度空

間 (X,B, µ)およびXの部分集合の列 {An}∞n=1の例を 1つ与えよ.

60 α ∈ R \Qを 0 < α < 1なる無理数とし, 右半開区間 [0, 1)に次の関係を入れる.

x ∼ y ⇐⇒ y = x+ kα+ lとなる整数 k, lが存在する.

(1) 関係∼が同値関係であることを示せ.

(2) S ⊂ [0, 1)をこの同値関係に関する完全代表系とする. このとき, Sは Lebesgue

非可測集合であることを示せ.

⃝ 定義 : Rの次の部分集合C ⊂ RをCantor集合と呼ぶ.

C =

{
∞∑
n=1

2an
3n

∈ R ; すべての nについて an ∈ {0, 1}

}
.

CはRの閉部分集合である. また, C上の函数f0 : C −→ Rをf0

(
∞∑
n=1

2an
3n

)
=

∞∑
n=1

an
2n

とし, 閉区間 [0, 1]上の函数 f : [0, 1] −→ Rを f(x) = sup
y∈C,y≤x

f0(y)とする. すると, f

は単調増加連続函数である. この f をCantor函数と呼ぶ.

61 f をCantor函数とし, g : [0, 1] −→ Rを g(x) = sup{y ∈ [0, 1] ; f(y) ≤ x} (x ∈ [0, 1])

とする. このとき, [0, 1]の任意のLebesgue非可測集合S ⊂ [0, 1]について, g(S) ⊂ [0, 1]

は [0, 1]の Lebesgue可測集合であるが, Borel集合ではないことを示せ.

⃝ 定義 : 測度空間 (X,B, µ)が完備であるとは, A ⊂ B, かつ µ(B) = 0なるB ∈ Bが存

在するXの任意の部分集合A ⊂ X (このAをXの (µに関する) 零集合と呼ぶ)がB

に属することである.
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62 (X,BX , µX), (Y,BY , µY )を σ-有限な測度空間, pX : X × Y −→ X, pY : X × Y

−→ Y を射影とし, X × Y の部分集合族 p−1
X (BX) ∪ p−1

Y (BY )で生成される σ-集合体

B(p−1
X (BX) ∪ p−1

Y (BY ))をBX ⊗BY と表すことにする.

(1) µX×Y (BX ×BY ) = µX(BX)µY (BY ) (BY ∈ BX , BY ∈ BY )をみたすBX ⊗BY 上

の測度µX×Y がただ1つ存在することを示せ. ただし, µX(BX) = 0またはµY (BY ) = 0

のときは µX(BX)µY (BY ) = 0とする.

(2) 一般に, µX , µY がいずれもBX , BY 上の完備測度であっても, µX×Y がBX ⊗BY

上の完備測度とはならないことを, 反例を与えることにより示せ.

⃝ 定義 : 以下では, 特に断らない限り, R上の函数や写像が可測, 可積分であるとは, そ

れぞれLebesgue測度に関して可測, 可積分であることとする. また, R上の可積分函

数 f の Lebesgue測度に関する積分を, 単に
∫
R
f(x)dxと表すことにする.

63 MでR上の可測集合全体, µ1でR上の Lebesgue測度を表すとし, f をR上の実数値
可測函数で, µ1(A) < +∞なる任意の可測集合A ∈ Mについて

∫
A

|f(x)|dx < +∞と

なるものとする. いま, 任意の y ∈ Rおよび µ1(A) < +∞なる可測集合A ∈ Mにつ

いて,

∫
A

f(x+ y)dx =

∫
A

f(x)dxが成り立つとする. このとき, 実数 c ∈ Rが存在し

て, µ1に関してほとんどすべての x ∈ Rについて, f(x) = cとなることを示せ.

⃝ 定義 : (X,B)を可測空間とする. B上の函数Φ : B −→ RまたはCがX上の実数値,

または複素数値加法的集合函数であるとは, 次の性質 (SF)をみたすことである.

(SF) {An}∞n=1 ⊂ B, かつAm ∩ An = ∅ (m ̸= n)ならば, Φ

(
∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

Φ(An).

測度空間 (X,B, µ)上の加法的集合函数Φがµに関して絶対連続であるとは, µ(A) = 0

なるすべてのA ∈ Bについて, Φ(A) = 0となることである.

64 測度空間 (X,B, µ)上の加法的集合函数Φ : B −→ Rが µに関して絶対連続であるた

めには, 任意の正実数 ε > 0に対して, 正実数 δ > 0が存在して, µ(A) < δなる任意の

A ∈ Bについて |Φ(A)| < εが成り立つことが必要十分であることを示せ.

⃝ 定義 : a, bを a < bなる実数とする. このとき, 閉区間 [a, b]上の複素数値函数 f :

[a, b] −→ Cが有界変動であるとは, 正実数M > 0が存在して, [a, b]の任意の分割

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = bについて, 次が成り立つことである.
n∑

j=1

|f(xj)− f(xj−1)| ≤ M.
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65 a, bを a < bなる実数とし, f : [a, b] −→ Rを有界変動函数とする. そして, x ∈ [a, b]

および閉区間 [a, x]の分割∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = xに対して, Pf,∆, Nf,∆を

以下で定義する.

Pf,∆(x) =
∑

f(xi)>f(xi−1)

(f(xi)− f(xi−1)), Nf,∆(x) = −
∑

f(xi)<f(xi−1)

(f(xi)− f(xi−1)).

ただし,項数が 0のときは 0とする. さらに, Vf,∆(x) = Pf,∆(x)+Nf,∆(x)とする. これ

らを用いて, [a, b]上の函数 Pf , Nf , Vf を Pf (x) = sup
∆

Pf,∆(x), Nf (x) = sup
∆

Nf,∆(x),

Vf (x) = sup
∆

Vf,∆(x) (x ∈ [a, b], 上限は [a, x]のすべての分割に対する)と定義する. こ

のとき, Pf , Nf , Vf はいずれも単調増加であり, Vf = Pf +Nf となることを示せ.

66 a, bを a < bなる実数, ([a, b),M, µ1)をR上の Lebesgue測度空間の右半開区間 [a, b)

への制限とし, Φ : M −→ Rを [a, b)上の実数値加法的集合函数とする. そして, 閉区

間 [a, b]上の函数 f : [a, b] −→ Rを f(x) = Φ([a, x)) (x ∈ (a, b]), f(a) = 0とする.

(1) f は [a, b]上の左連続な有界変動函数であることを示せ.

(2) さらに, Φが µに関して絶対連続であるとき, f は以下の性質 (AC)をみたすこと

を示せ (この性質をもつとき, f は [a, b]上絶対連続であるという).

(AC) 任意の正実数 ε > 0に対して, 正実数 δ > 0が存在して, [a, b]の任意の分点の

組 {xj}nj=1, {yj}nj=1で a ≤ x1 < y1 ≤ x2 < y2 ≤ · · · ≤ xn < yn ≤ bなるものについて,
n∑

j=1

(yj − xj) < δが成り立つならば,
n∑

j=1

|f(yj)− f(xj)| < ε.

67 a, bを a < bなる実数とし, f : [a, b] −→ Rを閉区間 [a, b]上の左連続な有界変動函数

とする. また, 閉区間 [a, b]に含まれる Borel集合全体のなす [a, b]上の σ-集合体をB

で表すとする.

(1) 可測空間 ([a, b],B)上の加法的集合函数Φfで, Φf ([a, x)) = f(x)−f(a) (x ∈ (a, b]),

かつ Φf ({b}) = 0をみたすものがただ 1つ存在することを示せ.

(2) さらに, f が絶対連続ならば, Φf は [a, b]に含まれる Lebesgue可測集合全体のな

す σ-集合体Mに拡張されることを示せ.

68 a, bをa < bなる実数とする. このとき,閉区間 [a, b]上の有界変動函数 f : [a, b] −→ R
は, Lebesgue測度に関してほとんど至るところ微分可能であることを示せ.

69 a, bを a < bなる実数とし, f : [a, b] −→ Rを閉区間 [a, b]上の単調増加函数とする.

(1) f の導函数 f ′は可積分であり,

∫ b

a

f ′(x)dx ≤ f(b)− f(a)が成り立つことを示せ.

(2) 小問 (1)において等号が成立せず, かつ f が連続である例を 1つ与えよ.
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70 a, bを a < bなる実数, g : [a, b] −→ Rを閉区間 [a, b]上の可積分函数とする.

(1) f : [a, b] −→ Rを f(x) =

∫ x

a

g(t)dt (x ∈ [a, b])とする. このとき, f は [a, b]上の

絶対連続函数であることを示せ.

(2) Lebesgue測度に関して [a, b]上ほとんど至るところ f ′ = gであることを示せ.

⃝ 定義 : a, bを a < bなる実数, F : [a, b] −→ Cを閉区間 [a, b]上の有界変動函数,

f : [a, b] −→ Cを函数とし, [a, b]の分割∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = bおよび∆

の代表点 {ξj ; xj−1 ≤ ξj ≤ xj}nj=1について, S(f,∆, {ξj}nj=1)を以下で定義する.

S(f,∆, {ξj}nj=1) =
n∑

j=1

f(ξj)(F (xj)− F (xj−1)).

|∆| = max
1≤j≤n

|xj − xj−1|とし, 極限 lim
|∆|→0

S(f,∆, {ξj}nj=1)が代表点 {ξj}nj=1のとり方に

依らずに存在するとき, f は F に関してRiemann-Stieltjes積分可能であるといい,

その極限をRiemann-Stieltjes積分と呼び,

∫ b

a

f(x)dF (x)と表す.

71 a, bを a < bなる実数, F : [a, b] −→ Rを閉区間 [a, b]上の有界変動函数とする.

(1) [a, b]上の連続函数は, F に関してRiemann-Stieltjes積分可能であることを示せ.

(2) F が連続ならば, [a, b]上の有界変動函数は, F に関してRiemann-Stieltjes積分可

能であることを示せ.

(3) [a, b]上の連続な有界変動函数 f : [a, b] −→ Rについて, 次を示せ (部分積分法).∫ b

a

f(x)dF (x) = f(b)F (b)− f(a)F (a)−
∫ b

a

F (x)df(x).

72 a, bを a < bなる実数とし, F : [a, b] −→ Rを閉区間 [a, b]上の絶対連続函数とする.

(1) F は [a, b]上有界変動であることを示せ.

(2) [a, b]上の有界変動函数f : [a, b] −→ Rについて,

∫ b

a

f(x)dF (x) =

∫ b

a

f(x)F ′(x)dx

が成り立つことを示せ (置換積分法).

73 a, bを a < bなる実数, F : [a, b] −→ Rを閉区間 [a, b]上の左連続な単調増加函数とし,

f : [a, b] −→ Cを [a, b]上の連続函数とする. このとき,

∫ b

a

f(x)dF (x) =

∫ b

a

f(x)dΦF (x)

が成り立つことを示せ. ただし, ΦF は 67 (1)で得られる [a, b]上の測度とする.

74 a > 0を正実数とし, f : [0, a] −→ Rを左連続な有界変動函数とする. このとき, 以下

を示せ. なお,

∫ +∞

0

sin x

x
dx =

π

2
は証明なしで用いてよい.

lim
n→∞

∫ a

0

f(x)
sinnx

x
dx =

π

2
lim

x→0+0
f(x).
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⃝ 記号 : 測度空間 (X,B, µ)上の可測函数 f に対して, 以下のものを定義する.

∥f∥p =

(∫
X

|f(x)|pdµ(x)
) 1

p

, ただし p > 0,

∥f∥∞ = inf{α ≥ 0 ; µ({x ∈ X ; |f(x)| > α}) = 0}.

µに関してほとんどすべての x ∈ Xについて f(x) = g(x)であるならば, ∥f∥p = ∥g∥p
(0 < p ≤ ∞)である. 特に, µに関してほとんどすべての x ∈ Xについて f(x) = 0で

あるならば, ∥f∥p = 0となる. ここで, X 上の可測函数全体のなす vector空間に, 次

の関係を入れる.

f ∼ g ⇐⇒ µに関してほとんどすべての xについて f(x) = g(x).

このとき, この関係は同値関係であり, f を元とする同値類を [f ]で表すとし, 以下の

集合を考える.

Lp(X, dµ) = {[f ] ; f はX上可測, ∥f∥ < +∞}.

[f ]がLp(X, dµ)に属するということは,代表元 fのとり方に依らない. このLp(X, dµ)

をX上の µに関するLp函数空間, あるいは単に Lp空間と呼ぶ. なお, 混乱の恐れが

ないときは, Lp(X, dµ)を単にLp(X)と表し, X上のLp函数空間, あるいは単にLp空

間と呼ぶ. 以下では, Lp(x, dµ)の元 [f ]の代表元に依らない性質を扱うときは, しばし

ば [f ]と f を同一視する. 1 < p ≤ ∞のとき, Lp(X)は ∥ · ∥pを normとする norm空

間である. 1 < p < ∞のとき, ∥ · ∥pを p乗 norm, ∥ · ∥∞を本質的上限 normと呼ぶ.

75 (1) norm空間 (V, ∥ · ∥)がBanach空間であるためには,
∞∑
n=1

∥xn∥ < +∞なる V の任

意の点列 {xn}∞n=1について, 級数
∞∑
n=1

xnが V において収束することが必要十分であ

ることを示せ.

(2) 測度空間 (X,B, µ),および 1 ≤ p < ∞なる実数 pあるいは p = ∞について, norm

空間 Lp(X)は完備であることを示せ.

76 (X,B, µ)を測度空間, pを 0 < p < 1なる実数とし, f, g ∈ Lp(X)について, d(f, g) =

∥f − g∥ppとする. このとき, (Lp(X), d)は完備距離空間であることを示せ.

⃝ 定義 : 以下では, 特に断らない限り, vector空間,および norm空間の係数体は複素数

体 Cとする. また, vector空間の部分 vector空間, および norm空間の閉部分 vector

空間をそれぞれ単に部分空間, 閉部分空間と呼ぶことにする.
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77 (1) 有限次元 vector空間上のすべての normは完備であることを示せ.

(2) (V, ∥ · ∥)を norm空間とし, W ⊂ V を有限次元部分 vector空間とする. このとき,

W は閉部分空間であることを示せ.

78 (V, ∥ · ∥V ), (W, ∥ · ∥W )を norm空間とし, T : V −→ W を V からW への線型作用素

とする. このとき, T が連続であるためには, T が有界, 即ち, 正実数C > 0が存在し

て, ∥Tv∥W ≤ C∥v∥V (v ∈ V )が成り立つことが必要十分であることを示せ.

(2) B(V,W ) = {T : V −→ W ; 有界線型 }とし, T ∈ B(V,W )に対して, 実数 ∥T∥
を次で定義する.

∥T∥ = inf{C > 0 ; ∥Tv∥W ≤ C∥v∥V (v ∈ V )}.

このとき, (B(V,W ), ∥ · ∥)は norm空間であることを示せ (この ∥ · ∥をB(V,W )上の

作用素 normと呼ぶ).

(3) さらに, (W, ∥ · ∥W )がBanach空間ならば, (B(V,W ), ∥ · ∥)もBanach空間である

ことを示せ.

79 (V, ∥ ·∥V )をnorm空間とし, W ⊂ V を閉部分空間とする,いま,剰余 vector空間V/W

の任意の元 v = v +W (v ∈ V )に対して, ∥v∥V/W を以下で定義する.

∥v∥V/W = inf
w∈W

∥v + w∥V .

(1) (V/W, ∥ · ∥V/W )は norm空間であることを示せ.

(2)さらに, (V, ∥ · ∥V )がBanach空間ならば, (V/W, ∥ · ∥V/W )もBanach空間であるこ

とを示せ.

80 (1) V を有限次元 norm空間, W を norm空間, T : V −→ W を V からW への線型

作用素とする. このとき, T は連続であることを示せ.

(2) 任意の無限次元norm空間V について, V 上の連続でない線型汎函数 f : V −→ C
が存在することを示せ.

(3) norm空間 V の余次元 1の部分空間W ⊂ V , 即ち, dimV/W = 1なる部分空間

W が閉部分空間であるためには, 0でない連続線型汎函数 f : V −→ Cが存在して,

W が f の核Kerf と一致することが必要十分であることを示せ.

81 (1) V を norm空間, W1 ⊂ V を閉部分空間, W2 ⊂ V を有限次元部分空間とする. こ

のとき, 部分空間W1 +W2 ⊂ V は閉部分空間であることを示せ.

(2) norm空間 V および閉部分空間W1, W2 ⊂ V で, 部分空間W1 +W2 ⊂ V が閉部

分空間でない例を 1つ与えよ.
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⃝ 定義 : norm空間 V に対して, V 上の有界線型汎函数全体のなす vector空間B(V,C)
を V の共役空間と呼び, V ∗ と表すことにする. そして, V ∗ = B(V,C)上の作用素
normを ∥ · ∥∗と表すとし, 特に断りのない限り, V ∗を ∥ · ∥∗を normとするBanach空

間と考える.

82 (X,B, µ)を σ-有限な測度空間とする.

(1) pを 1 < p < ∞なる実数とし, q =
p

p− 1
とするとき, Lp(X)∗ = Lq(X)を示せ.

(2) L1(X)∗ = L∞(X)となることを示せ.

83 V を norm空間とし, , W ⊂ V を閉部分空間とする.

(1) 写像 Φ : (V/W )∗ −→ V ∗を Φ(g)(v) = g(v + W ) (g ∈ (V/W )∗, v ∈ V )とする.

このとき, Φは等長な有界線型作用素であることを示せ. さらに, Φの像 ImΦ ⊂ V ∗は

以下で与えられる部分空間W⊥ ⊂ V ∗と一致することを示せ (このW⊥をW の V ∗に

おける零化空間と呼ぶ).

W⊥ = {f ∈ V ∗ ; f(w) = 0 (w ∈ W )}.

(2) 写像 F : V ∗ −→ W ∗を F (f) = f |W (f ∈ V ∗, f |W は f のW への制限)とする.

このとき, F は全射有界線型作用素であり, ∥F∥ = 1が成り立つことを示せ.

(3) 線型作用素 F : V ∗/W⊥ −→ W ∗で, F (f +W⊥) = F (f) (f ∈ F )が成り立つも

のが存在することを示せ. さらに, F は等長同型であることを示せ.

⃝ 定義 : Xを局所 compact Hausdorff空間とし, OXをXの開集合全体のなす部分集合

族とする. いま, x∞ ̸∈ Xなる点 x∞を用意する. そして, 和集合X∞ = X ∪ {x∞}の
開集合族OX∞を以下のように定義する.

O ∈ OX∞ ⇐⇒

{
O ∈ OX (O ⊂ X),

X \O ⊂ XがXの compact部分集合 (O ̸⊂ X).

このとき, X∞は compact Hausdorff空間であり, X∞の位相から導かれるX の位相

は, Xの元の位相と一致する. このX∞をXの 1点 compact化と呼ぶ.

84 Xを compactでない局所 compact Hausdorff空間とする.

(1) f ∈ C∞(X)に対して, f(x∞) = 0として f をX∞上の函数と考える. このとき,

C∞(X)はC(X∞)の余次元 1の閉部分空間であることを示せ.

(2) π : C(X∞) −→ C(X∞)/C∞(X)を自然な射影, 即ち, π(f) = f + C∞(X) (f ∈
C(X∞))とし, W = {f ∈ C(X∞) ; 定数函数 } ⊂ C(X∞)とする. このとき, πのW へ

の制限 π|W : W −→ C(X∞)/C∞(X)は等長同型であることを示せ.
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85 Xを compact Hausdorff空間とする.

(1) Y = {x∞}を (ただ 1つ存在する位相により)位相空間と考える. このとき, X∞ =

X ⊔ Y = X ⊔ {x∞}はXと Y の直和位相空間であり, 任意の g ∈ C(X), h ∈ C(Y )に

対して, f |X = g, かつ f |Y = hとなる f ∈ C(X∞)がただ 1つ存在することを示せ.

(2) C(X), C(Y ), C(X∞)上の上限 normをそれぞれ ∥ · ∥X , ∥ · ∥Y , ∥ · ∥X∞ と表すと

する. このとき, ∥f∥X∞ = max{∥ f |X ∥X , ∥ f |Y ∥Y } (f ∈ C(X∞))となることを示せ.

86 V をBanach空間とし, W1, W2 ⊂ V を V の閉部分空間で, W1 ̸= {0}であり, かつ V

がW1とW2の代数的直和 V = W1 ⊕W2であるとする. そして, 写像 T : V −→ W1

を, T (v) = w1 (v ∈ V , v = w1 + w2, w1 ∈ W1, w2 ∈ W2)とする.

(1) T は連続線型作用素であり, ∥T∥ ≥ 1となることを示せ.

(2) ∥T∥ > 1となる V およびW1, W2 ⊂ V の例を 1つ与えよ.

87 (X,B, µ)を σ-有限な測度空間, fをX上の可測函数, pを 1 < p < +∞なる実数とし,

q =
p

p− 1
とする. いま, 任意の g ∈ Lp(X)について, fgはX上の可積分函数である

とする. このとき, f ∈ Lq(X)であることを示せ.

88 V = {v = (vn)
∞
n=1 ; xn ∈ C (1 ≤ n < ∞), 有限個の nを除いて vn = 0}とし, V 上の

norm ∥ · ∥を ∥v∥ = max
1≤n<∞

|vn| (v = (vn)
∞
n=1 ∈ V )とする. そして, 任意の正整数mに

ついて, fm ∈ V ∗を fm(v) =
m∑

n=1

vn (v = (vn)
∞
n=1 ∈ V )とする.

(1) すべての v ∈ V について, 数列 {fm(v)}∞m=1は収束することを示せ.

(2) fm ∈ V ∗ (1 ≤ m < ∞)であり, sup
1≤m<∞

∥f∥∗ = +∞となることを示せ.

(3) Ṽ =
{
v = (vn)

∞
n=1 ; vn ∈ C (1 ≤ n < ∞), lim

n→∞
vn = 0

}
とし, Ṽ 上の norm ∥ · ∥を

∥v∥ = sup
1≤n<∞

|vn| (v = (vn)
∞
n=1 ∈ Ṽ )とする. このとき, Ṽ は V の完備化であり, 任意

の正整数mについて, fmは Ṽ 上の有界線型汎函数に一意的に拡張されることを示せ.

(4) Ṽ の元 v = (vn)
∞
n=1 ∈ Ṽ で,数列 {fm(v)}∞m=1が有界とならないものを 1つ与えよ.

89 (U, ∥ · ∥U), (V, ∥ · ∥V ), (W, ∥ · ∥W )をBanach空間とし, T : U × V −→ W を双線型写

像で, 以下の性質が成り立つとする.

(i) 任意の v ∈ V について, 写像 Tv : U ∋ u 7→ T (u, v) ∈ W は有界である.

(ii) 任意の u ∈ U について, 写像 uT : V ∋ v 7→ T (u, v) ∈ W は有界である.

このとき, 正実数 C > 0が存在して, 任意の u ∈ U , v ∈ V について, ∥T (u, v)∥W ≤
C∥u∥U∥v∥V が成り立つことを示せ.
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90 (V, ∥ · ∥)を norm空間とする.

(1) 任意の v ∈ V について, ∥v∥ = sup
f∈V ∗, ∥f∥∗≤1

|f(v)|が成り立つことを示せ.

(2) V ∗が可分ならば, V も可分であることを示せ.

⃝ 定義 : V を norm空間とする. このとき, V 上の弱位相とは, V の任意の元 v ∈ V につ

いて, B(f1, . . . , fr; ε) = {u ∈ V ; |fj(u− v)| < ε (j = 1, . . . , r)} (rは正整数, f1, . . . ,

fr ∈ V ∗, ε > 0)なる形の V の部分集合全体を xの基本近傍系とする位相である. V

の点列 {vn}∞n=1が v ∈ V に弱収束するとは, 点列 {vn}∞n=1が弱位相について vに収束

することである.

91 (V, ∥ · ∥)を norm空間とし, {vn}∞n=1を V の点列で, v ∈ V に弱収束するものとする.

(1) {vn}∞n=1は有界であり, ∥v∥ ≤ lim
n→∞

∥vn∥となることを示せ.

(2) 実数列 {∥vn∥}∞n=1が収束し, かつ 0 < ∥v∥ < lim
n→∞

∥vn∥となる例を 1つ与えよ.

⃝ 定義 : norm空間 V について, V の共役空間 V ∗の共役空間 (V ∗)∗を V ∗∗と表すこと

にする. V の任意の元 v ∈ V について, Jv ∈ V ∗∗を (Jv)(f) = f(v) (f ∈ V ∗)とする.

すると, J は等長線型作用素である. J が全射であるとき, V は反射的であるという.

92 V を Banach空間とする. このとき, V が反射的であるためには, V ∗が反射的である

ことが必要十分であることを示せ.

⃝ 定義 : V を norm空間とする. このとき, V ∗上の汎弱位相とは, V ∗の任意の元 f ∈ V ∗

について, B(v1, . . . , vr; ε) = {g ∈ V ∗ ; |g(vj)− f(vj)| < ε (j = 1, . . . , r)} (rは正整数,

v1, . . . vr ∈ V ∗, ε > 0)なる形の V ∗の部分集合全体を f の基本近傍系とする位相であ

る. V ∗の点列 {fn}∞n=1が f ∈ V ∗に汎弱収束するとは, {fn}∞n=1が汎弱位相について f

に収束することである.

93 V を norm空間とし, B∗
1 = {f ∈ V ∗ ; ∥f∥∗ ≤ 1} ⊂ V ∗とする.

(1) B∗
1 は汎弱位相について compactであることを示せ (Banach-Alaogluの定理).

(2) さらに, V が可分ならば, B∗
1上の距離 dで, dから得られるB∗

1上の位相が汎弱位

相と一致するものが存在することを示せ.

94 V を反射的なBanach空間とする. このとき, V の部分集合 S ⊂ V が有界であるため

には, Sの元からなる任意の点列 {vn}∞n=1が, 弱収束する部分列 {wn}∞n=1をもつこと

が必要十分であることを示せ.
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⃝ 定義 : 以下では, 特に断らない限り, 内積空間は複素数体C上で考える. また, 内積空

間H 上の内積 ⟨·, ·⟩は第 1成分についてC線型, 第 2成分についてC反線型とする.

即ち, u, v, w ∈ Hおよび α, β ∈ Cについて, 次が成り立つ.

⟨αu+ βv, w⟩ = α⟨u,w⟩+ β⟨v, w⟩,

⟨u, αv + βw⟩ = α⟨u, v⟩+ β⟨u,w⟩.

95 (1) (V, ∥ · ∥)を norm空間とする. いま, 任意の v, w ∈ V について, 以下の等式が成

り立つとする (平行四辺形の法則, あるいは中線定理).

∥v + w∥2 + ∥v − w∥2 = 2(∥v∥2 + ∥w∥2).

このとき, 次で与えられる V × V 上の函数 ⟨·, ·⟩ : V × V −→ Cは V 上の内積であり,

任意の v ∈ V について ∥v∥ = ⟨v, v⟩ 1
2 が成り立つことを示せ.

⟨v, w⟩ = 1

4

3∑
k=0

ik∥v + ikw∥2 (v, w ∈ V ).

(2) (X,B, µ)を測度空間とする. いま, pを p ≥ 1なる実数または∞とする. このと

き, (Lp(X), ∥ · ∥p)がHilbert空間であるためには, p = 2または dimLp(X) ≤ 1が成

り立つことが必要十分であることを示せ.

96 (1) (H, ⟨·, ·⟩)をHilbert空間とし, W ⊂ Hを閉部分空間とする. そして, W⊥ = {v ∈
H ; ⟨v, w⟩ = 0 (w ∈ W )}をW の直交補空間とする. このとき, H = W ⊕W⊥となる

ことを示せ.

(2) 内積空間 (V, ⟨·, ·⟩)および V の閉部分空間W ⊂ V で, V ̸= W ⊕W⊥となる例を

1つ与えよ.

⃝ 定義 : V をC上の vector空間とする. いま, V を加法群として V と同じものとし, V

における scalar乗法を, α · v = αv (α ∈ C, v ∈ V = V )とする. すると, V もC上の
vector空間になる. この V を V の複素共役 vector空間と呼ぶ.

97 (1) (H, ⟨, ·, ·⟩)を内積空間とする. いま, v, w ∈ Hに対して, ⟨v, w⟩̄ = ⟨v, w⟩ = ⟨w, v⟩
とする. このとき, (H, ⟨·, ·⟩̄)は内積空間であることを示せ (この (H, ⟨·, ·⟩̄)を (H, ⟨·, ·⟩)
の複素共役内積空間と呼ぶ).

(2) さらに, (H, ⟨·, ·⟩)が Hilbert空間であるとする. いま, 任意の v ∈ H について,

fv ∈ H∗を fv(w) = ⟨w, v⟩ (w ∈ H)とする. このとき, 写像H ∋ v 7→ fv ∈ H∗は等長

同型であることを示せ (Rieszの補題).
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98 (H, ⟨·, ·⟩)をHilbert空間とし, ∥ · ∥を ⟨·, ·⟩から得られるH上の normとする.

(1) Hの正規直交基底 {vλ}λ∈Λ ⊂ Hが少なくとも 1つ存在することを示せ.

(2) 任意の v ∈ Hについて, {λ ∈ Λ ; ⟨v, vλ⟩ ≠ 0} ⊂ Λは添字集合 Λの高々可算な部

分集合であり, v =
∑
λ∈Λ

⟨v, vλ⟩vλおよび ∥v∥2 =
∑
λ∈Λ

|⟨v, vλ⟩|2 が成り立つことを示せ.

(3) {wµ}µ∈M をH の正規直交基底とする. このとき, 添字集合M の濃度は, Λの濃

度と等しいことを示せ.

99 K を compact Hausdorff空間とし, C(K)R で K 上の実数値連続函数全体のなす実

Banach空間を表すとする. いま, C(K)Rの閉部分空間 V ⊂ C(K)Rを, 以下の性質が

成り立つものとする.

(i) 任意の f , g ∈ V , fg ∈ V .

(ii) 相異なるKの任意の 2点 x, y ∈ Kについて, f(x) ̸=f(y)なる f ∈ V が存在する.

このとき, V = C(K)Rが成り立つことを示せ.

100 (1) Kを compact Hausdorff空間とし, V ⊂ C(K)を以下の性質をみたす (C上の)閉

部分空間とする.

(i) 任意の f , g ∈ V について, fg ∈ V .

(ii) f ∈ V ならば, f ∈ V .

(iii) 相異なる任意の x, y ∈ Kについて, f(x) ̸= f(y)なる f ∈ V が存在する.

このとき, V = C(K)が成り立つことを示せ (この主張および前問の主張を Stone-

Weierstrassの定理と呼ぶ).

(2) D = {z ∈ C ; |z| < 1} ⊂ CをCの単位円板とし,K = Dcl = {z ∈ C ; |z| ≤ 1} ⊂ C
をDの閉包とする. いま, H(K) ⊂ C(K)を次で与えられるC(K)の部分空間とする.

H(K) = {f : K −→ C ; 連続, 単位円板上で正則 }.

このとき, H(K)はC(K)の閉部分空間であり, 小問 (1)の (i)および (iii)はみたすが,

(ii)は成り立たないことを示せ.

101 nを正整数とし, I = [0, 1]n ⊂ Rnを閉区間 [0, 1] ⊂ Rのn個の直積とする. そして,多重

指数J = (j1, . . . , jn) ∈Znについて, I上の函数 eJ : I −→ Cを eJ(x) = eJ(x1, . . . , xn)

=
n∏

k=1

e2πijkxk = e2πij1x1 · · · e2πijnxn (x = (x1, . . . , xn) ∈ I)とする.

(1) {eJ}J∈Znで生成されるC(I)の部分空間は, C(I)において稠密であることを示せ.

(2) {eJ}J∈Znは L2(I)の正規直交基底であることを示せ. ただし, I上には Lebesgue

測度が与えられているとする.
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102 {(Hα, ⟨·, ·⟩α)}α∈Aを内積空間の族とし, H0 = ⊕alg
α∈AHαを {Hα}α∈Aの (vector空間とし

ての代数的な意味での)直和空間とする. そして, H0×H0上の函数 ⟨·, ·⟩ : H0×H0 −→
Cを次で与えられるものとする.

⟨v, w⟩ =
∑
α∈A

⟨vα, wα⟩α, v = (vα)α∈A, w = (wα)α∈A ∈ H0.

(1) ⟨·, ·⟩はH0上の内積であることを示せ.

(2) さらに, すべての α ∈ Aについて, (Hα, ⟨·, ·⟩α)はHilbert空間であるとする. こ

のとき, H0を内積 ⟨·, ·⟩で完備化して得られるHilbert空間Hは以下のようになるこ

とを示せ. ただし, ∥ · ∥αは ⟨·, ·⟩αから得られるHα上の normとする.

H =

{
v = (vα)α∈A ; 高々可算個の α ∈ Aを除いて vα = 0,

∑
α∈A

∥vα∥2α < +∞

}
.

103 (1) (H, ⟨·, ·⟩H), (H ′, ⟨·, ·⟩H′)をともに内積空間とし, H ⊗algH ′ を H と H ′ の (C上
の vector空間としての代数的な意味での)tensor積とする. このとき, H ⊗algH ′上に

⟨v ⊗ v′, w ⊗ w′⟩ = ⟨v, w⟩H⟨v′, w′⟩H′ (v, w ∈ H, v′, w′ ∈ H ′)なる内積 ⟨·, ·⟩がただ 1つ

存在することを示せ.

(2) さらに, (H, ⟨·, ·⟩H), (H ′, ⟨·, ·⟩H′)がともに Hilbert空間であるとする. このとき,

H, H ′のうち少なくとも一方が有限次元ならば, (H ⊗algH ′, ⟨·, ·⟩)は完備であり, H,

H ′ともに無限次元ならば, (H ⊗algH ′, ⟨·, ·⟩)は完備ではないことを示せ.

⃝ 定義 : 上問において, H ⊗algH ′を内積 ⟨·, ·⟩で完備化して得られるHilbert空間をH

とH ′の (Hilbert空間としての)tensor積と呼び, H ⊗H ′と表すことにする.

104 (1) H, H ′をHilbert空間とし, {vλ}λ∈Λ ⊂ H, {v′µ}µ∈M ⊂ H ′をそれぞれH, H ′の正

規直交基底とする. このとき, {vλ ⊗ v′µ}(λ,µ)∈Λ×M はH ⊗H ′の正規直交基底であるこ

とを示せ.

(2) (X,BX , µX), (Y,BY , µY )をともにσ-有限な測度空間とし, {fλ}λ∈Λ ⊂ L2(X, dµX),

{gµ}µ∈M ⊂ L2(Y, dµY )をそれぞれ L2(X, dµX), L
2(Y, dµY )の正規直交基底であると

する. また, f ∈ L2(X, dµX), g ∈ L2(Y, dµY )について, f と gの tensor積 f ⊗ g ∈
L2(X, dµX) ⊗ L2(Y, dµY )を (f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y) (x ∈ X, y ∈ Y )としてX × Y

上の函数と考える. このとき, L2(X × Y, dµX×Y )は L2(X, dµX)⊗ L2(Y, dµY )と同一

視され, {fλ ⊗ gµ}(λ,µ)∈Λ×M は L2(X × Y, dµX×Y )の正規直交基底であることを示せ.

⃝ 定義 : V , W をBanach空間とする. このとき, 線型写像 T : V −→ W が compact,

あるいは完全連続であるとは, V の任意の有界部分集合 S ⊂ V について, Sの T によ

る像 T (S) ⊂ W の閉包 T (S)cl ⊂ W がW の compact部分集合となることである.
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105 V , W をBanach空間とする.

(1) T1, T2 : V −→ W をともに compact作用素とし, a, b ∈ Cとする. このとき,

aT1 + bT2 : V −→ W も compact作用素であることを示せ.

(2) T : V −→ W を compact作用素とし, U1 ∈ B(V, V ), U2 ∈ B(W,W )とする. こ

のとき, TU1, U2T : V −→ W はいずれも compact作用素であることを示せ.

(3) {Tn}∞n=1 ⊂ B(V,W )を, compact作用素からなり, 作用素 normについて T ∈
B(V,W )に収束する列とする. このとき, T も compact作用素であることを示せ.

106 V , W をBanach空間とし, T : V −→ W を線型作用素とする.

(1) T が compactであるとする. このとき, V の点列 {vn}∞n=1が v ∈ V に弱収束する

ならば, W の点列 {Tvn}∞n=1は Tv ∈ W に (normに関して)収束することを示せ.

(2) V は反射的であるとし, 任意の v ∈ V および v に弱収束する V の任意の点列

{vn}∞n=1について, W の点列 {Tvn}∞n=1は Tv ∈ W に (normの意味で)収束するとす

る. このとき, T は compact作用素であることを示せ.

⃝ 定義 : (H, ⟨·, ·⟩H), (H ′, ⟨·, ·⟩H′)をHilbert空間, ∥ · ∥H′を ⟨·, ·⟩H′から得られるH ′上の

norm, {vλ}λ∈ΛをH の正規直交基底とし, T : H −→ H ′を
∑
λ∈Λ

∥Tvλ∥2H′ < +∞なる

有界線型作用素とする. このとき, T をHilbert-Schmidt作用素と呼び, ∥T∥2 ≥ 0

を ∥T∥22 =
∑
λ∈Λ

∥Tvλ∥2H′ なる非負実数とする. そして, B2(H,H ′)で H から H ′ への

Hilbert-Schmidt作用素全体のなす集合を表すことにする.

107 H, H ′をHilbert空間とし, T : H −→ H ′をHilbert-Schmidt作用素とする.

(1) ∥T∥22 =
∑
λ∈Λ

∥Tvλ∥2H′はHの正規直交基底 {vλ}λ∈Λのとり方に依らないことを示

せ. ただし, ∥ · ∥H′はH ′上の内積から得られる normとする.

(2) T は compact作用素であることを示せ.

108 (H, ⟨·, ·⟩H), (H ′, ⟨·, ·⟩H′)をHilbert空間とする.

(1) {vλ}λ∈Λ ⊂ HをHの正規直交基底とし, B2(H,H ′)×B2(H,H ′)上の函数 ⟨·, ·⟩2 :

B2(H,H ′) × B2(H,H ′) −→ Cを ⟨S, T ⟩2 =
∑
λ∈Λ

⟨Svλ, T vλ⟩H′ (S, T ∈ B2(H,H ′))とす

る. このとき, ⟨·, ·⟩2 は H の正規直交基底のとり方に依らず, ∥T∥2 = ⟨T, T ⟩
1
2
2 (T ∈

B2(H,H ′))が成り立ち, かつ (B2(H,H ′), ⟨·, ·⟩2)はHilbert空間であることを示せ.

(2) Φ : H ′ ⊗H −→ B2(H,H ′)を Φ(v′ ⊗ v)w = ⟨w, v⟩Hv′ (v′ ∈ H ′, v ∈ H, w ∈ H)

なる連続線型写像とする. このとき, Φは等長同型であることを示せ.
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109 (X,BX , µX), (Y,BY , µY )を σ-有限な測度空間, F ∈ L2(X × Y, dµX×Y )とし, 線型写

像 ΦF : L2(Y, dµY ) −→ L2(X, dµX)を以下で定義する.

ΦFf(x) =

∫
Y

F (x, y)f(y)dµY (y), (f ∈ L2(Y, dµY ), x ∈ X).

このとき, ΦF はHilbert-Schmidt作用素であり, ∥ΦF∥2 = ∥F∥2となることを示せ.

110 f, g ∈ L1(R)とし, x ∈ Rについて, (f ∗ g)(x)を以下のものとする.

(f ∗ g)(x) =
∫
R
f(x− y)g(y)dy.

(1) Lebesgue測度に関してほとんどすべての x ∈ Rについて, 上の積分は収束する

ことを示せ. そして, f ∗ g ∈ L1(R)であり, ∥f ∗ g∥1 ≤ ∥f∥1∥g∥1が成り立つことを示
せ (この f ∗ gを f と gの合成積, あるいは畳み込みと呼ぶ).

(2) f , g, h ∈ L1(R)について, f ∗ g = g ∗ f , および (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)が成り立
つことを示せ.

(3) f ∈ L1(R)について, f ∗ ∈ L1(R)を f ∗(x) = f(−x) (x ∈ R)とする. このとき, f ,

g ∈ L1(R)について, (f ∗ g)∗ = g∗ ∗ f ∗が成り立つことを示せ.

111 pを p > 1なる実数とし, f ∈ Lp(R), g ∈ L1(R)とする. このとき, Lebesgue測度に関

してほとんどすべての x ∈ Rについて, 積分 (f ∗ g)(x) =
∫
R
f(x− y)g(y)dyは収束す

ることを示せ. さらに, f ∗ g ∈ Lp(R)であり, ∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥1∥g∥pとなることを示せ.

⃝ 定義 : f ∈ L1(R)に対して, f̂ : R −→ Cを以下で定義する.

f̂(ξ) =

∫
R
f(x)e−2πiξxdx (ξ ∈ R).

112 (1) f , g ∈ L1(R)とする. このとき, (f ∗ g)̂ = f̂ ĝおよび f̂ ∗ = f̂ を示せ.

(2) 任意の f ∈ L1(R)について, f̂ ∈ C∞(R)を示せ (Riemann-Lebesgueの定理).

(3) Stone-Weierstrassの定理を用いて, {f̂ ∈ C∞(R) ; f ∈ L1(R)} ⊂ C∞(R)がC∞(R)
において稠密であることを示せ.

113 αを Imα > 0なる複素数とし, f : R −→ Cを f(x) =
1

|x− α|2
(x ∈ R)とする.

(1) Rを R > 2|α|なる実数, D = {z ∈ C ; Im z > 0, |z| < R}とし, Γ を Dの境

界とする. このとき, 負実数 ξ < 0について, C上の有理型函数 z 7→ e−2πiξz

(z − β)2 + γ2

(α = β + γi, β ∈ R, γ > 0)を Γ 上正の向きに積分し, Rを正の無限大に発散させる

ことにより, f̂(ξ)を求めよ.

(2) f̂ を求めよ.
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