
2010年度 解析学演義 I (担当 菊地, 澤野)

© (�)が付いている問題はやや難しい問題である.

1 数列 {an}∞n=0, {bn}∞n=0について, lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B (A,Bともに有限値)なら

ば, lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
k=0

akbn−k = ABが成り立つことを示せ.

2 (1) 2重数列 {am,n}∞m,n=1 について lim
m,n→∞

am,n = A (有限値)が存在し, かつすべて

のm,n = 1, 2, . . . に対して bm := lim
n→∞

am,n, cn := lim
m→∞

am,nが存在すれば {bm}∞m=1,

{cn}∞n=1はともにAに収束することを示せ.

(2) am,n :=
(m+ n) sinm sinn

mn
とすると lim

m,n→∞
am,nは存在するが, どの正整数m,n

に対しても lim
n→∞

am,n, lim
m→∞

am,nは存在しないことを示せ.

3 実数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1について, 少なくとも一方が有界のとき以下の不等式を示せ.

lim sup
n→∞

(an + bn) ≤ lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn, lim inf
n→∞

(an + bn) ≥ lim inf
n→∞

an + lim inf
n→∞

bn

また, {an}, {bn}のうち少なくとも一方が収束すれば, 上の不等式において等号が成

り立つ (±∞ = ±∞もありうる)ことを示せ.

4 (�) {an}∞n=1を実数列とし, かつ am+n ≤ am +anを満たしているとする. このとき, 数

列
{an

n

}∞

n=1
はある実数に収束するか負の無限大に発散し, いずれの場合でも inf

n≥1

an

n
と一致することを示せ.

5 {an}∞n=1を正数列で
∞∑

n=1

an = ∞ なるものとする. このとき,

(1) S1 :=

∞∑
n=1

an

a1 + a2 + · · ·+ an
の収束 ·発散を調べよ.

(2) S2 :=

∞∑
n=1

an

(a1 + a2 + · · ·+ an)2
の収束 ·発散を調べよ.

6 級数 f(x) :=

∞∑
n=1

{
n2x

1 + n3x2
− (n + 1)2x

1 + (n+ 1)3x2

}
は閉区間 [0, 1] で一様収束ではないが

項別に積分できることを示せ. また x = 0で項別に微分できるかどうかも調べよ.
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7 (1) 数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1 および正整数N について, S(N)
n :=

n∑
k=N

ak (n ≥ N) とす

るとき以下の等式を示せ (Abelの変形).

m∑
k=n+1

akbk =
m−1∑

k=n+1

S
(N)
k (bk − bk+1) − S(N)

n bn+1 + S(N)
m bm, (m > n ≥ N).

(2) {bn}∞n=1を b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ 0, lim
n→∞

bn = 0なる数列, {fn}∞n=1を fn(x) := e2πinxな

る連続函数列とする. このとき
∞∑

n=1

bnfnは 0 < ε <
1

2
なる任意の εについて [ε, 1− ε]

上で一様収束することを示せ.

8 数列 {an}∞n=0を,

∞∑
n=0

anが収束するものとする. このとき, 開区間 (−1, 1)上の冪級数

f(x) :=

∞∑
n=0

anx
nは定義により x = 1でも収束するが, その収束は閉区間 [0, 1]上一様

であることを示せ. 特に, f を左半開区間 (−1, 1]上の函数と考えるとき連続であるこ

とを示せ (Abelの定理).

9 数列 {an}∞n=0, {bn}∞n=0に対して, 数列 {cn}∞n=0を cn := anb0 + an−1b1 + · · ·+ a0bnで定

義する. さらに, 級数A =

∞∑
n=0

an, B =

∞∑
n=0

bnがともに収束するとする.

(1) 級数A =
∞∑

n=0

an, B =
∞∑

n=0

bnがともに絶対収束すれば, 級数C =
∞∑

n=0

cnも絶対収

束し, AB = Cとなることを示せ.

(2) (�) C =

∞∑
n=0

cnも (絶対収束とは限らないが)収束すれば, AB = C となることを

示せ.

(3) (�) A =
∞∑

n=0

anが絶対収束すれば, C =
∞∑

n=0

cnも収束することを示せ.

10 (�) [a, b] ⊂ Rを有界閉区間とし, {fn}∞n=1を [a, b]上の単調増加函数からなる函数列で,

一様に有界, 即ちある正実数M > 0が存在して, |fn(x)| ≤ M (nは正整数, x ∈ [a, b])

が成り立つとする. このとき, {fn}∞n=1の部分列で, [a, b]上各点収束するものが存在

することを示せ (Hellyの選出定理).

11 有界閉区間 [a, b] (a < b)上の実数値函数 f : [a, b] −→ Rが単調増加, あるいは単調減

少であるとする. このとき, [a, b]上の函数 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt が xの函数として [a, b]

上微分可能であるための f の必要十分条件を求めよ. また, このときF ′(x) = f(x)が

すべての x ∈ [a, b]で成り立つかどうか述べよ.
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12 αを正数とし, R上の函数 fαを次で定義する.

fα(x) :=

⎧⎨⎩xαsin
1

x
, x > 0,

0, x ≤ 0.

(1) 1 < α < 2のとき fαは R上微分可能だが, f ′
αは閉区間 [a, b] (a ≤ 0 < b)上では

Riemann積分不可能であることを示せ.

(2) α = 2のとき fαはC1級ではないが, 任意の有界閉区間 [a, b] (a < b)上で f ′
αは有

界であり, かつRiemann積分可能であることを示せ.

13 R上のC2級函数 f に対して, f , f ′′が有界ならば f ′も有界であることを示せ.

14 (1) 0 ≤ α ≤ 2 のとき, gα(t) =
tα

1 + t2
は t ≥ 0 で有界な函数であることを示せ.

(2) f(x) =

∞∑
n=1

1

n(1 + nx2)
は x > 0で連続な函数であり, 0 < α ≤ 2なる任意のαに

対して正実数Cα > 0が存在して, |f(x)| ≤ Cαx
−α (x > 0) が成り立つことを示せ.

(3) 広義積分 I =

∫ ∞

0

f(t)dtが存在して, I =
π

2

∞∑
n=1

n−3/2 であることを示せ.

15 (1) 閉区間 [1,∞)上連続な函数 f が広義Riemann積分可能であるとする. このとき,

任意の正実数 a > 0について, 函数 x 	→ e−axf(x)が [1,∞)上広義Riemann積分可能

であることを示し, さらに, 次が成り立つことを示せ.

lim
a→0+0

∫ ∞

1

e−axf(x)dx =

∫ ∞

1

f(x)dx, lim
a→∞

∫ ∞

1

e−axf(x)dx = 0.

(2)

∫ ∞

0

sinx

x
dxを求めよ.

16 (1)

n∑
k=0

(k − nx)2
(
n

k

)
xk(1 − x)n−k = nx(1 − x)を示せ.

(2) (�) 閉区間 [0, 1]上の複素数値連続函数 f に対して, 多項式Bn(x; f) (n = 1, 2, . . . )

を次で定義する:

Bn(x; f) :=

n∑
k=0

(
n

k

)
f

(
k

n

)
xk(1 − x)n−k.

Bn(x; f)を xについての [0, 1]上の函数と考える. このとき {Bn(· ; f)}∞n=1は f に一様

収束することを示せ. (Weierstrassの多項式近似定理, Bernstein多項式による近似).
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17 f を閉区間 [0, 1]上の複素数値連続函数とする. もし, すべての非負整数 nに対して∫ 1

0

f(x)xndx = 0が成り立つならば, (函数として)f = 0となることを示せ.

18 nを正整数とし, f を開区間 I ⊂ R上で定義されたCn級の実数値函数であるとする.

このとき, a, x ∈ Iに対して次が成り立つことを確認せよ.

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +Rn(x),

ただし,

Rn(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f (n)(t)dt.

剰余項 Rn のこの表示を用いて, a < xのとき, 1 ≤ p ≤ nなる整数 pに対して,

a < ξp < xなる ξpが存在して, 次が成り立つことを示せ (剰余項のこの表示をRoche-

Schlömilchの剰余項と呼ぶ. 特に p = nのとき Lagrangeの剰余項, p = 1のとき

Cauchyの剰余項と呼ぶ).

Rn(x) =
f (n)(ξp)

(n− 1)!p
(x− ξp)

n−p(x− a)p.

19 (�) 与えられた実数列 {an}∞n=0に対して R上の C∞級の函数 f で f (n)(0) = an (n =

0, 1, 2, . . . )をみたすものを構成したい. 以下の問いに答えよ.

(1) εn > 0に対してR上のC∞級函数 hn(x)で

hn(x) =

{
1 (|x| ≤ εn/2)

0 (|x| ≥ εn)
, 0 ≤ hn(x) ≤ 1

をみたすものをとり,

gn(x) =

∫ x

0

dtn−1

∫ tn−1

0

dtn−2 · · ·
∫ t1

0

hn(t)dt

とおくとき,

g(k)
n (0) =

{
0 (k 
= n)

1 (k = n)

であり, さらに

|g(k)
n (x)| ≤ εn |x|n−k−1

(n− k − 1)!
(k = 0, 1, . . . , n− 1)

をみたすことを示せ.

(2) εnをうまく選ぶことで f(x) =
∞∑

n=0

angn(x) が求めるものになることを示せ.
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20 R3内の曲線Cが C := {(x1, x2, x3) | x2
1 + x2

2 + x2
3 = 8, x1 + x2 + x3 = 4}で与えられ

ているとする.

(1) C が C1級の曲線であることを示せ. つまり,C 上の任意の点x = (x1, x2, x3)に

ついて, xの (Cにおける)ある近傍において, x1, x2, x3のうち二つの変数がもう一つ

の変数のC1級函数であることを示せ.

(2) C上における函数 x1x2x3の最大値および最小値をLagrangeの未定乗数法を用い

て求めよ.

© 定義 : Rn内の領域 (連結な開集合)Ωが凸であるとは,任意のx, y ∈ Ωおよび0 < t < 1

なるすべての実数 tについて (1 − t)x+ ty ∈ Ωとなることである.

21 R3内の凸領域ΩにおけるC1ベクトル場 F = (F1, F2, F3)について, 以下の条件は互

いに同値であることを示せ.

(1) F = gradϕとなるΩ上のC2級函数ϕが存在する. (2) rotF = 0.

(3) Ω内の任意の区分的にC1級の閉曲線Cについて
∫

C

F1dx1 + F2dx2 + F3dx3 = 0.

© 記号 : nを正整数とし,Ω ⊂ Rnを領域とする. mを非負整数または∞, ωとするとき,

Ω上のCm級函数全体をCm(Ω)で表す. Ωの閉包をΩclで表すとするとき,

Cm(Ωcl) := {f |ある開集合Ω′ ⊃ Ωclおよび g ∈ Cm(Ω′)があって g|Ωcl = f}.

© 記号 : nを正整数, Ω ⊂ Rnを領域とする. f ∈ C2(Ω)について Δf :=

n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

と

し,Δを Laplace作用素 (Laplacian)と呼ぶ. 微分方程式Δf = 0を Laplace方程式と

いい, その解 f を調和函数と呼ぶ.

22 ΩをR3における有界な領域とし, その境界 ∂Ωは有限個のC1級の曲面からなるもの

とする. このとき,任意の f, g ∈ C2(Ωcl)について次の等式を示せ (Greenの公式). た

だし
∂

∂n
は ∂Ω上の外法線方向への方向微分, dSは ∂Ωの面積要素とする.

(1)

∫∫∫
Ω

(
fΔg +

3∑
i=1

∂f

∂xi

∂g

∂xi

)
dx1dx2dx3 =

∫∫
∂Ω

f
∂g

∂n
dS,

(2)

∫∫∫
Ω

(fΔg − gΔf) dx1dx2dx3 =

∫∫
∂Ω

(
f
∂g

∂n
− ∂f

∂n
g

)
dS.
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23 Ωは 22 と同じものとし, f ∈ C2(Ωcl)を実数値調和函数とする. このとき,

(1) ∂Ω上
∂f

∂n
= 0ならば, f はΩ上定数であることを示せ.

(2) ∂Ω上 f = 0ならば, Ω上 f = 0であることを示せ.

24 (1) R3\{0}上の函数 y 	→ |y|−1は調和函数であることを示せ.

(2) Ω ⊂ R3 を凸領域とし, f ∈ C2(Ω)を実数値調和函数とする. このとき,任意

の点 x ∈ Ω および {y ∈ R3 ; |y − x| ≤ δ} ⊂ Ω なる任意の正実数 δ > 0に対して∫∫
|y−x|=δ

∂f

∂n
dS = 0であることを示せ.

(3) a > 0を {y ∈ R3 ; |y − x| ≤ a} ⊂ Ωなる正実数とする. 22 (2)を領域 Ωδ :=

{y ∈ R3 ; δ < |y − x| < a} (0 < δ < a), 函数 y 	→ |y − x|−1および f に適用すること

により, 次の等式を示せ.

f(x) =
1

4πa2

∫∫
|y−x|=a

f(y)dS.

25 R3内の凸領域ΩにおけるC1ベクトル場 F = (F1, F2, F3)について, 以下の条件は互

いに同値であることを示せ.

(1) F = rotEとなるΩ上のC2ベクトル場E = (E1, E2, E3)が存在する.

(2) divF = 0.

26 (�) a ∈ R3を任意の点, R > 0を任意の正実数とし, Ω := {x ∈ R3 ; |x− a| < R}と
する. Ωcl上の C1級函数 f について, 任意の x ∈ Ωに対して広義積分 ϕ(x)を以下で

定義する. このとき,この広義積分は収束し,かつ函数ϕはΩ上でΔϕ = −fを満たす
ことを示せ (Poisson方程式).

ϕ(x) =
1

4π

∫∫∫
Ω

f(y)

|y − x|dy1dy2dy3

(ヒント : 各 x ∈ Ωに対して,右辺の積分および導函数として現れる積分を必要に応

じてΩx,δ := {y ∈ Ω ; |y − x| < δ} (0 < δ < R − |x − a|)上の積分とΩ \ Ωx,δ上の積

分に分けて考えよ.)

27 a,RおよびΩは 26 と同じものとし, F = (F1, F2, F3)をΩ上のC2ベクトル場とす

る. このとき,Ω上のC3級函数 ϕおよびC3ベクトル場E = (E1, E2, E3)が存在して

F = gradϕ+ rotEと表されることを示せ (Helmholtzの定理).

(ヒント : 25 および 26 を適用する方法を考えよ.)
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28 (X, d)を距離空間とする.

(1) (X, d)は第 4分離公理をみたす, 即ちA ∩ B = ∅なるXの任意の閉集合A,Bに

対して, 開集合 U, V が存在して, A ⊂ U , B ⊂ V かつ U ∩ V = ∅となることを示せ.

(2) さらに, (X, d)は第 6分離公理をみたす, 即ちXの任意の閉集合Aが可算個の開

集合の共通部分 (Gδ集合)であることを示せ.

29 {(Xn, dn)}∞n=1 を可算個の距離空間の族とする. いま X :=
∞∏

n=1

Xn を直積空間とし,

x = (xn)∞n=1, y = (yn)∞n=1 ∈ Xに対して d(x, y)を次で定義する.

d(x, y) :=

∞∑
n=1

1

2n

dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
.

(1) dはX上の距離函数であることを示せ.

(2) X上の dにより定まる位相は, 各Xn上の dnにより定まる位相から得られる直積

位相と一致することを示せ.

(3) (X, d)が完備であることと, すべての正整数 nについて (Xn, dn)が完備であるこ

とが同値であることを示せ.

30 (1) Xを第 2可算公理をみたす正規空間, 即ち第 4分離公理をみたすHausdorff空間

とし, OをXの開集合全体のなす集合族とする. このとき, X上のある距離函数 dで,

dから得られる位相がOが与える位相と一致するものが存在することを示せ.

(2) (1)において, 「正規空間」を「正則空間」に替えてもよい, 即ち第 4分離公理

を第 3分離公理 (x 
∈ Aなる閉集合 Aおよび 1点 xに対して開集合 U, V が存在して

x ∈ U , A ⊂ V かつ U ∩ V = ∅となる)に替えてもよいことを示せ.

31 (1) 可分な距離空間は第 2可算公理をみたすことを示せ.

(2) (�) 左半開区間X = (0, 1]に対して, 次のような集合族を考える.

O = {
⋃
λ∈Λ

(aλ, bλ] ; 0 ≤ aλ < bλ ≤ 1}.

このとき, Oが開集合族の公理をみたすことを示せ. また, X にどのように距離を入

れても, その距離から得られる位相はOにより与えられる位相と一致しないことを

示せ.

32 (�) Λを非可算集合とし,{(Xλ, dλ)}λ∈Λをそれぞれ点を 2個以上もつ距離空間の族と

する. このとき, 直積空間X :=
∏
λ∈Λ

Xλ上にどのように距離を入れても,それが定める

位相が {(Xλ, dλ)}λ∈Λの直積位相とは一致しないことを示せ.
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© 記号 : Xを位相空間とするとき, X 上の複素数値連続函数, 実数値連続函数, 複素数

値有界連続函数全体の空間をそれぞれC(X), C(X)�, Cb(X)で表すことにする.

C(X) := {f : X −→ C ; 連続 },
C(X)� := {f : X −→ R ; 連続 },
Cb(X) := {f ∈ C(X) ; 有界 }.

f, g ∈ Cb(X)に対して, d(f, g) := sup
x∈X

|f(x) − g(x)|とする.

© 定義 : f ∈ C(X)について f の台 suppf を suppf := {x ∈ X ; f(x) 
= 0}clで定義す

る. さらに, X 上の台が compactな複素数値連続函数全体からなる空間を Cc(X)と

表すことにする.

Cc(X) := {f ∈ C(X) ; suppf は compact}.

33 (1) X を位相空間とする. このとき, (Cb(X), d)は完備距離空間であることを示せ.

(以下, 特に断らなければ, Cb(X)をこの距離 dによる距離空間と考える.)

(2) (�) さらに, Xが局所 compact Hausdorff空間であるとする. このとき, Cc(X)の

(Cb(X), d)における閉包はどのような函数の族か具体的に述べよ.

34 函数 ρ, d : R × R −→ Rを以下のように定める.

ρ(x, y) := min
k∈�

|x− y + k|, d(x, y) :=
∞∑

n=1

1

2n
ρ
( x

2n
,
y

2n

)
, x, y ∈ R.

(1) dはR上の距離函数であることを示せ.

(2) 数列 {2m − 1}∞m=1は dについてのCauchy列であることを示せ.

(3) ([0,+∞), d|[0,+∞)×[0,+∞))は完備距離空間でないことを示せ.

35 (X, d)を完備距離空間とする. また, X の部分集合 Aに対して, Aの直径 d(A)を

d(A) := sup{d(x, y) ; x, y ∈ A}で与える.

(1) {Bn}∞n=1をB1 ⊃ B2 ⊃ · · · かつ lim
n→∞

d(Bn) = 0なる空でない閉部分集合の列と

する. このとき
∞⋂

n=1

Bn 
= ∅を示せ.

(2) {An}∞n=1を
∞⋃

n=1

An = Xなる閉部分集合の族とする. このとき, 少なくとも 1個の

Anは内点をもつことを示せ (Baireの category定理).

(3) 位相空間XおよびCb(X)の閉部分集合の列 {Bn}∞n=1で, B1 ⊃ B2 ⊃ · · · , d(B1) <

∞かつ lim
n→∞

d(Bn) > 0を満たすが,

∞⋂
n=1

Bn = ∅となるものを一つ与えよ.
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36 (�) (1) 正整数 nに対し, C([0, 1])�の部分集合Cnを以下で定義する.

Cn := {f ∈ C([0, 1])� ; ある x ∈ [0, 1]について sup
y �=x

∣∣∣∣f(y) − f(x)

y − x

∣∣∣∣ ≤ n}.

このときCnは内点をもたない閉部分集合であることを示せ.

(2) (1)および 35 (2)を用いて [0, 1]上のどの点においても微分不可能な連続函数が

存在することを示せ.

37 距離空間 (X, d)が全有界であるためには, Xの任意の点列がCauchy部分列をもつこ

とが必要十分であることを示せ.

© 定義 : 距離空間 (X, d)上の函数族 {fλ}λ∈Λが点 a ∈ Xにおいて同程度連続であると

は, 任意の ε > 0に対して δ > 0が存在して, d(x, a) < δならばすべての λ ∈ Λにつ

いて |fλ(x)− fλ(a)| < εが成り立つことである. また {fλ}λ∈Λが点 a ∈ Xにおいて有

界であるとは, M > 0が存在して sup
λ∈Λ

|fλ(a)| ≤M であることとする.

38 mを正整数とし, K ⊂ Rmを compact部分集合とする. いま {fn}∞n=1 ⊂ C(K)をK

上の各点において有界かつ同程度連続な函数族とする. このときK上一様収束する

{fn}∞n=1の部分列が存在することを示せ.

39 mおよびKは 38 と同じものとし, {fn}∞n=1 ⊂ C(K)とする. もし {fn}∞n=1の任意の

部分列がK 上一様収束する部分列をもてば, {fn}∞n=1はK の各点において有界かつ

同程度連続であることを示せ.

© 参考 : 38 , 39 の主張をArzelà-Ascoliの定理という.

40 (1) (�) Fを閉区間 [a, b] (a < b)上の実数値連続函数族で, すべての函数 f ∈ Fがあ

る x0 ∈ [a, b]において同じ値 y0をとるものとする. もしFが同程度連続であれば

g(x) := sup
f∈�

f(x) (x ∈ [a, b])で与えられる函数 gも [a, b]上連続であることを示せ.

(2) 閉区間 [0, 1]上の一様有界な実数値連続函数列 {fn}∞n=1で,すべてのx ∈ [0, 1]にお

いて実数列 {fn(x)}∞n=1は単調増加であり, かつすべての正整数 nについて fn(0) = 0

を満たすが, その極限函数が [0, 1]上連続でないものを一つ与えよ.

(3) (1)において,同程度連続性を仮定しなければ, 一般に gは連続ではないが,下半

連続であることを示せ.
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41 (X, d)を compact距離空間とする. いま, f : X −→ Xを任意の x, y ∈ X, x 
= yにつ

いて d(f(x), f(y)) < d(x, y)が成り立つ写像とする. このとき, f(x) = xなる x ∈ X

がただ 1つ存在することを示せ.

42 X = [0, 1] × [0, 1]とし, f : X −→ Rを必ずしも連続でない函数とする. いま, X 上

の 2点 x = (x1, x2), y = (y1, y2)に対して, d(x, y)を次のように定める.

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (f(x) − f(y))2.

(1) dはX上の距離函数になることを示せ.

(2) (X, d)が compactになるためには, f が連続であることが必要十分であることを

示せ.

43 p > 0を素数とし, 0でない整数 xに対して |x|pを次のように定める.

x = pma, mは非負整数, pと aは互いに素とするとき, |x|p := p−m.

また, |0|p = 0と定めておく.

(1) x, y ∈ Zに対して d(x, y) = |x− y|pとする. このとき, (Z, d)は距離空間であるこ

とを示せ.

(2) (�) dに関する Zの完備化を Zpと表すことにする. このとき, (Zp, d)は compact

であることを示せ. さらに, Zの加法, 乗法を Zpに連続に拡張すると, Zpも整域にな

り, 加法, 乗法ともに連続であることを示せ.

44 (�) p > 0を素数とし, 有理数 xに対して |x|pを以下のように定める.

|x|p :=

{
0, x = 0,

p−m, x = pma

b
, m ∈ Z, a, b ∈ Z \ pZで, a, bは互いに素.

(1) x, y ∈ Qに対して, d(x, y) = |x− y|pとおく. このとき, (Q, d)は距離空間である

ことを示せ.

(2) Qの dに関する完備化をQpと表すことにする. このとき, (Qp, d)は局所 compact

であることを示せ.

(3) Zpを 43 で与えられたものとする. このとき, Zp = {x ∈ Qp ; |x|p ≤ 1}であり,

Qpは Zpの商体であることを示せ.

© 参考 : Qp, Zpをそれぞれ p進体, p進整数環と呼び, Qp, Zpの元をそれぞれ p進数, p

進整数という.
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45 函数 fはD = {z ∈ C ; |z| < R}において正則であるとする. また an (n = 0, 1, 2, . . . )

はDに属する相異なる実数で n → ∞の時に 0に収束し, f(an) ∈ R (n = 0, 1, 2, . . . )

であるとする.

(1) Dにおいて f(z) = f(z) であることを示せ.

(2) anがすべて正で f(a2n) = f(a2n+1) がすべての n = 0, 1, 2, . . . について成り立つ

なら, f は定数函数であることを示せ.

46 函数 f がCにおいて正則でさらに一様に連続であるとする. このとき, f は高々1次

の多項式であることを示せ.

47 (�) f は {Re(z) > 0}で正則とする．さらに，Re(f) ≥ 0とする．

(1) c ≥ 0があって，Re(f(z)) ≥ cRe(z)となることを示せ．

(2) 0 < α <
π

2
を満たしているαにつき，一様に lim

z→∞
|arg(z)|<α

f(z)

z
が存在することを示せ．

48 正実数Rを 1つ固定する. このとき, Pn(z) = 1 +
z

1!
+
z2

2!
+ · · ·+ zn

n!
は, n を十分大

きくとれば {z ∈ C ; |z| < R}において零点を持たないことを示せ.

49 次の積分を計算せよ. ただし, 積分路 Γは単位円周を反時計にまわる経路とする.

(1) I =

∮
Γ

dz

sin z
, (2) J =

∮
Γ

sin

(
1

z

)
dz, (3) K =

∮
Γ

dz

sin (1/z)
.

50 α ∈ C (Imα 
= 0), t ∈ Rとして, I = lim
R→+∞

∫ R

−R

eitxdx

x− α
を計算せよ.

51 eiz3を領域DR = {z ∈ C ; 0 < |z| < R, 0 < arg z < π/6}の境界に沿って積分するこ
とで次を示せ.∫ ∞

0

cos(x3) dx =
1

2
√

3
Γ

(
1

3

)
,

∫ ∞

0

sin(x3) dx =
1

6
Γ

(
1

3

)
,

ただし，積分は広義Riemann積分で考えているものとする．

52 函数 fが単位円板D = {z ∈ C ; |z| < 1} において正則で,

∫∫
D

|f(x+ iy)|dxdy <∞
を満しているとする. このとき, 次が成り立つことを示せ ( Bergman の核公式).

f(z) =
1

π

∫∫
D

f(ζ)

(1 − zζ)2
dξdη (z ∈ D, ただし ζ = ξ + iη).
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53 冪級数 f(z) =
∞∑

n=0

zn!を考える.

(1) αが有理数のとき, lim
r→1−0

|f(reiαπ)| = ∞となることを示せ.

(2) |a| = 1を満たす任意の a ∈ C について, どのように aの近傍Uを取っても, f(z)

がUにおいて正則に拡張されない, 即ち S1 = {|z| = 1}は f の自然境界であることを

示せ.

© 定義 : Xを局所 compact位相空間とする. 函数族 F = {fλ}λ∈Λ ⊂ Cb(X)が正規族で

あるとは, Fの元からなる任意の函数列 {fn}∞n=1がX のすべての compact部分集合

K ⊂ X上で (Kごとに)一様収束する部分列をもつことである.

© 定義 : K を位相空間X における compact集合とする. 函数族 {fλ}λ∈ΛがK 上一様

有界であるとは, 正実数M > 0が存在して |fλ(x)| ≤ M (x ∈ K, λ ∈ Λ)が成り立つ

ことである.

54 (1) 級数
∞∑

n=0

n!znの収束半径を求めよ.

(2) 多項式函数全体のなす族はC内のいかなる領域においても正規族にはならない

ことを示せ.

55 D ⊂ Cを領域とし, {fn}∞n=1をD上の正則函数とする. D内の相異なる点からなる点

列 {am}∞m=1 ⊂ D がDの点 a ∈ Dに収束しているとする．もし，{fn}∞n=1がDの任

意の compact部分集合上で一様有界であり, {fn(am)}∞n=1がすべての正整数mについ

て収束するならば, {fn}∞n=1はDのすべての compact部分集合上で一様収束すること

を示せ (Vitaliの定理).

56 (�) D1, D2を複素平面上の領域，f : D1 → D2は連続函数，g : D2 → Cは定数では

ない正則函数とする．g ◦ f が正則函数ならば，f 自体も実は正則であることを示せ．

57 D = {z ∈ C : |z| < 1} 上で定義されたD内に値をとる正則函数 f(z)が f(z0) = z0

を満たしているとする．次の 2つのうちどちらか一方が成り立つことを示せ．ただ

し, fnは f を n回合成して得られる函数とする.

(a) lim
n→∞

fn(z) = z0がすべての z ∈ Dに対して成り立つ．

(b) f は全単射である．
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58 (�) N を正の整数とし，a1, a2, · · · , aN , b1, b2, · · · , bN は実定数で a1 < a2 < · · · < aN

かつ b1, b2, · · · , bN > 0を満たすとする．このとき，次の積分を求めよ.

I =

∫ ∞

−∞
exp

⎡⎣−(x− N∑
j=1

bj
x− aj

)2
⎤⎦ dx.

59 (�) f(z)が原点 z = 0を含む有界領域 Ωでの正則自己同型であるとする．f(0) =

0, f ′(z) > 0であれば，f(z) ≡ zであることを示せ．

60 次の各領域におけるGreen函数を求めよ．

(1) Ω1 = C \ (−∞, 0].

(2) Ω2 = {z ∈ C : Re(z) > 0}.
(3) Ω3 = {z ∈ C : 0 < Im(z) < 2π}.

61 (1) uをD = {z ∈ C : |z| < 1}上定義された (−∞, 0)に値をとる調和函数とする．

M0 = sup|z|=1/2 u(z)とおくとき，

lim sup
r↑1

u(rξ)

1 − r
≤M0 log 2

を示せ.

(2) f : D → D を正則函数として，次のことを仮定する.

lim
z∈D, z→1

f(z) − z

(1 − z)3
= 0.

ここで, φ, uを以下のものとする.

φ(z) =
1 + z

1 − z
, v(z) = Re(φ(z) − φ(f(z))).

このとき，ξ ∈ ∂D \ {1} に対して, 以下のことを示せ.

lim sup
z→ξ, z∈D

v(z) ≤ 0, lim
z→1, z∈D

v(z)

1 − z
= 0.

(3) v(z) ≡ 0, f(z) ≡ zを示せ．

(4) (�) g : D → D を正則函数として，あるM > 0が存在して

|g(z) − z| ≤M |z − 1|3

と仮定しても g(z) ≡ zとならないことを示せ．
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62 (1) nを正整数とするとき, z 	→
∏

|m|>n

(
1 − z

mπ

)
ez/mπはCのすべての compact部分

集合上で一様収束することを示せ.

(2) cot z =
(sin z)′

sin z
(z /∈ πZ)を用いて sin z = z

∏
n�=0

(
1 − z

nπ

)
ez/nπを示せ. ここで,

cot z =
1

z
+
∑
n�=0

(
1

z − nπ
+

1

nπ

)
(z ∈ C)は証明せずに用いてよい.

(3) lim
n→∞

22n(n!)2

√
n(2n)!

=
√
πを示せ (Wallisの公式).

63 α > 0に対して，曲線 γα : (0, 3) → Cを以下で定義する

γα(t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
α

t
− πi, (0 < t ≤ 1のとき),

α + 2πit− 3πi, (1 ≤ t ≤ 2のとき),
α

3 − t
+ πi, (2 ≤ t < 3のとき).

さらに，fαを以下のものとする.

fα(z) =

∫
γα

exp(ew)

z − w
dw, ただし z 
∈ γα.

(1) z ∈ Cと |z|よりも大きい実数 α, βに対して，fα(z) = fβ(z)となることを示せ.

(2) 問題 (1)を踏まえて，C上の正則函数fをf(z) = lim
α→∞

fα(z)で定める．いま, θ ∈ R

を eiθ 
= 1となるものとする. このとき， lim
r→∞

f(reiθ) = 0 であることを示せ．

(3) f は定数函数ではないことを示せ．

(4) lim
n→∞

g(nz) = χ{0}(z)となる整函数が存在することを示せ．

64 (�) uをD = {z ∈ C : |z| < 1} 上定義された調和函数とする．u(z) ≤ − log |Im(z)|
を z ∈ D で満たしているとすると，u(z) ≤ − log

∣∣∣∣1 − z2

2

∣∣∣∣を満たしていることを示せ．
65 (�) D = {z ∈ C : |z| < 1}とする．また，λ > 0とする．hと kをDを超えて定義

された実数値調和函数で以下をみたすものとする.

|h(0)|, |k(0)|, |max(h, 0) − max(k, 0)| ≤ λ, max(h, k) ≥ −λ.

(1) ある定数 c0が存在して， sup
|z|<1/2

h ≤ c0λ, sup
|z|<1/2

k ≤ c0λが成り立つことを示せ．

(2) {fn}∞n=1をC \ {0, 1} に値をとる正則函数とする．また，sup
k∈�

(
inf
|z|<1

|fk(z)|
)
<∞

が成り立つとする．このとき，ある部分列は局所一様に収束していることを示せ．
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66 微分方程式 x(1 − x3)y′ = x2 + y − 2xy2, 0 < x < 1を考える．

(1) y0 = x2が解であることを証明せよ．

(2) ほかの解が求積できることを証明せよ．

67 連続な函数 y(x)が次の方程式
∫ x

0

t y(x− t) dt = y(x) + 4 を満たしている．

(1) y(0), y′(0)を求めよ．

(2) y(x)を求めよ．

68 それぞれの問題において (0,∞)で定義されている解を求めよ．ただし，xは変数 tの

函数であるとする．必要に応じて原点中心のPuiseux展開を用いて無限級数表示する

こと．

(1) x′′ +
1

2t
x′ +

1

4t
x = 0

(2) x′′ +
(

1 − 2

t

)
x′ +
(

2 − t

t2

)
x = 0

(3) x′′ +
3

t
x′ − 3

t2
x = 0

(4) x′′ +
(

2 + t2

t

)
x′ +
(

1 − 2

t

)
x = 0

(5) tx′′ + x′ − x = 0

69 k : (a, b) → Rを連続函数とする．また，c ∈ (a, b)とする．

(1) C1-級函数 x : (a, b) → Rが x′(t) + x(t)2 + k(t) = 0を満たしているとする．

f(t) = exp

(∫ t

c

x(s) ds

)
とおくと，f ′′(t)+ k(t)f(t) = 0 を満たしていることを示せ．

(2) C2-級函数 f : (a, b) → Rが f ′′(t) + k(t)f(t) = 0, f(t) 
= 0を満たしているとす

る．このとき，x(t) =
f ′(t)
f(t)

とおけば，x′(t) + x(t)2 + k(t) = 0が成り立つ．

(3) λ > 0, τ,K ∈ Rを定数とする．初期条件 F (τ) = K の下で次の各微分方程式

(i)F ′(t) + F (t)2 + λ2 = 0, (ii)F ′(t) + F (t)2 = 0, (iii)F ′(t) + F (t)2 − λ2 = 0 を解け．

70 C1, C2は正定数とする．ξ : [0, T ] → [0,∞)は連続函数で不等式 ξ(t) ≤ C1

∫ t

0

ξ(s) ds+C2

を満たしているとする．このとき，ξ(t) ≤ C2 e
C1 t(1 + C1 t)が成り立つことを示せ．

71 a : R → RはC1-級の単調増加な奇函数で，a(1) = 1を満たすものとする．次の微分

方程式

d2y(t)

dt2
+ a(y) = 0, y(0) =

dy

dt
(0) = 1

の解 y(t)について以下の問に答えよ．
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(1) y(t)は零点を持つことを示せ．

(2) (�) y(t)は 8より小さい周期を持つことを示せ．

72 f : R → Rを f(a) = 0となるような実数値C1-級函数とする．R上で定義された実数

値函数 u = u(x)は常微分方程式

du

dx
(x) + f(u(x)) = 0

を満たす．次のことを示せ．

(1) u(0) > aのとき，u(x) > aが任意の x ∈ Rに対して成り立つ．

(2) f(u) > 0, u > a と f(u) < 0, u < a が成り立つとする．このとき， lim
x→∞

u(x) = a

が成り立つ．

(3) (�) 正の数 c > 0が存在して
df

du
≥ cならば，lim sup

x→∞

1

x
log |u(x)−a| ≤ −cである．

73 R2 \ {(0, 0)}上のなめらかな 1次微分形式 ω = f(x, y) dx+ g(x, y) dy が次の 3条件を

満たすとする．

(i) dω = 0.

(ii)
√
x2 + y2 = 1のとき，ω = x dx + y dy.

(iii)
√
x2 + y2 = 2のとき，ω = −x dx− y dy.

次の問に答えよ．

(1) ωはR2 \ {(0, 0)}上の完全形式であることを示せ．
(2) (�) ωは 1 <

√
x2 + y2 < 2上で消えることを証明せよ．

© 自励系の微分方程式系
dx

dt
= f(x, y),

dy

dt
= g(x, y)の平衡点とは f(x, y) = g(x, y) = 0

となる (x, y)のことであるとする．平衡点 (x0, y0)の周りで f, gをTaylor展開して得

られる微分方程式
dx

dt
= fx(x0, y0)(x − x0) + fy(x0, y0)(y − y0),

dy

dt
= gx(x0, y0)(x −

x0) + gy(x0, y0)(y − y0) を線形化方程式という．さらに，
(
fx(x0, y0) fy(x0, y0)
gx(x0, y0) gy(x0, y0)

)
の

固有値をα, βとおく．(i)α, β > 0のとき，湧き出しという．(ii)α, β < 0のとき，吸い

込みという．(iii)αβ < 0のとき，鞍点という．(iv)α, βが純虚数のとき，渦点という．

74 以下のような常微分方程式の初期値問題を考える．

(x′(t), y′(t), z′(t)) = (λ− αx(t) − β x(t)z(t), β x(t)z(t) − γ y(t), δ y(t) − ε z(t))

ただし，λ, α, β, γ, δ, ε > 0 は定数であり，α ≤ γとする．0 < t < ∞に対して初期
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条件

x(0) = lim
t↓0

x(t) > 0, y(0) = lim
t↓0

y(t) > 0, z(0) = lim
t↓0

z(t) > 0

を与えると一意的に解が得られると仮定する．

(1) t > 0として x(t) > 0, y(t) > 0, z(t) > 0を示せ．

(2) x(0) + y(0) ≤ λ

α
であれば，x(t) + y(t) ≤ λ

α
, t > 0 となることを示せ．

(3) (x, y, z) = (λ/α, 0, 0)という自明な定常解が存在するが，それ以外の正の定常解

が存在するための必要十分条件を求めよ．

(4) (3)の条件が満たされるなら，(x, y, z) = (λ/α, 0, 0)は不安定であることを示せ．

75 ウサギは個体数 xに応じて増加するが，狐により捕食されて減少する．一方，狐は

ウサギがいないときは個体数 yに応じて死滅するが，ウサギの数に応じて増加する．

このことを微分方程式で表すと

dx

dt
= a x− b x y,

dy

dt
= −c y + d x y

と表される．ただし，a, b, c, d > 0で，ad− bc 
= 0と仮定する．

(1) 平衡点を求めよ．

(2) 平衡点の性質 (湧き出し，吸い込み，鞍点，渦点等)を調べよ．

76 β, γ, δ, μ, bをすべて正の定数とする．以下の連立常微分方程式の初期値問題を考える．

dx

dt
(t) = −β x(t)v(t), dy

dt
(t) = β x(t)v(t) − γ y(t),

du

dt
(t) = b− (μ+ δ y(t))u(t),

dv

dt
(t) = δ y(t)u(t) − μ v(t)

ただし，初期条件は

x(0) = x0 > 0, y(0) = y0 ≥ 0, u(0) = u0 > 0, v(0) = v0 ≥ 0

とする．この微分方程式には解が唯一存在すると仮定してよい．

(1) t > 0に対して x(t) > 0, y(t) ≥ 0, u(t) > 0, v(t) ≥ 0 であることを証明せよ．

(2) 任意のα > 0に対して，P ∗ :=

(
α, 0,

b

μ
, 0

)
が平衡点になることを示せ．さらに，

パラメーターR0をR0 :=
αβ δ b

γ μ2
と定めると，P ∗はR0 < 1のとき，局所漸近安定

(吸い込み)であり，R0 > 1のとき不安定であることを示せ．

(3) (�) x∞ = lim
t→∞

x(t) は有限確定であることを示し，J =

∫ ∞

0

y(t) dt を x∞で表せ．

(4) x∞ > 0であることを示せ．
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77 次の微分方程式は，ある電気回路に現れる非線形振動 (oscillation)を記述するモデル

である．

(OSC)
dx

dt
= y + (1 − x2)x,

dy

dt
= −εx.

ここで，t ≥ 0であり，ε > 0は正定数である．y軸上の勝手な初期値x(0) = 0, y(0) =

a 
= 0から出発する解は再び y軸に到達することを既知とする．初めて到達する点を

(0, b)とおくと，a 	→ bによって写像 b = f(a)が定義される．

(1) f は aの奇函数であることを証明せよ．

(2) c+ f(c) = 0なる c > 0が存在すれば，(0, c)を通る解は周期解であることを示せ．

(3) ε� 1のとき，(OSC)の解曲線の概形を推測して xy平面に書け．

(4) ε > 0のとき，大きい正の数 aに対しては a + f(a) > 0となり，小さい正の数 a

に対しては a + f(a) < 0となることを (3)で描いた概形を用いて示せ．

(5) (�) ε� 1のとき，(OSC)は少なくとも一つの周期解をもつことを示せ．

78 (�) 次の方程式 x′ = y2 − x4, y′ = x3y の平衡点 (x, y) = (0, 0)における指数を求め，

周期軌道を持たないことを証明せよ．ただし，x, yは時間 tの函数であるとする．

79 x, y は時間 tの函数であるとする．f(x, y), g(x, y)を以下のものとし, 方程式 x′ =

f(x, y), y′ = g(x, y)を考える.

f(x, y) = y + x+ x3, g(x, y) = x+ y3.

このとき, 以下の問に答えよ.

(1) 平衡点をすべて特定せよ．

(2) V =
∂f

∂x
+
∂g

∂y
を計算せよ．

(3) 周期軌道を持たないことを示せ．

© 実数全体で定義されている自励系の微分方程式系
dx

dt
= f(x, y),

dy

dt
= g(x, y) が極限

周期解をもつとは，ある初期値 x(0) = x0の解があって

L+(γ) = {x : ある∞に発散する単調増大数列 {tj}j∈�があって，lim
j→∞

x(tj) = x}

と表される集合の十分小さい近傍には L+(γ)以外に周期解がないことと定義する．

80 微分方程式 x′ = −x− y + x(x2 + 2y2), y′ = x− y + y(x2 + 2y2) は極限周期解をもつ

ことを示せ．ただし，x, yは時間 tの函数であるとする．

18



© 記号 : X を集合としFをX の部分集合からなる族とする. このとき, Fで生成され

る σ-algebra(σ-加法族)を σ(F)と表すことにする.

81 X, Y を集合, f : X −→ Y を写像とする.

(1) X 上の σ-algebra Aに対して, Y 上の集合族 {f(A) ⊂ Y ; A ∈ A}は一般に σ-

algebraではないが, {B ⊂ Y ; f−1(B) ∈ A}は σ-algebraであることを示せ

(2) Fを Y の部分集合の族とし f−1(F) := {f−1(A) ⊂ X ; A ∈ F}を Fとする. この

とき, σ(f−1(F)) = f−1(σ(F)) = {f−1(B) ⊂ X ; B ∈ σ(F)}を示せ.

© 定義 : 位相空間Xの開集合全体からなる族OX から生成される σ-algebra σ(OX)を

X上のBorel集合族と呼びB(X)で表すことにする. またB(X)の元をXのBorel集

合と呼ぶ. 以下特に断りがなければX自身を可測空間 (X,B(X))とみなす.

82 (�) (1) 距離空間 (X, d)についてB(X)はX 上のすべての実数値連続函数を可測に

する最小の σ-algebra であることを示せ.

(2) 一般の位相空間X については (1)の主張は正しくない. それを反例をもって示

せ. ここで, XにHausdorff性を仮定しなくてもよい.

83 (X,B, μ)を μ(X) = 1なる測度空間, {An}∞n=1をAn ∈ BなるXの部分集合からなる

列で, 以下の性質が成り立つとする.

(I) σ-集合族の族 {σ({An}) ; n ∈ N}が独立, 即ち任意の j1 < j2 < · · · < jkなる非負

整数の列について, Bl = Ajl
またはAc

jl
とするとき, μ(

k⋂
l=1

Bl) =
k∏

l=1

μ(Bl).

もし,
∞∑

n=1

μ(An) = +∞であれば, μ(lim sup
n→∞

An) = 1が成り立つことを示せ (Borel-

Cantelliの定理). ここで, lim sup
n→∞

An :=
∞⋂

n=1

∞⋃
m=n

Amとする.

84 (�) (1) 1次元 torus T := {z ∈ C ; |z| = 1}に次のように関係を入れる. ただし iは虚

数単位とする.

z ∼ w ⇔ z = eit, w = eis, t− s ∈ Zなる t, s ∈ Rが存在する.

この関係は同値関係であることを示せ.

(2) A ⊂ Tを (1)の同値関係についての完全代表系とする. いま f : [0, 1) −→ Tを

f(x) := e2πix (x ∈ [0, 1))とする. このとき f−1(A) ⊂ [0, 1)は Lebesgue非可測集合で

あることを示せ.
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© 定義 C =

{ ∞∑
n=1

2an

3n
; an = 0, 1 (n ∈ N)

}
を Cantor集合と呼ぶ. f : [0, 1] −→ Rを

C 上で f

( ∞∑
n=0

2an

3n

)
:=

∞∑
n=0

an

2n
とし, O := [0, 1] \ C 上では f(x) := sup{f(y) ; y ∈

C, y < x}と定義する. この函数 f をCantor函数と呼ぶ.

85 (1) f : [0, 1] −→ Rを Cantor函数, g : [0, 1] −→ Rを g(x) := inf{y ∈ [0, 1] ;

f(y) ≥ x} (x ∈ [0, 1])とする. このとき gの像はCantor集合に含まれることを示せ.

(2) B ⊂ [0, 1]を Lebesgue非可測集合とする. このとき g(B) ⊂ Rは Lebesgue可測

集合であるがBorel集合ではないことを示せ.

© 定義 : 集合X の部分集合A,Bに対してAΔB := (A\B) ∪ (B\A)を (AとBの)対

称差と呼ぶ. 特に, AΔ∅ = A, AΔX = Ac, AΔAc = X が成り立つ. ただし, A ⊂ X

に対してAc = X \AはAの補集合を表す.

86 (X,B, μ)を有限測度空間 (つまり μ(X) <∞)とする.

(1) A,B ∈ Bに対して d0(A,B) := μ(AΔB)とする. このとき,以下の性質が成り立

つことを示せ.

(i) d0(A,A) = 0, A ∈ B.

(ii) d0(A,B) = d0(B,A), A,B ∈ B.

(iii) d0(A,C) ≤ d0(A,B) + d0(B,C), A,B,C ∈ B.

(2) A,B ∈ Bについて d0(A,B) = 0のときA ∼ Bとする. このとき,関係∼は同値
関係であることを示せ.

(3) (�) 同値関係∼についての商空間を B̃ := {[A] ; [A]はAを含む同値類 } と表すこ
とにする. このとき d([A], [B]) := d0(A,B)は代表元のとり方に依らないことを示し,

dが B̃上の距離函数になっていることを示せ.

87 (1) E ⊂ Rを可測集合, f を E上の+∞をとらない非負値可測函数とする. このと

き,任意の ε > 0に対して閉集合A ⊂ Eで μ(E\A) < εかつ f がA上で連続となるも

のが存在することを示せ (Luzinの定理).

(2) g : [0, 1] −→ Rを 85 における Borel可測函数とする. このとき, 任意の ε > 0

に対して (1)の性質を満たす閉集合A ⊂ [0, 1]を与えよ.

88 任意の実数 tについて,

∫ +∞

−∞
eitx−x2

dxをLebesgueの収束定理 (dominated convergence

theorem)を用いて求めよ.
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© 記号 : (X,BX), (Y,BY )を可測空間, pX , pY をそれぞれ直積空間X × Y からX, Y

への (自然な)射影とするとき, BX ⊗ BY := σ(p−1
X (BX) ∪ p−1

Y (BY ))とする.

© 定義 : (X,BX , μX), (Y,BY , μY )をともに σ-有限な測度空間とする. このとき,可測

空間 (X × Y, BX ⊗ BY )上に次を満たす測度 μが一意的に定まる (各自確かめよ).

μ(A×B) = μX(A)μY (B), ただしA ∈ BX , B ∈ BY , μX(A), μY (B) < +∞.

このとき (X × Y,BX ⊗BY , μ)を (X,BX , μX)と (Y,BY , μY )の直積測度空間と呼び,

μを μX , μY の直積測度と呼ぶ. しばしばこの μを μX ⊗ μY と書く.

89 (X,BX , μX), (Y,BY , μY )をともに σ-有限な完備測度空間とする. このとき,直積測

度空間 (X × Y,BX ⊗BY , μX ⊗μY )は必ずしも完備ではない. このことを反例をもっ

て示せ.

© 記号 : 以下の問題において, Rn (n は正整数)は Lebesgue可測集合全体のなす σ-

algebra Mnおよび n次元Lebesgue測度 μnをもって Lebesgue測度空間と考える. ま

た,混乱の恐れのない場合は Lebesgue積分は
∫
�n

f(x)dxの形で表すことにする.

90 f を σ-有限な測度空間 (X,B, μ)上の非負値可積分函数とする. いま y > 0なる yに

対して g(y) := μ({x ∈ X ; f(x) ≥ y})とする. このとき
∫

X

f(x)dμ(x) =

∫ ∞

0

g(y)dy

を示せ.

91 f をR上の実数値可測函数で, μ1(A) < +∞なる Lebesgue可測集合A ⊂ R上におい

て
∫

A
|f(x)|dx < ∞が成り立つとする. いま,任意の y ∈ Rおよび μ1(A) < +∞なる

A ∈ M1に対して
∫

A

f(x+ y)dx =

∫
A

f(x)dxが成り立つならば, ある実数 c ∈ Rが存

在して, f(x) = c a.a.xが成り立つことを示せ.

© 記号 : (X,B, μ)を測度空間とし, f : X −→ CをX 上の可積分函数とする. このと

き, ‖f‖1 :=

∫
X

|f(x)|dμ(x)とおく.

92 (1) f, g : R −→ Cをともに可積分函数とする. このとき, ほとんとすべてのRに対

して f ∗ g(x) :=

∫
�

f(x− y)g(y)dyが収束し, ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1が成り立つことを

示せ (この f ∗ gを f と gの合成積, あるいは畳み込みという).

(2) R上のすべての可積分函数 f に対して f ∗ g = f a.e.となるR上の可積分函数 g

は存在しないことを示せ.
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93 (1) 可測集合A,B ⊂ Rについて次の式を示せ. ここで A+x := {y+ x ∈ R ; y ∈ A}
(x ∈ R)であり, また 0 × (+∞) := 0としておく.∫

�

μ1((A+ x) ∩B)dx = μ1(A)μ1(B).

(2) (�) μ1(A) > 0, μ1(B) > 0のとき μ1((A + r) ∩ B) > 0となる r ∈ Qが存在する

ことを示せ.

94 f : [a, b] −→ Rを有界変動函数とする. x ∈ [a, b]および [a, x]の分割Δ : a = x0 <

x1 < · · · < xn = xについて Pf,Δ(x), Nf,Δ(x)および Vf,Δ(x)を以下で定義する.

Pf,Δ(x) :=
∑

f(xi)>f(xi−1)

(f(xi) − f(xi−1)),

Nf,Δ(x) := −
∑

f(xi)<f(xi−1)

(f(xi) − f(xi−1)),

Vf,Δ(x) := Pf,Δ(x) +Nf,Δ(x).

ただし,和の項数が 0個のときは 0とする. さらに [a, b]上の函数 Pf ,Nf および Vf を

Pf(x) := sup
Δ
Pf,Δ(x), Nf(x) := sup

Δ
Nf,Δ(x), Vf(x) := sup

Δ
Vf,Δ(x) (x ∈ [a, b])とする.

このときPf , NfおよびVfは単調増加であり, Pf (x)+Nf(x) = Vf (x), Pf(x)−Nf (x) =

f(x) − f(a) (a < x ≤ b)となることを示せ.

95 (�) a, bを a < bなる実数とする. このとき, [a, b]上の有界変動函数はほとんど至ると

ころ微分可能であることを示せ.

96 (1) f を [a, b]上の有界な単調増加函数とする. このとき f ′は Lebesgue可積分であり∫ b

a

f ′(x)dx ≤ f(b) − f(a)が成り立つことを示せ.

(2) (1)において, 等号が成り立たないような連続函数 f の例を 1つ与えよ.

97 (1) a < bとし, gを [a, b]上のLebesgue可積分函数, f : [a, b] −→ Cをf(x) :=

∫ x

a

g(t)dt

(x ∈ [a, b])とする. このとき f は [a, b]上有界変動であることを示せ.

(2) f は [a, b]上の函数として絶対連続であることを示せ.

(3) f ′ = g a.e.であることを示せ.

98 (�) a > 0とし, f : [0, a] −→ Rを左連続な有界変動函数とする. このとき,次を示せ.

lim
n→∞

∫ a

0

f(x)
sinnx

x
dx =

π

2
lim

x→+0
f(x).
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99 f を周期 2πの函数で

f(x) =

⎧⎨⎩
π − x

2
(0 ≤ x < πのとき)

−π − x

2
(−π ≤ x < 0のとき)

を満たしているものとする．
∫ π

0

sin t

t
dt ≈ 1.8519 >

π

2
は既知として，次のことを証

明せよ．ただし，次の記号を用いること．

SN [f ](x) =
N∑

k=−N

1

2π

(∫ π

−π

f(x) exp(−ikx)dx
)

exp(ikx), DN (x) =
N∑

k=−N

exp(ikx)

(1) SN [f ](x) =
1

2

∫ x

0

(DN(t) − 1) dt が成り立つ．

(2)

∫ x

0

Dn(t) dt− 2

∫ x

0

sin(nt)

t
dt は n→ ∞のときに，0 ≤ x ≤ πに関して一様に 0

に収束する．

(3) lim
N→∞

SN [f ]
( π
N

)
=

∫ π

0

sin t

t
dt ≈ 1.8519. この現象を Gibbs 現象という．

© 記号 : T = R/2πZ を torusと呼ぶ．Tは位相構造と群構造を自然に入れておく．さ

らに，Lebesgue測度から決まる自然な測度を入れて Tは全測度 2πの測度空間とす

る．T上の函数はR上の函数で周期が 2πのものと同一視することがある．

© 記号 : C∗ = C \ {0}，S1 = {z ∈ C : |z| = 1} とおく．

100 G ⊂ C∗を部分群とする．また，GにはC∗から誘導される位相を入れておく．

(1) Gが compactならG ⊂ S1であることを示せ．

(2) Gが S1に含まれる無限群であるなら，Gは稠密であることを示せ．

(3) S1に含まれる compact群の構造を決定せよ．

(4) 実数 αを 2πで割ると有理数にならないようなものとする．このとき，S1の部分

集合E = {eikα : k ∈ Z} は S1で稠密であることを示せ．

© 定義 : 自然数nに対して，Dn(t) =
n∑

j=−n

eijtとおき，これを Dirichlet核という．T上の

可積分函数fに対して，Sn(f, t) =
1

2π
Dn∗f(t)とおく．また，Kn(t) =

1

n+ 1

n∑
j=0

Dj(t)

とおき，これを Fejer核という．T上の可積分函数fに対して，σn(f, t) =
1

2π
Kn∗f(t)

とおく．
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101 {aj}n
j=−nを有限複素数列とするとき，以下の問に答えよ．

(1) f(t) =

n∑
j=−n

aj e
ijt に対して，Sn(f, t)を計算せよ．

(2) 不等式 sup
t∈�

∣∣∣∣∣
n∑

j=−n

jaj e
ijt

∣∣∣∣∣ ≤ 2n sup
t∈�

∣∣∣∣∣
n∑

j=−n

aj e
ijt

∣∣∣∣∣ を証明せよ．
© 記号 : f ∈ L1(T)に対して，f̂(n) =

1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−int dt とおく．

102 f ∈ L∞(T)が |f̂(n)| ≤ K|n|−1を満たしているとする．

(1) 恒等式 Sn(f, t) = σn(f, t) +

n∑
j=−n

|j|f̂(j)

n+ 1
eijt を用いて，|Sn(f, t)| ≤ ‖f‖∞ + 2K

を示せ．

(2) f(t) =

{
t (0 ≤ t < π)

t− 2π (π ≤ t < 2π)
の Fourier級数展開を求めよ．

(3) sup
t∈�

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

sin jt

j

∣∣∣∣∣ ≤ π

2
+ 1 を示せ．

103
∞∑

n=1

n−2 =
π2

6
を既知として，

∞∑
n=−∞

|f̂(n)| ≤ ‖f‖L1(�) +
π√
3
‖f ′‖L2(�), f ∈ C1(T) を

示せ．

104 (Olivier の定理) {aj}j∈�を単調減少する数列で，
∞∑

j=1

aj <∞ を満たしているとする．

(1) aj =
∞∑

k=j

(ak − ak+1) であることを用いて，
∞∑

j=1

aj =
∞∑

k=1

k(ak − ak+1) を証明せよ．

(2) lim
j→∞

jaj = 0 を証明せよ．

105 {aj}j∈�は次の条件 (i) aj = a−j , (ii) aj+1 + aj−1 ≥ 2aj , (iii) aj ≥ 0を満たしている 0

に収束する実数列とする．また，f(t) =
∞∑

n=1

n(an−1 + an+1 − 2an)Kn−1(t) とおく．

(1)
∞∑

n=1

n(an−1 + an+1 − 2an) <∞ を示せ．

(2) f̂(n) = a|n| を示せ．

(3) n ≥ 2のときに，f̂(n) =
1

log |n| となる f ∈ L1(T)が存在することを示せ．

(4) 1 ≤ p <∞ とする．g ∈ Lp(T)に対して，数列 {an}n∈�をすべての n ∈ N に対し

て，an ∈ N, an ≥ 2n, an+1 ≥ an, ‖σan(g)− g‖Lp(�) ≤ 2−n となるようにとる．このと
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き，f = g +
∞∑

n=−∞
(g − σan(g)) とおくと，f ∈ Lp(T)であることを示せ．また，f̂(n)

と ĝ(n)の関係を調べよ．

(5) (�) 1 ≤ p <∞ とする．任意の g ∈ Lp(T)は g = h1 ∗ h2, h1 ∈ L1(T), h2 ∈ Lp(T)

なる分解が可能であることを示せ．

106 Fourier級数を用いて，熱方程式
∂u

∂t
(t, x) =

∂2u

∂x2
(t, x)を初期条件，境界条件u(0, x) =

x(π − x), 0 ≤ x ≤ π, u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0 の下で解け．

© 定義 : 函数 f ∈ L1(R)の Fourier変換 Fおよび Fourier逆変換 F−1を

Ff(ξ) =
1√
2π

∫
�

f(x)e−ixξ dx, F−1f(ξ) =
1√
2π

∫
�

f(x)eixξ dx

とおく．

107 0 < a < bとする．Fourier変換を用いて，積分方程式
∫
�

ϕ(y) dy

(x− y)2 + a2
=

1

x2 + b2
を

解け．ただし，ϕ ∈ L1(R)となる解を求めること．

108 L2[−1, 1]における 1, x, x2, · · · をGram-Schmidtの直交化法で直交化したものを e0(x),

e1(x), · · · と表す．n = 0, 1, · · · に対して，Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n とおくと，

en(x) =

√
n +

1

2
Pn(x) であることを示せ．

109 (1) f : R → Rを可測函数とする．任意の ξに対して |f(x)|e|ξx|−x2 ∈ L1(Rx) である

とする．任意の多項式函数P (x)に対して，
∫
�

f(x)P (x)e−x2

dx = 0 が成り立つなら，

f(x) = 0, a.e.x ∈ R であることを証明せよ．

(2) k ∈ {0, 1, 2, · · · }とする．(0,∞)上の測度 dμ(x) = xke−x dx を考える．多項式函

数全体のなす集合P = span{1, x, x2, · · · }はL2((0,∞), dμ)で稠密であることを示せ．

(3) μを (2)と同じものとする．L2((0,∞), dμ)において，1, x, x2, · · · をGram-Schmidt

の直交化法で直交化したものを e0(x), e1(x), e2(x), · · · とおく．n = 0, 1, · · · に対して

Lk
n(x) =

x−kex

n!

dn

dxn
(xk+ne−x) とおく．このとき，en(x) = (−1)n

√
n!

(n+ k + 1)!
Lk

n(x)

であることを証明せよ．

110 f ∈ L1(R)とする．Ff ∈ L1(R)かつ supp(Ff) ⊂ [0,∞) とする．このとき，f は

H = {Im(z) > 0}で正則，Hclで連続な函数に拡張されることを示せ．
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© 定義 : α, βを非負整数とする. C∞級函数ϕ ∈ C∞(R)に対してϕ(α,β)(x) := xα∂βϕ(x)

と一時的におくことにする．S(R)は以下で定義される函数の集合である．

S(R) :=
{
ϕ ∈ C∞(R) ; すべての非負整数α, βに対してϕ(α,β) ∈ L∞(R)

}
.

S(R)の元を急減少函数と呼ぶ. α, β を非負整数とするとき, ϕ ∈ S(R)に対して,

|ϕ|α,β := sup
x∈�

|ϕ(α,β)(x)|とおく. S(R)には,任意の元ϕ ∈ S(R)に対してU(ϕ;α, β, ε) :=

{ψ ∈ S(R) ; |ψ − ϕ|(α,β) < ε} (α, βは非負整数, ε > 0)なる部分集合の有限個の共通

部分全体を ϕの基本近傍系とする位相を入れる.

© 定義 : S′(R)は S(R)からCへの連続複素線型写像の集まりである．即ち，S′(R) :=

{f : S(R) → C ; 〈f, ϕ+ ψ〉 = 〈f, ϕ〉 + 〈f, ψ〉, 〈f, a · ϕ〉 = a · 〈f, ϕ〉, f は連続 } と定義
する．f の ϕにおける値は慣習として 〈f, ϕ〉と表す．S′(R)の元を緩増加超函数と呼

ぶ. S′(R)の位相は，すべてのϕ ∈ S(R)に対して coupling S′(R) � f 	→ 〈f, ϕ〉 ∈ C が

連続になる最小の位相とする．

111 S′(R)の位相で lim
n→∞

sinnx

πx
= δ を示せ．

© 定義 : f ∈ S′(R)の Fourier変換 Ff ∈ S′(R)を 〈Ff, ϕ〉 := 〈f,Fϕ〉, ϕ ∈ S(R) と定義

する．Fourier変換 FをL2(R)に制限すると，L2(R)-等長写像になる．

112 函数 f(x) =
1

x+ i
の Fourier変換を計算せよ．

113 (1) kε(x) =
1

x+ iε
− 1

x− iε
の Fourier変換を求めよ．

(2) k = lim
ε↓0

kε を S′(R)の位相における極限として求めよ．

114 R2における f(x) = |x|−1の超函数としての Fourier変換を計算せよ．

115 次の函数の Fourier変換を求めよ．

(1) f1(x) =
cos x

1 + x2
.

(2) f2(x) =
sin2 x

x2
.

116 (1) f1(x) =
sin x

x
の Fourier変換を求めよ．

(2) (�) f2(x) =
1

ex + e−x
の Fourier変換を求めよ．

(3) 積分 I =

∫
�

sinx

x(ex + e−x)
dx を求めよ．
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© 記号 : 測度空間 (X,B, μ)上の可測函数 f に対し,以下のものを定義する.

||f ||p :=

(∫
X

|f(x)|pdμ(x)

) 1
p

, ただし p > 0,

||f ||∞ := inf{α ≥ 0 ; μ({x ∈ X ; |f(x)| > α}) = 0}.
明らかに f = g a.e.ならば ||f ||p = ||g||p (0 < p ≤ ∞)であり, 特に f = 0 a.e.なら

ば ||f ||p = 0である. ここで, X上の可測函数 f, gについて, f = g a.e.のとき同値で

あるということとし, f を含む同値類を [f ]で表し,次のものを考える.

Lp(X) = Lp(X, dμ) := {[f ] ; f はX上可測, ||f ||p < +∞}, 0 < p ≤ +∞.

この定義は [f ]の代表元のとり方に依らない. 以下, Lp(X)の元の代表元のとり方に

依らない性質を扱うとき,しばしば [f ]と f を同一視する.

117 (X,B, μ)を測度空間, pを 1 < p < ∞なる実数とし, qを
1

p
+

1

q
= 1を満たす実数と

する; q =
p

p− 1
.

(1) 非負実数 a, bに対して ab ≤ ap

p
+
bq

q
を示せ.

(2) f ∈ Lp(X), g ∈ Lq(X)に対して次の不等式を示せ (Hölderの不等式).∣∣∣∣∫
X

f(x)g(x)dμ(x)

∣∣∣∣ ≤ ||f ||p||g||q.

(3) f, g ∈ Lp(X)に対して ||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||pを示せ (Minkowskiの不等式).

118 (1) norm空間 (V, || · ||)がBanach空間であるためには
∞∑

n=1

||xn|| <∞なる任意の点

列 {xn}∞n=1 ⊂ V に対して
∞∑

n=1

xn ∈ V が存在することが必要十分であることを示せ.

(2) 測度空間 (X,B, μ)および 1 ≤ p < +∞なる実数 pについて, Lp(X)は Banach

空間であることを示せ.

119 (1) (V, ‖ · ‖V )を norm空間とし, W を V の閉部分 vector空間とする. V/W の任意

の元 x := x+W (x ∈ V )に対して ‖x‖V/W を以下で定義する.

‖x‖V/W := inf
w∈W

‖x+ w‖V .

このとき (V/W, ‖ · ‖V/W )は norm空間であることを示せ.

(2) さらに (V, ‖ · ‖V )がBanach空間ならば (V/W, ‖ · ‖V/W )もBanach空間であるこ

とを示せ.
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120 (X,B, μ)を測度空間, pを 0 < p < 1なる実数とする. いま f, g ∈ Lp(X)に対して

d(f, g) := ||f − g||ppとする. このとき (Lp(X), d)は完備距離空間であることを示せ.

121 (1) 有限次元 norm空間 V から norm空間W への任意の線型作用素は連続であるこ

とを示せ.

(2) (�) 任意の無限次元 norm空間 V に対して, 連続でない線型汎函数 f : V −→ C

が存在することを示せ.

(3) norm空間 V の余次元 1の部分 vector空間W が閉部分空間であるためには, 0で

ない連続線型汎函数 f : V −→ Cが存在して W = ker f となることが必要十分であ

ることを示せ.

122 (1) V を norm空間,W1を V の閉部分 vector空間, W2を V の有限次元部分 vector空

間とする. このとき,W1 +W2は V の閉部分空間であることを示せ.

(2) (�) norm空間 V およびV の閉部分 vector空間W1,W2で, W1 +W2が V の閉部

分空間とならないような例を 1つ与えよ.

© 記号 : 以下において, 複素内積空間H 上の内積 (·, ·)は第 1成分についてC-線型, 第

2成分についてC-反線型とする.

123 (1) (V, || · ||)を norm空間とする. いま,任意の x, y ∈ V について平行四辺形の法則

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2(||x||2 + ||y||2) が成り立つとする. このとき,V 上は次の内積

(·, ·)で与えられる内積空間であることを示せ.

(x, y) :=
1

4

3∑
k=0

ik||x+ iky||2, x, y ∈ V.

(2) (X,B, μ)を測度空間とする. いま pを p ≥ 1なる実数または∞とする. このと

き, (Lp(X), || · ||p)がHilbert空間となるのは, p = 2またはLp(X)の次元が 1以下の

とき, かつそのときに限ることを示せ.

124 H を Hilbert空間とし, (·, ·)をH 上の内積とする. いまH の任意の部分集合 Sにつ

いて直交補空間 S⊥を次で定義する.

S⊥ := {x ∈ H ; 任意の y ∈ Sに対して (x, y) = 0}.

(1) S ⊂ H を閉凸部分集合とする. このとき, 任意の x ∈ H に対してある y ∈ S

で ||x− y|| = d({x}, S)が成り立つものがただ 1つ存在することを示せ.

(2) 閉部分 vector空間 V ⊂ HについてH = V ⊕ V ⊥ (直交直和)を示せ.
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125 (1) すべてのHilbert空間Hに対して,正規直交基底が存在することを示せ.

(2) H の正規直交基底 {xλ}λ∈Λを 1つとる. このとき, 任意の x ∈ H について集合

{λ ∈ Λ ; (x, xλ) 
= 0}は高々可算であることを示せ.

(3) ‖x‖2 =
∑
λ∈Λ

|(x, xλ)|2 および x =
∑
λ∈Λ

(x, xλ)xλを示せ.

126 (�) (X,B, μ)を σ-有限な測度空間, f をX 上の可測函数とし, 1 ≤ q < p < ∞とす
る. 任意の g ∈ Lp(X)に対して fg ∈ Lq(X)ならば f ∈ Lr(X),ただし r =

pq

p− q
で

あることを示せ.

127 V をBanach空間とし,W1,W2を閉部分 vector空間で V = W1 ⊕W2 (代数的直和)と

なっているとする. T : V −→ W1を x ∈ V に対して x = y + z (y ∈ W1, z ∈ W2)と

なる yを対応させる写像とする. このとき,T は連続線型作用素であることを示せ.

128 実数列からなる数列空間 l∞, lを以下で定義する.

l∞ = {x = (xn)∞n=1 ; ‖x‖∞ := sup
n≥1

|xn| < +∞},

l = {x = (xn)∞n=1 ; lim
n→∞

xn ∈ Rが存在 }.

(1) lは l∞の閉部分空間であることを示せ.

(2) l∞上の実線型汎函数 f で, lim inf
n→∞

xn ≤ f(x) ≤ lim sup
n→∞

xnが成り立つものが存在

することを示せ.

129 V を norm空間とし, V ∗を V の共役空間とする. このとき, V ∗が可分ならば V も可

分であることを示せ.

© 定義 : V をnorm空間とし, V ∗をV の共役空間とする. V ∗の汎弱位相とは,V ∗の任意

の元 f に対して B(x1, . . . , xn; ε) = {g ∈ V ∗ ; |g(xi) − f(xi)| < ε for any i = 1, . . . , n}
(nは正整数,x1, . . . , xn ∈ V , ε > 0)なる部分集合からなる基本近傍系を与える位相

である. V ∗の点列 {fn}∞n=1が汎弱位相について f ∈ V ∗に収束するとき {fn}∞n=1が f

に汎弱収束するという.

130 (�) V を norm空間,V ∗を V の共役空間とし, B∗
1 := {f ∈ V ∗ ; ‖f‖ ≤ 1}とする.

(1) B∗
1は汎弱位相について compactであることを示せ (Banach-Alaogluの定理).

(2) さらに V が可分ならば,B∗
1に適当な距離を入れることにより, その距離から得ら

れる位相が汎弱位相と一致することを示せ.
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131 m,nを非負整数でm > nなるものとし, V = Cm([0, 1]), W = Cn([0, 1])とするとき,

F : V � f 	→ f ∈ W は compact作用素であることを示せ. ただし, Cn([0, 1])上の

normは ‖f‖ =
n∑

j=0

‖f (j)‖∞ (f ∈ Cn([0, 1]))とする.

132 V = C([a, b]) (a < b)とし, T : V −→ V を Tf(x) :=

∫ x

a

f(y)dy (f ∈ V )とする.

(1) T は compact作用素であることを示せ.

(2) lim
n→∞

‖T n‖ = 0を示せ.

(3) T は固有値をもたないことを示せ.

© 記号 : norm空間 V に対して, B(V ) := {T : V −→ V ; 線型, 有界 }とする.

© 定義 : Hilbert空間H 上の有界線型作用素 T ∈ B(H)についてすべての x, y ∈ H に

対して (Tx, y) = (X,Sy)が成り立つH上の有界線型作用素 Sを T の共役作用素と呼

び, S = T ∗と表す. H上の有界線型作用素 T ∈ B(H)が自己共役であるとは, T ∗ = T

が成り立つことである.

133 HをHilbert空間とする.

(1) T ∈ B(H)について ‖T‖ = sup
‖x‖,‖y‖≤1

|(Tx, y)|を示せ.

(2) T ∈ B(H)を自己共役作用素とする. このとき, 任意の x, y ∈ H に対して

Re(Tx, y) =
1

4
((T (x+ y), x+ y) − (T (x− y), x− y))が成り立つことを示せ.

(3) H上の自己共役作用素 T ∈ B(H)について, ‖T‖ = sup
‖x‖≤1

|(Tx, x)|を示せ.

© 定義 : Hを複素Hilbert空間とする. T ∈ B(H)が正であるとは, すべての x ∈ H に

対して (Tx, x) ≥ 0となることである.

134 (1) T, T ′を複素Hilbert空間H上の有界正作用素とする. このとき, T + T ′ = 0なら

ばT = T ′ = 0であることを示せ.

(2) S, S ′を複素Hilbert空間H上の有界正作用素で, SS ′ = S ′Sかつ S2 = S ′2が成り

立つとする. このとき, S = S ′が成り立つことを示せ.

135 (1) 級数 (1 + x)1/2 = 1 +
∞∑

n=1

(
1
2

n

)
xnは周を含めた収束円Dcl = {z ∈ C ; |z| ≤ 1}上

で一様に絶対収束することを示せ.

(2) (�) H を複素Hilbert空間とし, T ∈ B(H)を正作用素とする. このとき, S2 = T

となる正作用素 S ∈ B(H)がただ 1つ存在することを示せ.

30


