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1 量子力学

量子力学の公理系は次のように与えられる．

公理Q1 (量子力学系，状態，物理量)．各量子力学系には状態空間と呼ばれる
可分 Hilbert 空間が対応し，系の状態は状態空間上の密度作用素で表現され，系
の物理量は状態空間上の自己共役作用素で表現される．また，すべての密度作用
素はある状態に対応し，すべての自己共役作用素はある物理量に対応する．

公理 Q1から，以下，状態と状態空間上の密度作用素，物理量と状態空間上の
自己共役作用素を同一視する．ρ = |ψ〉〈ψ|の形の状態を純粋状態といい，状態
ρ = |ψ〉〈ψ|にあるとき，系は（ベクトル）状態 ψ にあるという．

公理Q2 (Born 統計公式)．原理的に，任意の状態で一つの系 S の任意の物理
量を一つ正確に測定することが可能であり，系が状態 ρ にあるとき物理量 A を正
確に測定すると，測定値 x がBorel集合∆に属する確率 Pr{x ∈ ∆‖ρ} は Born の
統計公式

Pr{x ∈ ∆‖ρ} = Tr[EA(∆)ρ] (1)

で与えられる．ここで，写像 EA : x %→ EA(∆) は A のスペクトル測度を表す.

公理Q2から，測定値の平均値 〈A〉と標準偏差 σ(A)は，

〈A〉 = Tr[Aρ] (2)

及び
σ(A)2 = 〈A2〉 − 〈A〉2 (3)
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で与えられる．同一の状態で二つの物理量 A, B の正確な測定をそれぞれ異なる系
（統計集団）について行なう場合のそれぞれの測定値の標準偏差は，Robertson の
不等式

σ(A)σ(B) ≥ 1

2
〈|[A,B]|〉 (4)

を満たす．

公理Q3 (時間発展の公式)．各量子力学系には，Hamiltonianと呼ばれる物理量
H が存在して，時刻 t1から時刻 t2まで系が孤立系ならば，時刻 t2の状態 ρ(t2)は，
時刻 t1の状態 ρ(t1)によって，

ρ(t2) = e−itH/h̄ρ(t1)e
itH/h̄ (5)

と表される．ここで，h̄ は所与の単位系における Planck 定数を 2π で割った値を
表す．

公理Q4 (合成系)．H を状態空間とする系 S1 とK を状態空間とする系 S2 の
合成系 S = S1 + S2 の状態空間はテンソル積 H ⊗K で与えられ，S1 の物理量 A

は S の物理量 A ⊗ I と同一視され，S2 の物理量 B は S の物理量 I ⊗ B と同一
視される．

2 測定装置の統計的性質

2.1 出力分布

公理M1 (出力分布，量子状態収縮)．系 S を測定し，測定値 xを出力する装置
A(x)は，測定直前の系 Sの状態 ρに依存してその測定値の確率分布Pr{x ∈ ∆‖ρ}
を定め，Pr{x ∈ ∆‖ρ} > 0ならば，測定直前の系 S の状態 ρと Borel集合∆に
依存して，測定値 xが∆に属すると言う条件の下での測定直後の状態 ρ{x∈∆}を定
める．

2.2 量子状態収縮

ρ{x∈∆}を入力状態 ρ に対する，x ∈ ∆ の下での（条件付き）出力状態と呼ぶ．
Pr{x ∈ ∆‖ρ} = 0 である ∆ に対して，記号 ρ{x∈∆} は不定な密度作用素を表すと
する．また，状態 ρ から 状態 ρ{x∈∆} への状態変化を量子状態収縮と呼ぶ．
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状態 ρ{x∈∆} の操作的な意味は，以下のように与えられる．入力状態 ρ における
装置 A(x)による測定後に直ちに出力変数 yをもつ別の装置A(y)による測定を引
き続いて行なったとする．装置 A(x)の測定値が x ∈ ∆であるという条件の下での
装置 A(y) の測定値が y ∈ Γ であるという条件付き確率を Pr{y ∈ Γ|x ∈ ∆‖ρ} と
表す．すると，条件 x ∈ ∆のもとで装置 A(y)による測定の直前の状態は，ρ{x∈∆}

である．従って，

Pr{y ∈ Γ|x ∈ ∆‖ρ} = Pr{y ∈ Γ‖ρ{x∈∆}} (6)

が成り立つ．

2.3 結合出力分布の混合則

もし，装置 A(x)による入力状態 ρにおける測定の直後に装置 A(y)による測定
が行なわれたとすると，式 (6)から出力変数 xとy の結合確率分布Pr{x ∈ ∆,y ∈
Γ‖ρ} が

Pr{x ∈ ∆,y ∈ Γ‖ρ} = Pr{y ∈ Γ‖ρ{x∈∆}}Pr{x ∈ ∆‖ρ} (7)

によって与えられる．従って，２つの装置を引き続き適用して得られる測定値の
結合確率分布は，第 1の装置への入力状態だけで決定される．この結合確率分布
を A(x) と A(y)の結合出力分布と呼ぶ．結合出力分布は次の性質を持つことを
要請する．

公理M2 (結合出力分布の混合則)．任意の装置 A(x) 及び A(y) に対して，関
数 ρ %→ Pr{x ∈ ∆,y ∈ Γ‖ρ} は，任意の実数の組 x, y に対して密度作用素 ρ の凸
線形関数である．

つまり，

Pr{x ∈ ∆,y ∈ Γ‖pρ1 + (1 − p)ρ2}

= p Pr{x ∈ ∆,y ∈ Γ‖ρ1} + (1 − p) Pr{x ∈ ∆,y ∈ Γ‖ρ2} (8)

が成り立つ．ここで， ρ1，ρ2 は密度作用素を表し，p は 0 < p < 1を満たす．
この公理は次のように正当化される．対象 S と同等の系からなり，密度作用素

ρ1 で表される統計集団 E1 と密度作用素 ρ2 で表される統計集団 E2があるとし，
対象 S が確率 p で統計集団 E1 から選ばれ，確率 1 − p で統計集団 E2 から選
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ばれたとすると，測定値 (x,y) ∈ ∆ × Γ が得られる確率は右辺で表される．一
方，この時，対象 S の状態は密度作用素 pρ1 + (1− p)ρ2 で表されるから，測定値
(x,y) ∈ ∆ × Γ が得られる確率は左辺でも表され，それらは一致しなければなら
ない．
２つの装置は，それらが任意の入力状態において同一の出力分布を持ち，更に，
任意の測定値に対して同一の出力状態を持つとき，統計的に同値 であると言う．

2.4 確率作用素測度

式 (7)の両辺で Γ = R とすると，出力分布の単位性 (Pr{y ∈ R‖ρ{x∈∆}} = 1)

から

Pr{x ∈ ∆‖ρ} = Pr{x ∈ ∆,y ∈ R‖ρ} (9)

が得られ，右辺は ρ の凸線形関数だから，左辺も ρ の凸線形関数である．従って，
次の定理を得る．

定理 2.1 (出力分布の混合則) 任意の装置 A(x) と実数 ∆ ∈ B(R) に対して，対
応 ρ %→ Pr{x ∈ ∆‖ρ} は，密度作用素 ρ の凸線形関数である．

出力分布を特徴付けるために，次の定義を導入する．数直線上の Borel集合体
B(R) から H 上の線形作用素の空間 L(H) への写像 Π : R %→ Π(∆) は，次の条
件を満たすとき，確率作用素測度（probability operator-valued measure, POVM）
と呼ばれる：

(i) 正値性：すべてのBorel集合 ∆ ∈ B(R) について Π(∆) ≥ 0．
(ii) 可算加法性：互いに交わらないBorel集合の列 ∆j に対して，弱作用素収束
に関してΠ(

⋃
j ∆j) =

∑
j Π(∆j)が成り立つ．

(iii) 単位性：Π(R) = 1．
上の定理からの重要な結論は，出力分布の次の特徴付けである [1].

定理 2.2 公理M1の下で，定理 2.1 が成立することは，次の命題の成立と同等で
ある：
任意の装置 A(x) に POVM Π が一意に対応して，対象の任意の状態 ρ と任意
の実数 ∆ ∈ B(R) に対して，　

Pr{x ∈ ∆‖ρ} = Tr[Π(∆)ρ] (10)

が成り立つ．
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(10)式で定義される POVM Π を装置 A(x) のPOVM と呼ぶ．
A を系 S の物理量とする．装置 A(x) が入力状態 ρ において物理量 A に関す
るBorn 統計公式 (BSF)を満たすとは，

Pr{x ∈ ∆‖ρ} = Tr[EA(∆)ρ] (11)

が任意の∆ ∈ B(R) について成り立つことを言う．装置 A(x) が物理量 A を正確
に測定するとは，A(x) がA に関するBSFを任意の入力状態で満たすことを言う．
公理Q2から，S の任意の物理量 A に対して，それを正確に測定する装置が存
在する．式 (10) 及び 式 (11)から，装置 A(x) が物理量を正確に測定するための
必要十分条件は，A(x) の POVM Π が A のスペクトル測度 EA に一致すること
である．

2.5 量子インストルメント

任意の装置 A(x) に対して写像 I(∆) : ρ %→ I(∆)ρを

I(∆)ρ = Pr{x ∈ ∆‖ρ}ρ{x∈∆} (12)

によって定義する．ここで，ρは密度作用素を，∆はBorel集合を表す．写像 I(∆)

は，任意の密度作用素 ρをトレースが Pr{x ∈ ∆‖ρ}である正値作用素に変換する．
結合出力分布の混合則から I(∆) は密度作用素のなす凸集合からH 上のトレース
クラス作用素の空間 τc(H)への凸線形変換であり，H 上のトレースクラス作用素
の空間 τc(H) の線形変換に一意的に拡張される [2, 3]．Davies と Lewis は，測定
装置の統計的性質の系統的記述のために次の数学的概念を導入した [4, 5] ．B(R)

から τc(H) 上の線形変換の空間 L(τc(H)) への写像 I : ∆ %→ I(∆) は，次の条件
が満たされるならば インストルメント と呼ばれる．

(i) 正値性：I(∆) ∈ L(τc(H)) は，任意の ∆ ∈ B(R) に対して，H 上の正作用
素 ρ ∈ τc(H)を正作用素 I(∆)ρ ∈ τc(H)に変換する．

(ii) 可算加法性 互いに交わらないBorel集合の列 ∆j に対して，強作用素収束に
関して I(

⋃
j ∆j) =

∑
j I(∆j)が成り立つ．

(iii) 単位性：I(R) はトレースを保存する．
この時，次の定理が成り立つ [3, 6]．

定理 2.3 公理M1の下で，公理M2は，次の命題の成立と同等である：
任意の装置 A(x) に対して，一意的にインストルメント I が存在して，任意の

∆ ∈ B(R) と任意の密度作用素 ρ に対して 式 (12) を満たす．
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上で与えられた写像 I(∆) は，A(x) の測定値 x ∈ ∆ に対するオペレーション
と呼ばれる．また，写像 I は，装置 A(x) のインストルメントと呼ばれる．この
時，出力分布と出力状態は，

Pr{x ∈ ∆‖ρ} = Tr[I(∆)ρ], (13)

ρ{x∈∆} =
I(∆)ρ

Tr[I(∆)ρ]
(14)

と表される．ここで，第 2の関係は， Pr{x ∈ ∆‖ρ} > 0 を仮定している．従って，
もし，Ix 及び Iy がそれぞれA(x) 及び A(y) のインストルメントならば，結合
出力分布は，

Pr{x ∈ ∆,y ∈ Γ‖ρ} = Tr[Iy(Γ)Ix(∆)ρ] (15)

と表すことができる．ここで， ρ は状態， x, y は実数を表す．装置の出力分布と
出力状態はともにそのインストルメントによって決定される．従って，２つの装
置が統計的に同値であるための必要十分条件は，それらが同一のインストルメン
トを持つことである．
H 上の作用素の空間 τc(H) 上の任意の線形変換 T の双対とは， H 上の線形変
換の空間 L(H) 上の線形変換 T ∗ で任意の A, ρ ∈ L(H) に対して

Tr[A(Tρ)] = Tr[(T ∗A)ρ] (16)

を満たすものである．オペレーション I(∆) の双対 I(∆)∗は，測定値 x ∈ ∆ に対
する双対オペレーション と呼ばれる．
双対オペレーション I(∆)∗ を恒等作用素 I に適用することによって得られる
作用素 I(∆)∗I は，オペレーション I(∆) のエフェクトと呼ばれる．式 (31) 及び
式 (16) より

Pr{x ∈ ∆‖ρ} = Tr[(I(∆)∗I)ρ] (17)

を得る．ここで， ρ は任意だから，式 (10) と比較すると, 任意の実数 x に対して

Π(∆) = I(∆)∗I (18)

が得られる．従って， A(x) の POVM は，インストルメント I のエフェクトに
よって決定される．
Ix 及び Iy をそれぞれ装置A(x) 及び A(y) のインストルメントとし， Πy を

A(y) の POVMとする．すると，

Tr[Iy(Γ)Ix(∆)ρ] = Tr{[Iy(Γ)∗I][Ix(∆)ρ]}

6



= Tr{[Πy(Γ)[Ix(∆)ρ]}

= Tr{I(∆)∗[Πy(Γ)]ρ} (19)

が得られる．従って，結合出力分布は，任意の実数 x, y ∈ R に対して

Pr{x ∈ ∆,y ∈ Γ‖ρ} = Tr{I(∆)∗[Πy(Γ)]ρ} (20)

と表される．
装置 A(x) のインストルメントを I とすると，任意の状態 ρ に対して，

I(∆)ρ = Pr{x ∈ ∆‖ρ}ρ{x∈∆} (21)

を満たす．I(∆) は，装置 A(x) の測定結果 x ∈ ∆ に対するオペレーションと呼
ばれる．状態 ρ から状態 ρ{x∈∆} への状態変化を選択的量子状態収縮と呼ぶ．一
方，状態変化 ρ %→ ρ{x∈R} は，非選択的量子状態収縮と呼ばれる．装置 A(x) のイ
ンストルメント I に対して，オペレーション T = I(R) をA(x) の非選択的オペ
レーションと呼び， T ∗ = I(R)∗ を A(x) の非選択的双対オペレーションと呼ぶ．
非選択的オペレーションは，トレースを保存する正写像であり，非選択的双対オ
ペレーションは，単位元（恒等作用素）を保存する正写像である．すなわち，

Tr[Tρ] = Trρ (22)

が任意の作用素 ρ について成り立ち，また，

T ∗I = I (23)

が成り立つ．

2.6 完全正値性

τc(H) 上の任意の線形変換 T は，任意の ρj ∈ L(H) 及び ρ′
j ∈ τc(Cn) に対する

関係
(T ⊗ idn)(

∑

j

ρj ⊗ ρ′
j) =

∑

j

T (ρj) ⊗ ρ′
j (24)

によって，自然に τc(H ⊗ Cn) = τc(H) ⊗ L(Cn) 上の線形変換 T ⊗ idn に拡張さ
れる．ここで，Cn は n-次元ヒルベルト空間を表す．もし，任意の自然数 n に対
して，T ⊗ idn が τc(H⊗Cn) に属する正作用素を τc(H⊗Cn) に属する正作用素
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に変換するならば，T は完全正値 (completely positive, CP)と呼ばれる．イ
ンストルメント I は，すべての ∆ ∈ B(R) について I(∆) が CP ならば完全正値
(completely positive, CP) と呼ばれる．任意のCPインストルメント I に対し
て，Π(∆) = I(∆)∗I とおくと POVM Π が得られる．これをCPインストルメン
ト I のPOVM と呼ぶ．逆に，任意の POVM Π に対して，あるCPインストル
メント I が存在して，Π は CPインストルメント I の POVMとなる．

2.7 自明的拡張可能性

任意の装置 A(x) に対して，次の要請をおくことは自然なことである．

公理M3 (自明的拡張可能性)．系Sに対する任意の測定装置A(x)に対して，無
限次元の状態空間H′をもつ系 S′及び合成系 S + S′に対する測定装置A(x′)が存
在して，任意の∆ ∈ B(R)，ρ ∈ S(H)，ρ′ ∈ S(H′)に対して，

Pr{x′ ∈ ∆‖ρ ⊗ ρ′} = Pr{x ∈ ∆‖ρ}, (25)

(ρ ⊗ ρ′){x′∈∆} = ρ{x∈∆} ⊗ ρ′. (26)

を満たす．

上の要請は，以下のように正当化される．対象 Sを測定する任意の装置を A(x)

とする．S′ を無限次元状態空間 H′ を持ち，系 S 及び装置 A(x) から遠く離れた
任意の系とする．当然，A(x) は系 S′ に対する測定は行なわないが， A(x) が記
述する物理的な装置は，形式的に系 S + S′ を測定する装置であると記述すること
ができる．この時，系 Sの測定結果は，系 S′の状態に依存しない．従って，　装
置 A(x′)は (25)，(26)で示される統計的性質を持つと結論される．
I ′ を装置 A(x′) のインストルメントとする．すると，

I ′(∆)(ρ ⊗ ρ′) = Pr{x′ = x‖ρ ⊗ ρ′}(ρ ⊗ ρ′){x′=x}

= Pr{x ∈ ∆‖ρ}ρ{x∈∆} ⊗ ρ′

= [I(∆)ρ] ⊗ ρ′ (27)

が得られる．従って，拡大された装置 A(x′) の測定値 x′ = x に対するオペレー
ション I ′(∆) は，I ′(∆) = I(∆) ⊗ idn で与えられる．この時， オペレーション
I ′(∆) の正値性から元のオペレーション I(∆) の完全正値性が導かれる．従って，
次の定理が導かれる．
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定理 2.4 公理M1-M2の下で，公理M3は次の要請と同値である：
任意の装置のインストルメントは完全正値である．

ここまで，すべての装置が満たすべき必要条件として，結合出力分布の混合則
と自明的拡張可能性という２つの要請を課した．これらの条件の下で，すべての
装置に対して一意的に，出力分布とその装置によって引き起こされる量子状態収
縮を決定するCPインストルメントが対応することを示した．従って，ある装置に
よって可能な出力分布と量子状態収縮を決定する問題は，どの CPインストルメ
ントがある装置に対応しているのという問題に帰着される．この問題は，次節で
議論され，すべての CPインストルメントに対して少なくとも一つの装置が対応
していることが示される．また，すべての POVM に対して少なくとも一つのCP

インストルメントが存在するので，すべての POVM に対して少なくとも一つの
装置が対応することも導かれる．

3 測定過程論

3.1 測定過程

測定の過程は，対象と測定装置の間の相互作用を必ず含み，その相互作用の後
で装置に含まれるメータを測定することにより，測定値が得られると考えられる．
von Neumann は射影測定の統計的性質がこのような記述によっても得られること
を示して，射影仮説が他の公理と整合的であることを示した [7]．インストルメン
トの実現可能性を議論するために，文献 [8] において，この von Neumann の議論
を一般化して，測定過程の最も一般的な数学モデルを導入した. Hilbert 空間 K,

Hilbert 空間 K 上の密度作用素 σ，テンソル積Hilbert 空間 H⊗K 上のユニタリ
作用素 U , Hilbert 空間 K 上の自己共役作用素 M からなる４つ組 (K,σ, U,M) を
一般に Hilbert 空間 H に対する測定過程と呼ぶ．σ が純粋状態のとき，測定過程
は純粋であると言い，また，K が可分なとき，測定過程は可分であると言う．
測定過程 (K,σ, U,M) は，次のような測定のプロセスを数学的にモデル化した
ものである．この測定は，対象系と測定装置との相互作用によって行われ，測定
値は相互作用後の測定装置のメータ観測可能量 M を測定することによって得られ
る．ただし，測定装置は，Hilbert 空間 K で記述され，測定の直前の状態を σ と
し，この相互作用の間の合成系の時間発展は，ユニタリ作用素 U で表されるとす
る．このモデルは，今日では，測定過程の標準モデルとして，広く受け入れられ
ている．
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さて，測定装置 A(x) による測定が，測定過程 (K,σ, U,M) によって記述される
とすると，測定装置 A(x) の統計的性質は，次のように定められることがわかる．

Pr{x ∈ ∆‖ρ} = Tr
[(

1 ⊗ EM(∆)
)
U(ρ ⊗ σ)U †

]
, (28)

ρ{x∈∆} =
TrK

[(
1 ⊗ EM(∆)

)
U(ρ ⊗ σ)U †

]

Tr [(1 ⊗ EM(∆)) U(ρ ⊗ σ)U †]
. (29)

ここで，TrK は，Hilbert空間 K に関する部分トレースを表す．したがって，A(x)

は実際に次式で定まるインストルメント I を持つ．

I(∆)ρ = TrK
[(

1 ⊗ EM(∆)
)
U(ρ ⊗ σ)U †

]
. (30)

このとき，I を測定過程 (K,σ, U,M) のインストルメントと呼ぶ．このようにし
て得られたインストルメントは，実際に完全正値性を持っている．

3.2 ユニタリ実現可能性公理

前節で，任意の装置が満たすべき必要条件として，出力結合分布の混合則とイ
ンストルメントの完全正値性を取り上げ，任意の装置にその統計的性質を記述す
るCPインストルメントが一意に対応することを示した．ここでは逆に，CPイン
ストルメントがある装置のインストルメントになるための十分条件を考察しよう．
そのような条件は，次のように定式化される．

公理M4 (ユニタリ実現可能性)．任意の測定過程 (K,σ, U,M) に対して，(28),

(??) を満たす装置 A(x) が存在する．

上の仮説は次のように正当化される．公理Q1から，任意の自己共役作用素があ
る物理量に対応し，任意の密度作用素が状態に対応する．更に，Stone の定理 [9]

により，原理的に任意のユニタリ作用素がある物理量で生成される時間発展とし
て実現できる．従って，任意の測定過程は，原理的に（与えられた単位系と，物
理系を数学的に記述する上で与えられたある実験精度の限界のもとで）実現可能
である．

3.3 表現定理

さて，インストルメント I が測定過程 (K,σ, U,M) によって記述されるならば，
公理M4からインストルメント I は実現可能な測定を記述していると考えられる．
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すると，問題は，どのようなインストルメントがこのようなモデルを持つかとい
うことになる．この問題は次の定理で解決される [10, 8]．

定理 3.1 (完全正値インストルメントの表現定理) Hilbert空間 Hに対する任意の
完全正値インストルメント I に対して，Hに対するある純粋な測定過程 (K,σ, U,M)

が存在して， I は (K,σ, U,M) のインストルメントである．また，H が可分の
時，K も可分とすることができる．

この定理から，任意の完全正値インストルメントは，物理的に実現可能な測定
に対応すると考えられる．従って，これまでに挙げた 4個の公理（公理M1～公理
M4）の下で，装置の統計的同値類の全体とCPインストルメントの全体は一対一
に対応することが結論される．
このようにして，量子力学の公理Q1～Q4に次の一般測定公理を付け加えるこ
とができることが明らかになった．
公理 Q5 (一般測定公理)．状態空間 H をもつ量子系に対する任意の測定装置

A(x) に対して，完全正値インストルメント I が一意に存在して，A(x) の統計的
性質は，

Pr{x ∈ ∆‖ρ} = Tr[I(∆)ρ], (31)

ρ{x∈∆} =
I(∆)ρ

Tr[I(∆)ρ]
(32)

によって定まる．また，任意のインストルメント I に対して，上記の統計的性質
を持つ測定装置が存在する．
量子情報は，測定の概念が基本的役割を果たしている分野である．この分野の
代表的教科書では，この一般測定公理，または，可能な測定値が有限個の場合に
それを簡略化させたものを公理として採用している．
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