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�TS �U�D�V�W� �YX )[ZU\Y#T]D^Y_[`U5[aTbDcedf5g6 1974 �UhIi �UN #j #Fk�l4m�/ � 1982 �4h<ion ;A�qp�r�s IHES
s[t 1�u4H�6

1970 � v � #Zxw � 1978 � vzy|{ �M ~} w � 1983 � v���{ �U� � w � 1986 � v O #�k� #gw%>
4 �[���[�gR 2D�D�[� (ICM)

)~�D���f-�@[��HV6��[��1 � 2002

�T�[�[�[�D� )~� � ?VbY6���A���q�g�=� �q�=� 1q�F��� �A��� 2D��>o�|a @FPg��>o¡¢d£6�¤=¥ �¦=§ )=uxax@ � cq-�E�¨=©�?A@=�4HAª=«F]q¬4­=^ �=� 24]=^ �=®F¯ Eq°q±²�³ �Y±|´U1Tu�HV6[µ|¶U]T^ �x·T¸I¹Y� 1~º[»�)Y¼T/�^Y½T¾¿EÀ?�b~ÁÂ>
?�@ �YÃ[Ä ºT([Å[ÆU)[ÇÀÈTH É :x� ÊfË #YÌTÍUÎ

(h(omotopy)-principle)Ï � �U YÐI� kYÑ ¹AL k �[� )DÇUÈ[H �gÒDÓ[ÔWÕVÖ (pseudo-holomorphic

curve)
^¿×V�[uUHY� �UØ �YÙÀÚ 1 �~Û � G[Ü � ©|Ý hWifÞTß ´[àWETáYâ)~ãUäYåWHK6

Û � �D�K�I� EVæ�çD@D°Db � � 1992 � �gèI�D�K�I� �YéD/�)gê �Dë `?KbI>qìg1 �YíI�Kî �gï�ðDñDò EgóFìg)gô|a�bY6 2001 �DõF�VöD÷�î IHES) ë `=åIHAøD���=uIù �Yú �x¹ Z[� �D���I�g�=û )=^ a�bg6 ÏDÏDü=ý 5 ab � �[� �T���¿� �~þÀ+[a[bTC î )~��@ �T� EU?�@ � þÀ+[aTbTC î )~ÿH�>��ed���� � ZÀ\ · { 5Da[b Ø >V5x6�� � ú �D¹ ZT) ��� ����	À)~�H 6 Û ��
��U��
 )TuUH�� ��� Ø d���) ����� ��� È~@[u�H[P¿df1 � c
Ø 1 �T� �W� �~/��U1��e?�^[� if�Àh E ³��¿²�� ì��WÈTH�� ³ � �¿E �?K@"!$#=aD@Fìgbg6 ë `IáT"  "%'& ´�)"���[@ �D�K�I� � ñDò ?Kb � 1 �à Ù ��( ?V�¿>�)À?�*�HÀ> �,+ Ë #¿?�@ÀPY� > � # Ð�� -/. á ��0 � ì
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� Ì��WE��e?�@ ² -Àb � ��� ? h a[bx6D� § ) �T� �W��� * �	��
 ÇTç1¿>Ud���
g�[+~åx6

1 � ��� ��� ��T�V� �~� ´|à �Y�|� >�� ù Þ�� ^[� h iV� (¿>�3¿× � " LWÊ������
(almost flat manifold)

� Í|à hWi æÀçÀH ���� ² ^|�T5"! d£6 Ø � É (
> 3¿× ��# ÎW>V� d�$[¤ � �[� �¿� R 2U)ÀP ² *T@ ² H�6�+&%('~#�) {O L+*

(Bieberbach)
��, Í�E.-0/�H�6 Õ21 � 0

�I; #03  4�4�5� E � " L
Ê v +[b ��6	7 w�>�8�9|6 Ø �xÙUÚT� áx1 �	�:� ��; i ^T��<¿ù ï�= 1>�? �[^[�I>få¿HV6
@�A

1 ( BDC"E	F�GIH�JLK @�A ). M
E

n MON � +  n k Ê 1 � " L<Ê ^; #�3  	�&��� >fåWH�6 Ø � C M
�	P�Q ´ � Zn

)�R	SU^&T[º[´WE�U"<V R 1	W ¯ � Zn

�	X NU� M
� ��Y�Z�[

En
) 6 ô�\�]e>T?V@	^�_|åWHV6

M � n M:N�` #Àk ;TL $ba î En
E

Zn

� ^c_À1&dÀa[@�e i -¿H n M:NÊ #U"YZUEfU"<�Z�[U)	g��D6
Zn ��h ´ En

� Þ[ß T|º[´e> ��ikj i -WH�6 Ø ��, Í �T�,+  n k Ê1 � " LWÊ ^ ; #�3  	�	�O� EVº�le?V@T��HV6
M ) � (I>K3�× � " L<Ê ^ ; #03  m�m�0� E ,4n ?gPId 6 , R ε > 0

)
�À�D@ � +  n k Ê ^ ; #O3  m�	�O� � ε-

� " LIÊ > �[�0;OoUÕf1 K
>p&q

d
)��À�T@

|K|d2 ≤ ε
>V^�H Ø >�1Tu�H�6�r:sTÆ ��t�u � p&q d

�v a[@T�UH � 1 � ; #�3  �w"x E , R:y{z�| ��}�~���x��������I�:������ ���&���
M � ���(���(�����L� �b� �����	����� ε > 0 ����z�|���L�L �¡O¢L�f£"¤

g �m¥O¦§z�|O�©¨O� £L¤ �mªL«�| M � ε- �0�¬� � � ���­ � ���L��� ���"� � �O����� �����(�f�k�	���"� � ���L���®�¯ ��°�«�±�²�³�´&µ"�������L� � � � � «������k���¶�����"� � ��&��� �	¥�¦�����¨��&·�¸�¹�º(» � ¥�¦��&ª�«:|�¹��:�	¼�½	¾ ��¿&À�Á �¡�Â
L Ã�� ����Ä:Å�Æ · Â G

�	Ç"È |�É�Ê ������� �Ë� �:����� M�:���k���(�	�:�"� � �������I­ ��Ìk»Í��Î{ÏÍÐ �	�&��� � �Ñ¼�½�¾ ��O� � �fÒOÓmÐ �f�&ÔLÕ �×ÖLØLÏDÐLÙ ε > 0 �m�§zf|O� L �4ÚOÛLÜ �mÝOÞÃ�ß È | ε- �O�L� � �( �¡�¢"�f£"¤ Ã M à�� Ý�á"��â����ã ·"ä&å��"Ì � ·�¸"�&ª�«�|:�	æ���ç�è�é(����ê&ë�� �����kì�¡ ¼�íî ��ï"��êmë{�ð�"ñ ® � ÌI»ð�	ò{ó �
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2 ( �����	��

����������� , [’78]). ���:Û n > 0 �	ª «�|���æ"���� Ã��Oª"êmÛ εn > 0 �	¥�¦ ® � : M Ã n æ��"� ���f� ��� �k f¡�¢L��m�O�L� ���
���! K �
" �!# � |K|d2 ≤ εn � ® �f��­ �I� â � M � �� ¼L½m¾ �m��� Ã!$�%'&
(L��)fª ��* � M �'+
, Â �	¼L½m¾ Æ · Â Ã!$

%.-�Û ��/�0	�
êmÛ εn

�21
3 � ÖLØ¬ÏDÐ54O« �f� çOè.éI� �'671
3¬� 12 8 ¡:9m�';�<Ã'= ¡
>O¡ (Buser) �!?míA@7B ¡ (Karcher) �'C
DL�'E
FHGfÙ',L�
ImÛ
J8 ¡�9	��K�LNMPO�Q�R �PS�T"��Ì�Ð�Ó:� ­ �VU�W��"ç:è�é(�&��1�3��.X«:���"èPY�Z���[]\_^�í `bakÃdc�e ® � ��«�»gf�hi) /Nj 4�k � � � �� «�²k��«�» ­ � �:�"����Ô�Õ ��l��.1�3�� 100 8 ¡V9 Ã�m¶Ø ��n «])�]) � óÍ�"çOè�ék�	��1�3�� ÁOÝNo G�p.q�r �'s � �.t G�«���) �����­ ��ê�ë���æ���u ��ì�¡ ¼�í î ��ï���ê�ë���v�qw4�xyG�« � �:�"� ��:����� ��z�{��O¨��P|�}�&�(���~ ¡ �   �N���N� �:�"��­ ���  �¡�¢�d��� �P� ¿��P��Ô��:�"������� ���¶���(�����"� � ������� ��� � Ï²�� j ¼"½m¾ �( �¡	Â ������G�4�« ���]�m� � � « ��(���¶�����"� � �	�:� � �V��� �w�	�����"�.�:Ð � ��� ���"��� Ú� Ü �'� Ã��N�LÌ(» � M Ã ����� �{� ��� «���� � n æ��  �¡�¢L�	�	�� � ® �����"� ê	Û a < b < 0 ��¥�¦�G_4����N�_ K � a ≤ K ≤ b < 0Ãd��ÙiG���²&ª M � �V� �P$]%(� ® ��� M � ����� ��� ��� «�²(Ï��
%:�. N¡V4�«¶ó Æ ·�� � rÍ�.¢ � � ��� �P$]% � � � ¨���Ì¶» �	Æ ·�����(���.D{ó ��È 4�«¶ó �"�&��� �:¨���Ì¶» �&Æ ·�� �£?�[V¤ � ��Ò�ÓÐ]4���¥�¦"Ü���� n − 1 æ���� ����� ��� ���	��� N �_§�¨�©"��¨ � ��L�f�

N �
?
[
¤O�
�
�I�.«LØ �f�P�
ª 1L²IÏ M �
?
[
¤O�'$�%'« �O���� ­ �k� â N ���5�(���I�	���¬� � �����O�"�O�"��­ ���'¬�Ï�Ð�4�«��� )NG M ��­	� �m��� �mªN®Ar a = b = −1
� Ï N �"���¬� � ���	������"���

2 ¯ ° ± ² ³Â �2´
µ7¶ (growth) �4ªL«742F < ®¸· Ù j �'¹ Â Z2 Ã»º ØOÌ » � ­ Ð�V¼	ª��.� a = (1, 0), b = (0, 1) ½ R�áy¾ Ð · � � g = (n, m) � anbm �¿ G�« � anbm Ã �À3�Á � a, b � �ÀÂ � ��º(Ø	Ù¶� â ��¨:�.3�Á:Û n + m�O�c�ÃÂL� nH¾ � �fÒOÓmÐ · � � (n, m) Ã � ® ` ®�Ä ��ÅfÂ �'�§�
G!4 ¿Gf«'k�ÂL� anbm Æ
Ç ��) an+1bma−1
Ä �È��%0�
É · �O�&¨O�LÌI» Ä ÂL�ny¾ ��Ê�Ë
Ì"� n + m ½�É · �k­ ÐkÃ_� (n, m) � nH¾ ��Ò	³ �
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­ �"ÌI» Ä ­ �����'$N% R�áOÂ Ã������yGfÙ���^�� ^ (Cayley) ç����Ãdº(Ø · ����4
	yr�� ® « �k­ ��ç�������
wu���{"� Â ������{�� ���®i· �
� ª�� R:á �(Ã Â���� �VG�4.� g �
� � · � ½�� h �&Î{ÏðÐ · �â � 2 
�u g, h Ã�� ½ Á ³§�f« » í ¡ í�½ Î§ÏDÐ · ÀOÁ Ä ç
�0�m�O�
�'^
� ^ ç
�0�2½:É · � Z2 ���2^�� ^ ç7�O�4���
�0� o � · �0Û����5½7É · �­ �2z
{¬� n ¾ l �2�¬� 8l «5É · �¬­ Ð Ã Z2 � ROá � (1, 0), (0, 1) �4ª¬«
4���´�µ���Û�� γ(n) = 8n �� » � ¼�ª����N½ R�á�¾ Ð · ��! Â F2 ���­ � R�á �L�	ª�«�4���´�µ"��Û"� γ(n) = 4 · 3n−1 ½�É · ( # 1)

�
n ��É · �%$�& p(n) �&¥�¦yG�4:�m���"� n ∈ N ��ª"«V4 γ(n) ≤ p(n)��U�� G � ��$�& ´�µ�¶kÃ���ª���«{» � ê	Û C > 0 �	¥�¦ G�4��	���"�

n ∈ N �	ª"«�4 exp(Cn) ≤ γ(n) ��U�� G ��-�Û�´
µ�¶kÃ���ª���«§» �Â ��´Vµ'�	Û�� Â ¹ � ½ Ä ó R�á ���])�Ì · ��� ��$�& ´�µ�¶"�.-�Û
´
µ
¶IÃ
)fª§�f«§» �
� �O¨mÐ"(mÐ Â ¹ � ½*)�® · ­ �f�m·L² È 40« · �­ Ð�Ï���� R�á ���%+�,"��Ì�Ï Ä «�¹ � ½ Ä óÍ� Â � �.- ¿Vn � ��«�»ä.Ì���/"¹ � ��Ì · �ê
0"²¶Ï�G�4 Â �.´�µV¶�� �V��� Ü Ä ��� ¹����  �¡�¢��&�	��� �.+, Â ���	G�4���¨��N�� �� ´�µ�¶"����/"��®	ª � ·�1 í�2 ¡ (Milnor) �ê&ë (1968) �.+�,�Ü�½�É · : � ����� �{� ½�3����V�N�� ¶Ã���ª  �¡�¢�m�m�O� �'+�, Â �'-OÛ
´
µ
¶kÃ!�Oª � � äA��4O� $�% R�á �m¼L½m¾ Â ��%$�& ´Vµ�¶(Ã_��ª ­ ����¬�Ï�Ð]4�«:Ù �"�%$�& ´�µV¶(Ã��:ª�$]% R�áÂ �	·�¸"�Lç�è�ék�	�	æ"�Oê�ëN½�Ö"Ø	Ù �
���

3 ( �*5�6�7�8�9 , [’81]). $N% R�á�Â G � ��$�& ´�µ�¶kÃ���ª ­ ���� G ��$�%.-�Û"�	¼"½�¾ Æ · Â �	¥�¦ ®	· ­ ����ä�Ì�:­ �5ê ë¬� Æ<; � Â G �>=@?<ACB�DFE>AHGJI@K<ACG>L<MON�PRQ@SCTRUWVXCYCZ P>[W\^]C_ X�` :�aCb@Bdc@GOegf^h G P>iCjRk�lOGJmOn>o�I�K<Agpq"r�s B<t ` P"u�v�w*T 2 Gyx*z�Ayp�I�K�A Z V�_ q"r*{ Y ]"P |~}C���� G��
���
��}��
��� (Tits alternative)
Zd��� ]�B
����A���G X��%X��

h%L'���%��]����������'� { x
z�A�p�I�K�A Z V�_ q�r h�\�k�l������
p���� {�� �¡�¢ P G T�£�¤�¥�������p�¦�� Y�Z s \�§�¨©V�_�B"ª���m�� «¬G­

5 ®*¯CG*°�± ²³�C��´"GJµ�¶�·"T¸D�E*·CN�hC� YCZº¹ p�»�¼�V�_�BOD�E
·�G
i�j%½�¾�I�K�·�G%L�M�N%¿�À�Á�� Y�Z ��Â�Ã�p�Ä'Å�V ` { �� �¡�¢
G�Â*Ã"�yÆÇ]"T*È�É�Ê�]'_ X � s Z�Ë s ] ` \�BÍÌ"P Y G�Â*Ãyp�Î"Ï"� {
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3 � � �
�@ �¡g¢ GJ�@��·��"G����¸u�� « P��
	�· (hyperbolic group) GJÃ����� f { 200 
"E���� X ����� [’87] P MSRI( ������E�w���E�N�����l���G����� ¹ G�§ ��!'N "$#�\ ]�_ X � { Y G
���'N%� X _�P 3 %�G�°�&�'

T�§�_ X � { MSRI P 1 ("G �)� G+*)'"}�E),"p 2 �)-���±.#�_�B%c*]"N/�0 ` ����1 p32$#�_ 4�576 ] � { ��8 p q #�l�9$:�; <�= p >�?A@�BZDC Æ3:�E'v3�$F�PAG 8 1 (�: ����H�I ��@ ����� :A"�J�E�vK��F%l'P
50 LNM�\ X � � f s*{ '.:+O�PQ?*NOe�� Z 1985 (.:@})F),�P+R.SJM.T+U
·��.� 0 ` eyf��)@WV�X.Y+: �)� 2)Z.:�[)\�2 “Essays in group theory”

N%���'T��'� { Y : MSRI ��:�]�^�P
a7_d£ X � :�� 0 ` e�f���@ Y :
V$X�N
����`�½�a�b�ced�w Z Vd_ MSRI � f©V ` ��� = `�g T�@�c�:�hi K�j XAk�l p'V�_ X � { �� �¡�¢ : �m	�·$:�Ã���NAn�p�¨ V ` È�µ�:��� P�o�p)��q
·�� (geometric group theory)

Z���� ]�_ X � {
È)r"� X fÇhy\s@t�u	�·.:*Ã��"P+v)w.q�h+�Q	+x���N)y.z��s�Q	s{yp+@|�}�~ XAa76�\�N�P�i�j
½�¾�·�N�������� � u ¢ pK�©V�_%È���� V3@�c

] pK� 0 _ |�}�~ X�: ����q�hA{���a�����·$:���l�q�h�{�� p3�������
:������ { �m	D{�p�¦���·�@*Á�h�T g ��	�·$:������ Z V�_A� X � s �
_�B�V X :�P���vK��w « h���	�	
��@'e�_�È���N���vD��w�« h��m	
£ �� :+*)'�·"���"� { c*]�\s:+*)'�·"N+�)�.:+��l�q�h+{)�.:*È�� Z V�_)@
Z2 N)�+�"h+�)��·yp q t�h X"Y"Z T��"� { �Ct s N�P)@ Z2

Z�� N�h"� ~
X�P)�)F"w��@��d�x��+a ¢ uC�g«�«�F"u�c��)@W�Q	 ~ X Z P+�){"T�  X {
È���N�@ �� �¡�¢ :�¡�¢�:+�m	�·�N�� Z2 N)����h�����·�P�h X {
�Q	�·£:�Â+¤yps¥.¦�N�§)�yeyf { �Q	+x�� H2 ¨ N 3 ©"T |)})ª s \�h
�+«+¬)­ ∆ p¯®m°�� {²±.³ cµ´·¶"v3¸.:�Â*Ã sQ¹ ∆ :��+º.» π ¼)½"���
� { e 0�¾ ∆ »�¿�À�È)��Á�Â�Ã)« ¬�­�Á�h 0�¾ Ã'��Ä�Å3À+� s � { c�:
Â�6
p3Æ$:'e�fÇÁ È � f { δ ≥ 0 p
Â%leÅ�É ¾ @ |�} « ¬�­ ∆ :�Ê�¡�:
È)©.À+Ë�:)Ì+©.:+Í)2�Î.: δ- ��Ï.Á q t+Ðy�£Å+?+«+¬)­.» δ- Â.ÃQÅÑr f {
�Q	+x���: |)} «�¬)­.»+Ò ¾ 2π- Â�Ã { Ä+:OeyfÇh)@ |)} «+¬)­�:*È)�"h
Â�6K»���F�w�����d�x�����»�Å ¹�s Á
¾e_3Ó�Ô�h�Ã { �� �¡�¢ »�Ä : {
�'� |�}�~ X X :���	s{�psÕ�Ö)×mz+Ô { |)}�~ XQÅ3»)Ì�Ø): Ù���À |�}ª : 8 6d�
a��e6�Ð �KÙ�� ~ X���À�@����
Â
l δ À Ú I É ¾ Ê�¡�: |�}
« ¬�­�À δ- Â.Ã�Å ? X » ��	�q�Å ��Û {
Ä+:�Â+¤.Á"e��.Ås@ n Æ�Ü)�Q	 ~ X Hn �.z*��hQMÝ@Þ¦*µ)ß"h+à)áN�sF

,'v*£�� � Á)@@���*Â�l c > 0 À�Ú I É ¾�â �.	3ã.À −c ä�å�h ¹ ��	+q
Á�h'� { Â�¤�:%È���{ s�¹ �KF�,'v
£ � � �$z���h�MÇæ'j � u ¢ �'�K�
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	Aq�Á�hm_'f�� { ��° � � �KF (tree) » ��	 q����'� { a'b�@ � �DF�Á
y�Ã ¾ «�¬)­�»
� Û Ð ¾ É�t 0�¾ Ã ¾ 0- Â.Ã ( � 2)

{
6 ¾ i�j
½�¾�·�Á�»��A�e��� � u ¢ Å3Ã©f � u ¢ À × i É ¾ Ã�Ô { �

u ¢ :+©�: 8 6*p 1 ÅÑ®u°sÐ � @ |�} ~ X)Á�hC� { �� �¡y¢ » ���N�Ñ� �
u ¢ À���	�q�hmÅ ? @*· pK��	d·7Å ��C � { ÄDÐ�»�½�¾�Ü�Á�e ¹ h�Ã {
�.Á�h"� { O.Á"�s§)�.Ô)À)@D�Q	�·.» Z2 Á)�+�"h+�)��·yp q t�h)Ã { Ä
Ð$»
·�:A��	K{�:�Â ¤�À�@+�'��q�Á�»A��l�q���h�Ã sm¹�� ?������ { È� @�����Á � °��3��	3{�:�Â ¤ s�¹ �� �¡y¢ »�£�M3: {���p	��Ã�Ô {
R�S Î$T�U�·���Á�» 8 Ã�

��À��m_Ç@�����a�}'w�����w�: 2�º�À%�m?s 0 Ô�À�@��
�eÉ
����È�q�h
�
�   F���À�����T�z%��»�h�Ã {�� 0�¾��
ÉDÃ'e�Ã�Â�Ã�p���� Á�»��
 �Á
����!#"���À��
$�%�&�'�(�)�:+*-,/.�01 %
2436587+9�:�;�»�<�=�7
;+9 � ÉKÃ�>�?@9�A-B�C�Ã�Ô�ÅDÃD,FE+G
%H $+I#JLKM,N(
O
P�Q�R+S�T+U�V+W�.�X
;@Y�A�T@U+Z�Q�[
\�]-'�^@J�_`6a 2�b�cDJ
d�e�f-^+d/g
]@h�i�j@Y
&@'�_
2�k�l
m�W�.�0 1 _
&@'+J
b�nDd�e�o�h�*-,�Q�Kp,N(
3-587@9�:�;@Y�)�q�r�%
Q�R@S�T+U�V�W
Q�sut�q@v
h�w�x�y+Q�2+*+z

k�l
m�W�.�:
{-B�|+}�w
~�e�&�'�(�O��#B��+�+'8(�7@9��+%�l��+��]-'
J�������Q�.+'�e�9�B�2p�����#����J8����(
���������M� (Burnside) ��

(1902) J�Y�2+���@���
�
7 G 9���E@9��+_M�F���#���+J�]6'8( G Y��
��7+���8�-J�hD,�e�9�%�&+'8(��@���
�@%�.+Z�q��� 
¡+Q�¢
�+_
b�£+�
'�(¤�-}��4¥�7 Q B�¦�§�7 Z %�¨ª©�w�7+%�&�'8(«�����4���¬�/� � B8­® W
Q�{�¯�]-'��+�����
7�9���Y�sDtLq�v
h�w�_
2ª°�±�²#³�Y�3-5�7-B´ ©�v�2�k�l�m+W�.�:�{DJ¶µ+·�.��#B�|+}4w�(
¸
¹

4 ([’87]). G B	ºª�43#5	7»J�d Z Q�¼4½�.4¦�§�7�B	�+�4¾�¿�À4Áªr
.ÂhÃJ/]ÃÄ�(#^�96JÆÅ G 9ÂÇ�7 H ÀÂ24º@�Æ7ÈÀ
ÉÈÄ�_���EÈ9��@_Ê�Ë�
�-����À�ÉªÄ�e�9�_�Ì�Í�]�Ä�(
w�I�d�O�P�Q H Y��ª��Î�Ï�7ªÀ
Y�.�h4(Ð°�±8²�³�94;�ÑªY�Ò H�ÓªÔ�ÕÖ 7 (small cancellation group) 9�:�;-B ´ ©�v�h
v�×
Ø+W
b�g�]@h�Ù�ÚÛ I
_�2��#}�� G B 2 � a, b À����uÜ�q6Ä�Ý�Þ�7uJ
d�ß-àáÙ G 9��
E+9

�@Y a, b Q+ß�Ä8â w À�ÎDÜ/q#Ä�Ù n ∈ N B�É+Ä+Ý/ã
¿uJ�d�v�2�ä+9+ß-àå Î�Ï�9�7�B8æ-}�ß#àNÙ
H =< a, b|wn = 1,∀ w > .

w
I#d82
ç
9 Ô�Õ Ö À w Y a, b Q+ß�Ä�è�v
9�â w B8æ#}
Ä�J/]#Ä�Ù#ß�©
v+^	q�Y4���4���ªI�_��ª��Î�Ï�À�Y å h�Ùêé#t	��Q H 94��Eª9��ªY n �
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]-Ä�J	������Q å Ä�Ù d���d H _�ºª��7�Q å Ä4��Y�§ª�-t å h4Ù ��� J
d�v�Y n _���Å
Z	q�� H _�º+��Q å Ä����
	ªY
�
�uà¶À�Y�É�Ä	Ù r�w�â
w Q ß ©Æv n = nw B��Ð}4v e o�hÐJ¤d v ��� qªÀ e H 9 ��Eê9 �ªY � �
���4��À�Y�É�Ä�����q�_4�
�+À å Z	q�� H _�ºª��Q å Ä�����	ªY#Ü�t8Q
���uà�À�É�Ä�Ù�^�9
É�w6z�B�k
l
m+W
Q+Å
���#J/X�; d�w�9�_�ç
9 ® :
À«É Ä Ù������� �³ (Zelmanov) Y �ª�ê� � � � � � 9 ­ ® �ªQ å Ä G _
Ò å h ^ªJ B Ï d	v«2¤³"! �#��$#% B 1994 & Q#'
% d v¤hªÄ ÙÐJ ^�(4À«2
�+�������¬��� �
) 9����4Î
Ï�7�À�9�¢
�ªY�b�£���©
v�h å h�Ù

4
* +-, . /10 2 3 46517 8 9 : ;

< �>=@?u�FÀ�A+Å�9�B�h
w 2 ä�� `�C�DFE £�r6z�5�~�Y���G+W�Q�YIH
¿@À�§
J Ü�q-Ä�Ù#^�9�§�J+Y�ä@9�E+G�À�k
l
m+W å §�J�À@e�É+Ä8Ù
] å
UK� E H�¿ª_ 0

å t45�L = 1, H�¿ª_ 1
å t45�L = 0, H«¿ª_ 2 Mªç å t45

L = −1 9ON��
�ª�QPKR�_ª5�~
Q4Ì�Í�]#Ä8ÙÐ^49�x�y�B E 5�~�Y�S
T
U E
r
w�Y�O�E
UV�I� åOW J8���
Ù�O
X E 4 ä��
Mªç�À
Y�Y å ÄQZ�j+_�É�Ä	Ù
¸
¹

5 ( [K\�]V^
_�`�aVbdcfe , [’87 G-T]). � E 9�g ¿ n ≥ 4 J ® ¿
ε > 0 QIh»d8v E n ä���9 < ��=i?»� å `�C
D M _�Ì�ÍDd	v�ä�BQjªw�]�Ù

• M QÂY É ÄkN �l� �mPkR g _ Ì Í d E � 9on ~ 5pL K QÆ£ h v
−1 − ε ≤ K ≤ −1.

• M Y 3�5 `�C
D À�Y å h Ù�] å UK� E n�~ª5�L = −1 J å Ä�ß�à å
N8������PVR�Y M ç�Ì�ÍDd å h�Ù

^49 M 9#q���ÑªY�rª��À�~Ks4h4Ù d	��d¶7�;»J8Y
t�u Ô4Õªå h���t¶Ov À�w
x#Ä�J E < ��=i?D� å�yiz `�C
D X {�|�ä�� 2 {�è
}
~+W4¦�§ `C�D
Y Q���©�w E É�Ä�§V���
��_ M À
É�Ä8Ù� Q�w�xÈwÈß6à Q M _ 2 äÂ� å t ®�� {l���ÂY�� z���w å h Ù
� z

L�{iN������>PFRF�Q��£ < �Q=6?D� åFz ~
Q
Y yiz PVR
_����
�-Ä��-t
À�É+Ä8ÙuÜ
t�Q 3 ä��@À+e�x
�+Y�¼ � JLK+U�q-Ä�_ E ^�q+Y��
�
�Ê�/�
(Thurston) { 3 ä
� `IC�D {�k
l
U�����{�O�¦@ÀI�
{�¯�À
É@Ä�Ù 3 ä
�
{��
T�Y 2 ä��F{+ß-à/QIS�T
U � z L�_ ® ¿uJ�huà�^+J���Y�����À@Å å
h4Ù�d	�Ðd 8 £K{����ªW å k«l
q��ª_ s»t qªv«h�v E �4qªÀ 3 ä«� `#C
D
_I�
wDÜ�q�Ä�J�hDàf{�_�k�l�U
�
��À�É+Ä	Ù
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^�{ ®�� �����K{������#t	b�v�S�ß�à Ù ®��	� { `�C
D M I�_ E < �
= ? � å � z L `#C�D å {«À E ��{�

��� Y y z � À«É Ä Ù ¦«§ `#C�D Y

{�
���� π1(Y ) Y E `#C�D X {�
���� π1(X) { ¦�§�� À«ÉêÄ Ù X, Y J e
Q y z `mC�D I«�Ðt E W � t e y z �êÀ¤É Ä Ù���©�v E X { Y Q���©�w §
���
�+Qªß�Ä M {�q��
ÑO��
����ªÀ�b�v�SªÄ�J E É�w��ªe yiz � π1(X)

{ ¦«§
� π1(Y ) Q���©�w � §��#��� ��_ π1(M) À¤É Ä Ù�e d y z � { � §
������Q@ß�Ä>q
�+��_����+À ®�Ö U+À@Å8q+� E y@z ��{��+w å q
�uJ
d
v
~Vs�h�IK(#à Ù

5
� � � 8 � 7 � � �

N	��� L {��
��¦«§�� G _��� �¦«§�� J Y�Ç�!�" L/G _�#ê����}�$&%
£+h�v�����% å Ä�^('8À�É�Ä�Ù�)+*�� SL(n, Z) < SL(n, R)

åiW À�ÉªÄ8Ù, %Iw�x(-+ß6à.% E A@ÅI{�B0/�- <21 =6?43 z6527 H�8 g 9 2 M+ç å;:y6z PVR�9��;<I{ 7 E�= {�
2��� G > z65 {�?�@
��� H2 {��
�2A2B2�
'�CED E PSL(2, R) = Isom(H2) {F�2 �G2H��0%2IJ<EK�G�H2�L'2CED�{
G {�M�NV{�O�X(> z�5 { yOz PVR�%(P2<�Q('�%�R�STC�P+UVKW D�XZY�[��K{��� �G�H2��9�X]\_^�8���`�{�I�a�G�H�� 7�b <���c(X =d ��8���e��� �G�H��f'�P�g�K6)	*�h SL(2, Z) < SL(2, R) 9�i�j�e�I�)72b <�K�k�l(X&m 5�n�o�p2q G r PSL(2, R)

n�s�t G�H q '�CED�u	*�<v c&X�8�w�e�I v cx' = U 7 I�/ v c�9 b <yK�M�z�Xy8�w�e�I v c�>�{}|~6��� CE�2I+�.X�k�l0X G r PSL(2, R)
nF�2� G�H q '2CEDFM�N�a�<�O

l����0>0�E�+�J�����F[��J�+'E�2h d X 6g − 6 ��� n�� [(�(Y��(���(�
'��F� 7�b <EK	PF��D2X G �2�F� 7 82w0e 7 I�/ s�t 9F� ~6�� 0¡F� b
<2Q('�9�H��(<EK
YE[ q �2>(� 1 �0'�/LU£¢�¤JI�¥29 b <EK	Q d >+Y�[ q ��¦¨§0�F©0ª

C�D�/�<y«�¬���� n�­�n�� [&��Y®�]�¯��� En

n�°�± ��� n
n Q�' 7 XF-

'F*�h SL(n, R)
n � 1 ��> n − 1

7�b <EK�� n�²�³+´ Y�µ (Margulis)
n

¶2· > ± A�¢�¤ 7�b < (1970 ¸�i ) K
¹2º

6 ( »�¼(½+¾�¿�ÀFÁ�Â�Ã ). � 1 �F9 2 Ä0Å n�Æ2Ç6È YE[ q0n�s�t G
H q >�8�w�e 72b <�K
É ��Ê�ËJ-�9�X(m 56q(n v c�r�u+Ì d h PSL(2, R) ��>F8�w(e 7 I�/s�t 9�-�� WEÍ b <EK PSL(2, R)

n � 1 �6> 1 Î�92X0� 1 �69 1
nFÏJn

Y�[ q ��X�82wJe 7 I�/ s2t G�H q 96Ð�Ñ2a;<F��X�Ò�-�M0z���Ó2Ô2Õ;P
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��� U n >��	Ì�� ����	 7�b <�K m 5 > 2 ��� n�
 m���
�� 7�b <�9�X n

��� n�
 m���
2�0��«���a;<JY�[ q(n ���2��� 1
7 X SO(n, 1)

��� � d
<EKZQ n v c�> ´������ ����������� -  "! � � (Piatetski-Shapiro) �(P# 82w(e 7 I � s2t G�H q 96Ó�Ô W d D � <�K�$2��� n v cJ>(Q d Ä�%
��& n Ó�Ô�9 b ����K
¹2º

7 ( '�Á�Â�(�) , [’88 G-Sha]). *�S n n ≥ 2 ��+ � D�X]�,�2� 1
n

YE[ q SO(n, 1) ��>�8�w0e 7 I � s�t G�H q 9�Ð�Ñ2a+<�K
Q n Ó�Ô+r 3 ��� 7�-(Ç ��.0/�a+<�K M1, M2 r 3 ��� n�
 m���
�� �
C�X = d"1�d"2 ��3�4�e�I�5�m76 S1, S2 r�8 Í�9 � D�X M1\S1, M2\S2

2:2¶ � a	<�K W : � 
 m�m�6 S1, S2 >�;�< � a	<�K Q n ��= X M1, M2 r= d>1�d
S1, S2

9�?>@ CED2X = d : r ?A@ 6 9CB # cADFÕ(D6k�+ n :2¶
I 
 m���
�� M rFE+<�G 2�H�I < ( J 3) KW D�X Y�[ q(n�K w�e�G�H q ��+ � D n�L�M � : XN��C M

n�o�p�q 2K w(e�I : X M1, M2

= d>1�d n2b <�O ¡�P�Q M ′

1, M
′

2

2 ;�<(��I(<EK2k
l�X�R�S n O ¡7P�Q rUT"��I � P	U I M1, M2 r�Ó�Ô�a <�Q � 2�H�I < n9 X b+: �WV�X�X = n P+U I�Y�+(� : >WV�X d h�X = n \[Z�\(` M

n�o
p�q > K w�e 9 I � K,Z�\(>�w�] ­�n�Ç�^ hybrid

n�_ 9 b <�K ´`�����n w�] ­ 9 n�a0Ç�^(n�b0c l0>+C�h+C�h � [ � � 2 b <�K

6 d e f gih j k l m g n o p q r
 m qJn w�]J�Ws K ¸ut�v ´��F�w��xF����q w0��+ � v n �Wy£k�+ n± =�z w�] \  0¡ q0n�{�| eC}�~0¥2`(r �0� � [’93] �0� n(­ 9 ´����W�x � n��0��´ ���(r��0�Wt�� :

O ¡�� Ô q r \[��;�<(`��0����v�����ÕW���
��;�< L Î 2������ z���� x Ê2Ë z��>�A� �wt�v ��� �C� n��A� 9 2 +nC�2� �(� 2 ��� � Í��F� ;�< ��� y �A� Î � tFv � ������� xF���2q
r���� � � ´ � � r�S t�v�3�4���� ��¡"¢ G�� � ��y¤£�¥ x z�� Î"¦�y§�O ¡ q(n ����¨ �0© ��ª��¬« z m�6 nC­ �>®���� z � � K�¯Jn�° sF± ¢��² 9 ��� x ¢�¤ 9 ° ¢ �(Å n ��	 2 k�³�~0D���v �0¢ n�x �� 0¡ q �� yµ´ K ® z «�¶;r���;�< ��� yµ·�¸ ¯ ® z L�M � �C¹w��k ¡ y�º Í �º � L�M 9 ����» ¢0��� ¦��>��¼�¹ z�� �
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��;�< L>x ��¹0Ò 9 n�K�¯ 9 � ° ���wt ��� �>�C����v � ������;�<�F� y���� 2 O��(Î���� v 6 � t�v 1970 ¸	� n�� µi« � (Mostow)
n�
L ���	
�� / 2 ° ¢ �(Ò������A� (Dehn)

x
20 ��� 
�� X2� �"© �Fª;�« z 
���� 6 
������¬� 
���� 6 2 ��;�< 9 ° ¢ G����! 	"�v � � 6 �
 ^ 
��C	 � R � ��	#
�$�% �AtF����&	'Ws)(�*�+ � ��
 �	�	, 
�- Gx ·�¸ ¯ ® ��. 9 ° ¢ �/ Z103214 y65 � ·�¸ ¯ ® z6718 x ��91:1;�~ z"� 5=<�>14��@?A*6+ ��#
�B � 7 ¨ � �#
�C�D ® � >�E�F�G / 7>z � < ��
 ��9�:�;�~ z�7�8H ° ¢�� 5 x�I�J ®�K�L H ° ¢ �1M�N � ��
 ´ D ® z�7�8 � ?�*�+�O�PH ° ¢ 5='AQ6R � H ° ¢�z � x �191:1;�~ H ° ¢ 5 x1S s z 41T"¦�y�t �U�V � yWTA5�tFv�X ��Y x6Z t!4��[ �\5�]_^�` �6a S�b�c � <�d	e�f�g�h � � a S C�D H�i#j 5_4lkµ´D ® 718 `6m191:1;1n H ° ¢=o ]='A]6p=q3`6r32�s1t V3u1v=wAx6y1z6{3|}#~���� | p y���D	��7�8 <�>�E�F�G / 5!4�k������ ��7�8 5!��� H��� [�� ���\]_^�����^�h�' � o3U�V�| p y�z�{ '��_���	�	����������5

m�9�: ~ a S�b1c�� ` | Z2 � a S C�D H�i�j 5�4 k �1D���7�8 X¡h�' � o¢ r�'£��¤\�)q�^�4 V [�� 2#X | p y�¥	v�u�¦�§ '£�!¨�©�ª � X y <� � o
M � 3 «1¬ y3­ ,=®A�°¯ BA± >�²1³´5�] | G �6µ y�¶1· � 5 } � o

p y 5�¸ | M
y@¹�º¼»¾½

H3 5 G `@m�9¾: H�� � o M�N |�¿ �ÁÀ�Â�,
(Sullivan) 2�Ã_q3+�ÄAX!Å´]!4 (1978)

o }�~��3�
H3 5Wm19�: ~ � ` a SCÆDÇy gÆh �ÉÈËÊ qÇ+ | � � 3 «Æ¬ ­ ,Ë®É� ¯ BÉ± >Ì²Á³ y�¶Á· � HÆ� � o

1990 Í	Î |1Ï�Ð�Ñ (Gabai)
|6Ò�Ó ]�^�e3Ô=��Õ�, (Casson) 5_Ö�, u�¦Ñ3×

(Jungreis) `6« yÆz6{ È�Ø Y ] V�o 3 «1¬�>6²�³ y h�Ù32ÆÚ14�^6Û�Ü~�Ý�Þ H�� � o
ß�à

8 ( á3â�ã�ä!å æ (Seifert) ç�è3é�ê�ë ). M
È ­ ,�®£�l¯ H�ì�í ~

3 «�¬	>�²�³\5 } � o G
È µ y�¶�· � 5 } � o G < Z 2���î ~ Å�ï�g�h��È i�j ~ � M `�ð Ñ�x1ñ_ò ¯ôó�õ H�� � o

p y�z�{�y Ø Y H « y�z�{ `�M�ö y�÷ T�ø V : ù a S�b�c�� G < B�±
��� H2 5�m�9�:l5 } � o p y 5�¸ G ` ± � ��È a S C�D�y g�h � 5�]
^ i�j o�V T�] ± � � ` ­ ,_®��\¯ ~ B�±1± � y�¶�· � H�� ��ú oû�ü |�u1v!w�x ` ù ¦ ,�ý § � ú 2�ö	4�^ y�.�þ È!ÿ 4 V [’03]

o�� �
X���¸�^�4 � ] |���� ;	��X ��

� ]�4�p	5_` ÿ�� ~ 4 o�u�v!w�x `�:
4�õ | ù���� ­�x (Novikov) ��� ú 2 Ê 
�����H 4 � o ��� ­1x ���3` ¯� v�� � y���� T�< |�� H `� 	! � y	��� 5�]_^ z F#"%$)q�^�4 � o �
� ­�x �	� È M�ö y�&	'�( 5�]�^ ÿ�) q V�* ü ;�n,+ y�-�þ 5 ¦#. ý §
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� y�-�þ#y�� H |�¦#. ý § � H `���?��l] È u�v_w�x `��	�#2�]_^�4 �
Ã£k�T�< |�U T�¨�ö ) ø�^�4 ~ 4 o�¦	. ý § � H ÷ 2 ~ ��
 Ñ
��� 
 `B�±!7�|�� Û�������F � | µ�q32���� × ® . ý�� (expander) 5�����q �� ��� y a S u�¦�x�y���� ~�� H |! #" ~�$ �&% i U q � oAu�v_w�x�y$ ��` |
' ö�X_��(�X ��
 ( � � o

) * + ,
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