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曲線の幾何学から生まれた閉リンク機構
鍛冶静雄 ∗

A closed linkage mechanism having the shape of a discrete Möbius strip Shizuo KAJI

３次元空間内の複数の剛体をヒンジで数珠状に結合した閉リンク機構には、Bricard6Rや Bennett4Rといったもの
が知られている。その設計は高次の代数方程式を解く必要があり一般には難しい。本講演では、ある種の Bricard6R
を任意個数のヒンジに拡張する、新しい閉リンク機構の族を提案する。それらは、ちょうど１次元の自由度 (1-DOF)
を持つ、ある種のエネルギーが任意の状態において一定値をとるといった、特異な性質を持つ。さらにこのリンク機
構は、離散化されたメビウスの帯ともみなせ、純粋数学の観点からも興味深い。しかし、ここで述べることの多くは、
数値的に確認された性質で、まだ数学的証明を持たないので注意が必要である。
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tetrahedra, Kirchhoff elastic rod, curve and ribbon theory

1. 序　　　論
回転軸を持ち、その周りに自由に向きを変えられるジョイン

トをヒンジ (もしくは revolute joint)と呼ぶ。剛体がヒンジで結
合された物体を、リンク機構と呼ぼう。例えば、Bricard6R(Fig.1
左)は、６つのヒンジで構成されたリンク機構である。リンク機
構の解析において、その取りうる状態全体、すなわち配位空間の
決定はもっとも重要なテーマの一つである。数学的には、ヒン
ジの状態は回転角を用いて単位円 S1 := [0, 2π) 1と同一視され
るので、n 個のヒンジからなる系の配位空間はトーラス (S1)n

の部分空間となる。

Fig. 1 ‾ Bricard6R and 6-Kaleidocycle

リンク機構は、ロボットアーム、折り畳み構造、動力伝達な
ど、様々な応用を持つ。その分類や解析は [10]に詳しい。一方
数学では、リンク機構の配位空間を調べることは、講演者の専
門とするトポロジーという分野における一つのトピックである
[4, 5]。
配位空間の性質でまずもっとも重要なのは、その次元であ

る。これは機構の運動の自由度 degree-of-freedom (DOFと略す)
と同値である2。Mobility formula (Chebychev-Grübler-Kutzbach
criterionとも呼ばれる)

M = 6(N − 1− n) +

n∑
i=1

fi (1)

は変数の数と制約を単純に数えることで、系の DOFの見積もり
M を与える。ここでN は剛体の数、nはジョイントの数、fi は
各ジョイントの DOF3である。いくつかの制約が独立ではなく冗
長であるとき、その系はこの見積もりよりも大きな自由度を持
ち、 overconstrainedであるという。Bricard6Rや Bennett4Rと
いった有名な機構は overconstrainedである。一方、単純な見積
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1正確には閉区間 [0, 2π] の両端 {0, 2π} を一点に潰した空間
2配位空間には特異点が存在する可能性があるが、次元というときは

特異点は除いて考える。つまり、機構が一般の状態 “ほぼ全て” の状態
にあるときの自由度を考える。

3ヒンジでは fi = 1

もりよりも小さな DOFを持つ系も存在する。これは後に議論す
るように、系が実代数多様体であるということに起因する。本
講演では、任意の自然数 n ≥ 6に対して、n個のヒンジが環状
に連結された閉リンク機構であり、ちょうど１次元の DOFを持
つものを紹介する。特に n = 6の場合はある種の Bricard6Rに
なっており、その一般化とみなせる。

2. Kaleidocycle(カライドサイクル)

ここで紹介する環状の閉リンク機構は、Kaleidocycle[8](Fig.1
右) と呼ばれるおもちゃをもとにしているので、ヒンジの数を
n ≥ 6として n-Kaleidocycleと呼ぶことにする4。Kaleidocycle
は一枚の紙から折ることができる、n 個の合同な四面体が向か
い合う辺をヒンジとして環状に連なったもので、クルクルと回
し続ける5ことができる。一般には nが大きくなるに従い、回る
他にたわむ動きなど大きな DOFを持つが、特別な四面体を選ぶ
とその DOFがクルクル運動のみの 1に落ちる、というのが本講
演の主題である。まず、Kaleidocyceの数学的な枠組みを、リン
ク機構の解析で標準的な Denavit–Hartenberg parametersを用い
て与えよう (例えば [9, Ex 5.2, Ex 8.13]を参照)。
ここではまず、閉リンクの環を一箇所のヒンジで切り開い

た直列 (serial) 機構を考え、それが閉じるという条件を inverse
kinematicsの問題として扱う。i番目 (0 ≤ i ≤ n)のヒンジの向
きを bi ∈ S2 := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}、中心位置
を γi ∈ R3 とする。ここで n番目のヒンジとは、環を切り開い
たことによって新たにできた端点である。他方の端点がこれに
重なれば閉じるが、これには２通りの場合があり、それぞれ

• bn = b0, γn = γ0 の場合を有向
• bn = −b0, γn = γ0 の場合を無向

と呼ぶことにする。隣り合うヒンジは剛体で固定されていて、今
はその捻れ角が一定 (つまり四面体が全て合同)であるから、ね
じれ角のコサインを表すパラメーター c ∈ [−1, 1]により内積を
用いて bi−1 · bi = cとかける。さて、bi−1 と bi が平行でなけれ
ば γi は帰納的に外積を用いて γi−1 + bi−1 × bi と定めることが
できる6全てのヒンジが平行である、つまり c = ±1の場合は実

4Kaleidocycle は文献によって rotating ring of tetrahedra などとも呼
ばれるので、検索するときは少し注意が必要である。

5今後この動きをクルクル運動と呼ぶことにする。英語だと evertと
言えそうだが、良い日本語が思いつかない。

6系の DOFを議論するだけであれば、ヒンジの中心が物理的に γi に
ある必要はなく、ヒンジは γi を通り bi の方向ベクトルを持つ直線上の
どこにあっても良い (Fig.4 右を参照)。これはヒンジが軸上をスライド
する折りたたみ構造への応用を考える際に重要な注意である。
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質平面的な機構でありつまらないので、今後はこれらを自明な
場合と呼び無視する。
まとめると n-Kaleidocycleの配位空間は

n∑
i=1

bi−1×bi = (0, 0, 0), bi−1 ·bi = c, bi ·bi = 1 (1 ≤ i ≤ n)

(2)
という連立２次方程式の解空間 (実数解の集合)と同一視される。
その見かけに反して、この解空間を調べるのはそれほど容易で
はない (c.f. [6]).
ところで、パラメーター cは自由に選べるわけではない。四

面体の形によっては、連ねていった時にどう頑張っても両端を
環状に閉じることができない。例えば、n = 6のとき上式は、有
向なら c = ±1、無向なら c = 0の場合にしか解を持たない。無
向の場合の c = 0が Bricard6Rに対応する機構であり、S1 と同
相な配位空間を持つ。つまり、DOFが 1である。各 nの有向・
無向のそれぞれの場合に対して、解が存在する cの範囲は、あ
る定数 cn を用いて次のように書ける:

• 有向で nが偶数: [−1, 1]

• 有向で nが奇数: [−cn, 1]

• 無向で nが偶数: [−cn, cn]

• 無向で nが奇数: [−1, cn]

上記の範囲の非自明な境界値 c = ±cnに対応する n-Kaleidocycle
を、extreme n-Kaleidocycle と呼び、これが本講演の主役であ
る。nが奇数の場合の有向と無向、nが偶数の場合の c = ±cn

はそれぞれ、一つおきにヒンジの向きを逆にすれば移り合うの
で、各 nに対して extreme n-Kaleidocycleは本質的には一つし
かない7。

Fig. 2 ‾有向 (左)・無向 (右) extreme 7-Kaleidocycle

cn の値は高次多項式の解となり代数的には求められない8が、
条件付き最適化問題の解として数値的には簡単に求められる。
Table1に記した値は、数値計算により得られたものである。

3. extreme Kaleidocycle

前節で n-Kaleidocycleの全体は連立２次方程式 (2)の解空間
と同一視できることを見た。系全体の回転・鏡映対称性を考え
ると、b0 = (0, 0, 1), b1 = (0,

√
1− c2, c)として良い。次元をカ

ウントしてみると、(cを除いた)変数の数 3(n− 2)、方程式の数
3+(n− 1)+ (n− 2)であり、期待される DOFは n− 6となる。
これは (1) とも合致する。c = 0 の 6-Kaleidocycle の期待され
る DOFは 0であるが、実際の DOFは 1であり overconstrained
な機構となっている (これを説明するために [1]で (1)式の改良
が議論されている)。期待される DOF と本来の DOF が異なる
という現象は、extreme n-Kaleidocycleの特異な性質であり、実
は n によらずに DOF が 1 である。Extreme n-Kaleidocycle 以
外の n-Kaleidocycleはクルクル回るほかに撓む動きができ、(1)
に従い genericには (n − 6)-DOFを持つ。講演者はリンク機構

7同じ c に対して鏡映も存在する。
8n = 7 の時は 3 次方程式の解なので代数的に求まる。

に詳しい訳ではないが、どれだけ多くのヒンジを持っても DOF
が 1 である機構は他に探すことができなかったので、extreme
n-Kaleidocycle は非常に珍しい機構の族をなしているのではな
かろうか。

補足 3..1. Kaleidocycleの全体は、パラメーター cも変数と思った
(2)の実解の全体と同一視できる。cを一つ固定するごとにこの解
空間のスライスが得られ、その連結成分は対応する Kaleidocycle
の配位空間となる。Extreme n-Kaleidocycle の配位空間は c が
境界値となる場合のスライスであり、そこだけ次元が 1に落ち
ている9。ここがミソなので、以下に紙数を割いて非常に単純な
例で状況を説明したい。
この例でのみ簡単のため、ヒンジではなく任意の方向に向きを

変えられる (S2 の自由度を持つ)ジョイントを考える。Fig.3の

Fig. 3 ‾パラメータの値によって DOF が変化する系のシンプルな例

ように、３次元空間内で、それぞれ壁にジョイントで繋がれた二
つの棒が、さらにジョイント pで接合された系を考える10。その
配位空間は接合点 pの位置と同一視でき、{p ∈ R3 | |p− a|2 =

l2, |p − b|2 = l2} という連立二次方程式の解空間になる。これ
は、棒の長さ l に依存して

• 2l > hのとき配位空間は円周 (紙面に垂直な平面内)
• 2l = hのとき配位空間は１点
• 2l < hのとき配位空間は空集合

となる。ここでパラメーター l が境界値 h/2をとるときに配位
空間の次元が落ちている。代数方程式の複素数解と比較して、実
数解はより複雑な挙動を見せる。

Extreme n-Kaleidocycleは 1-DOF以外にも不思議な性質をも
つので、それらをいくつか紹介したい。[7]では 6-Kaleidocycleの
各ヒンジに、回転角度の自乗に比例するエネルギーポテンシャル
をもつ巻バネが取り付けられた系を考えている。6-Kaleidocycle
をクルクル回すと、状態に応じてこのエネルギーは異なる値を
取るので、平衡点を求めるというのがそこでのひとつの主題で
あった。一方、ヒンジの個数が 7以上の extreme n-Kaleidocycle
は、このエネルギーが一定になるという非常に特異な性質を持
つ。つまり、n ≥ 7の時、

Ebend :=

n∑
i=1

arccos

(
(bi−1 × bi) · (bi × bi+1)

|bi−1 × bi||bi × bi+1|

)2

は配位空間上で一定値をとる。これは、クルクル運動中にそれ
ぞれのヒンジ角度は様々な値をとるが、全部合わせるとポテン
シャルは一定になるということであり、回すのに力が必要でな
いということを意味するので理論上も応用上も興味深い。
他にも、各ヒンジの中心に電荷を置いた際のクーロンポテン

シャル
Eclmb :=

∑
i<j

1

|γi − γj |α
α ∈ R

9(2) で定まる実代数多様体を Kaleidocycleのモジュライと思い、そ
の c 軸への射影の特異ファイバーを見ている。

10壁が固定な分 (1) は修正しないとそのままは使えない。



さらに有向 extreme n-Kaleidocycle については、各ヒンジの中
心に、ヒンジの向きに沿って微小な双極子を置いた時のエネル
ギーポテンシャル

Edipl :=
∑
i<j

bi · bj
|γi − γj |3

− 3(bi · (γi − γj))(bj · (γi − γj))

|γi − γj |5

も n ≥ 7のとき配位空間上で一定値を取る。上述の巻バネの場
合は隣接するヒンジの相互作用のみに依存するエネルギーであ
るのに対し、こちらは全てのヒンジが互いに寄与するのでより
不思議な感じがする。

Table1で cn、後に述べる twist (c = cn の時のもの)、そして
Ebend と有向の場合の Edipl の値を列挙する。

Table 1 ‾ extreme n-Kaleidocycle

n 6 7 8 9 15 38

cn 0 0.2954 0.4700 0.5852 0.8533 0.9773

Tw 1.500 1.416 1.377 1.355 1.309 1.291

Ebend varies 11.9 10.4 9.24 5.60 2.23

Edipl NA -4.23 NA -10.0 -83.7 NA

ちなみに extremeという条件を外して全ての Kaleidocycleを
考えると、Ebend は γi がなるべく平面的で対称性の高い状態で
最小値を取るようであり11、extreme n-Kaleidocycleは (n = 7の
時を除いて)その極小値すら与えない。

4. 離散化された帯
タイトルにもあるように、extreme n-Kaleidocycleは幾何学的

な側面を持つので、最後にその説明をしたい。紙数の都合もあっ
て少し雑なのは容赦願いたい。
３次元空間内の長さ 2π の閉曲線 γ : S1 → R3, |γ̇(s)| = 1を

考える。写像 b : [0, 2π] → S2 であって、∀s, γ̇(s) · b(s) = 0、
b(0) · b(2π) = ±1を満たすものが与えられた時、γ と bの組を
γ を中心線に持つ帯と呼ぶ。つまり帯とは、曲線上の各点に接
線と垂直な方向が定まっているものである。細長い紙の両端を
何度かひねって接着したメビウスの帯の様なものをイメージし
て欲しい。
帯に対してその半ひねり数を、直感的には明らかであるが、正

確には Cǎlugǎreanu-Whiteの定理を用いて 2(Tw+Wr)で定め
る。ここで、

Tw :=
1

2π

∫ 2π

0

ḃ(s) · (γ̇(s)× b(s))ds

Wr :=
1

4π

∫ 2π

0

∫ 2π

0

(γ̇(s1)× γ̇(s2)) · (γ̇(s1)− γ̇(s2))

|γ̇(s1)− γ̇(s2)|3
ds1ds2

であり、それぞれ twist、writheと呼ばれる量である。ともに色々
な幾何学的解釈を持つが、たとえば、Twは b(0)を中心線に沿っ
て平行移動させつつ一周させたものと b(2π)とがどれだけ異なっ
ているかを測り、Wr はあらゆる方向から中心線の射影図を描
いた時の平均自己交差数を表す。特に後者は bによらず、中心
線のみに依存する量である。直感的には、Tw は帯が中心線に
巻き付く度合い、Wrは中心線のあばれ具合をあらわしていて、
それを足すと全体のひねり数になるという具合である。

Kaleidocycleは、γiを結んだ折れ線を中心線とし、線分 γiγi+1

上に bi と bi+1 を角速度一定に補間したベクトルが付随した帯

11例えば n が偶数の時は、c = 0 な Kaleidocycleで、z 軸方向からみ
た時にヒンジが一つおきに z 軸と平行に正多角形の配置をとるもの

とみなせる (Fig.4左)。連続曲線の場合、接線の変化の方向を法
線、接線と法線の外積を陪法線というが、bi は接続する二つの
「接線」γi−1γi, γiγi+1 の両方に垂直であるから、符号を除いて
陪法線の離散化とも思える。さらに陪法線の変化率を捩率とい
うが、±cは (定数倍を除いて)その離散化とみなせる。
この時 Tw = 1

2π

∑n
i=1 arccos(bi−1 · bi) = n arccos(c)

2π
と計算

でき、中心折れ線の Wr は例えば [2] で与えられる。Extreme
n-Kaleidocycleの場合は、半ひねり数は c = cnなら 3、c = −cn

なら n − 3 となる。c = cn の場合は、定義より半ひねり数が
奇数であるもののうち最もねじれの少ない帯を与えるが、半ひ
ねり数 1 ではなく 3 になるのが不思議である。Table1 を見る
と、c = cn のとき n が大きくなるにつれ Tw は単調に一定値
に収束しているようであり、とすると 2(Tw + Wr) = 3 より
Wr も単調に一定値に収束する。極限として得られる帯やその
中心線が何であるのかは分かっていない。クルクル運動に伴っ
て中心線も運動するが、Tw が一定なので Wr も一定である。
これは中心線の接線方向が球面上に描く曲線、つまり Gauss写
像 s 7→ ˙γ(s) を通して見ると興味深い。ただし離散的な Gauss
写像は、球面上のベクトル達 γi−1γi

|γi−1γi|
を大円で結んでできる曲

線とする。Gauss-Bonnetの定理より、この曲線が左手に球面か
ら切り取る面積は 2πWr に 2π を法として等しい。また Ebend

は各弧の長さの自乗和となる。クルクル運動に従って Gauss写
像の像は、切り取る面積と各弧の長さの自乗和が共に一定な曲
線の運動になる。この時間発展を書き下すこと12はまだできてい
ないが、数値実験によるとソリトンらしきものが見え、これが
種々のエネルギー一定性の鍵であろう。
中心線の運動は、次のように弾性棒の観点からも解釈が与え

られる。帯の中心線の各点に、接線、b、その外積を対応させる
と、中心線に沿った正規直交系の族 (adapted frame)を定める。
Adapted frame付きの曲線は弾性棒のモデルとしてよく扱われる
(c.f. [3])。n ≥ 7である extreme n-Kaleidocycleでは、bi−1 · bi
が一定であることとEbendが一定であることから、クルクル運動
中に等方的な Kirchhoff弾性エネルギーもやはり一定になること
がわかる。[3]の理論との関連も非常に気になるところである。

Fig. 4 ‾ c = cn,−cn に対応する extreme 38-Kaleidocycle の帯表示
(左・中央)。extreme 19-Kaleidocycleのヒンジの中心をヒンジの方向に
一定のオフセットでスライドし二周させてできる 38-Kaleidocycle (右)
メビウスの帯の中心を切ったものとみなせ、クルクル回る三葉結び目と
なる [11]。

最後に、半ひねり数は整数であるので、この値が異なる (2)の
二つの解は違う連結成分に属する。連結成分がどうなっている
のかという問いは数学的に興味深いが、半ひねり数が 3, n − 3

以外で、c が境界値をとる n-Kaleidocycle を数値的に探索して
みたところ、少なくともここで述べた extreme Kaleidocycleのよ
うな特異な性質は持たないようである。

12クルクル運動は、角運動量を保ちつつ一周して全体の向きが変わる、
いわゆる falling cat motionをとる。例えば無重力下で向きを変えるアン
テナなどへの応用も可能かもしれない。



Fig. 5 ‾ extreme 9-Kaleidocycleの展開図。右端と下端はのりしろ。
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